Capitulo 0: Conjuntos, funcoes, relacoes

Notacdo. Usaremos Nat para representar 0 conjunto dos nimeros naturais, Int para
representar 0 conjunto dos nimeros inteiros. Para cada n | Nat, [n] representa o
conjunto dos naturais menores ou iguaisan:

[n]={il Nat|O<i£n}.

Este conjunto [n] € as vezes representado por {1, 2, ¥, n}, convencionando-se
gue nos casos especiaisn = 0 e n = 1, essa notagdo indica, respectivamente, o conjunto
vazio A e o conjunto unitario {1} .

Produto Cartesiano. O produto cartesiano de dois conjuntos A e B é o conjunto A~ B
de pares ordenados de elementos de A e B:

A" B={(xy)|xT Aeyl B}.

Esse conceito pode ser estendido, usando n-tuplas, para definir o produto cartesiano de n
conjuntos:

A7 A" Ya A ={ (Xq, Xo, ¥Ya X, ) | paracadai 1 [n], x; T A}

Podemos definir poténcias de um conjunto, a partir da definicdo de produto
Cartesiano:

AN=A" A" Y A (nvezes) ={ (X1, Xo, ¥4 X)) |parail [n],x; T A}.
Naturalmente, Al = A.
Exemplo: SgqamA ={ab,c},B={d, e}. Entéo,

A" B={(ad),(ae),(bd),(be),lcd,I (e}

B" A={(d, a),(d,Db),(dc),(ea),(eb),(ec)}

Al=A={aDb,c}

A2=A" A={ab,c} {abc}=
={(aa),(ah)(ac)ba,(bb),(bc),a),(b),(cc)}

O
Relagdes. Podemos agora definir relacdo: dados n conjuntos A4, Ay, Y4, A, uma
relacéo em A4, Ay, Ya, A, € um conjunto qualquer de tuplas de elementosde A4, Ay, Y4,
A, Portanto, usando a definicdo acima, R éumarelacdo em A, Ay, ¥4, A, se
RI A" A" %" A,

Um caso especial gque serd muito importante no que se segue é 0 caso N=2, com
A1=A,=A. R é umarelagio binaria em um conjunto A, seRi A~ A.
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Funcges. Outro caso especia € o das fungdes: umarelagdo f em A~ B, ou sga um
conjuntof I A~ B, é uma func&o, com dominio A e codominio B, se paracadax 1 A
exigseen fumunicoy 1 B ta que(x,y) 1 f. Essaunicidade pode também ser expressa
por

x,y)1T f e (x,2T f implicamem y=2z

Naturalmente, esse valor Unico de y que f faz corresponder a x € indicado pela

notacdo habitual f(x), e podemos escrever também f: X > y. Escrevemos f: A ® B, para
indicar que f € umafungdo com dominio A e codominio B.

Definimos o contradominio def: A ® B como sendo o conjunto
{yl BI@xT A) f()=y)}.

Exemplo: Se considerarmos o conjunto | nt dos nimeros inteiros, e a fungéo suc:
Int ® Int que acadavalor em Int associa seu sucessor, poderemos escrever

paracadail Int, suc(i) =i+ 1,
ou
ucii—i+1
ou ainda
suc={ %, (-2,-1), (-1, 0), (0, 1), (1, 2), ¥4 }

O
I njecdo, sobrejecdo, bijecdo. Dizemos que uma funcéo f: A® B é uma injecdo se para
cadab1 B existe no maximo um al A ta que f(a) = b; dizemos que f: A® B é uma
sobrejecdo se paracadab i B existe no minimoum al A tal que f(a) = b; dizemos que
f é umabijecdo sef é abo mesmo tempo, uma injecdo e uma sobrejecao.

No caso de sobrejegoes (e bijecbes), codominio e contradominio sdo iguais.

Alternativamente, podemos falar em fungdes injetoras, sobrejetoras ou "sobre”,
e bijetoras.

Conjuntos enumeraveis. Um conjunto A € enumerdvel se € vazio, ou se existe uma
funcéo sobregjetoraf: Nat ® A.

O nome enumeravel se deve ao fato de que, se A ndo é vazio, a sequéncia
f(0), f(1), f(2), f(3), ¥s € umalistainfinita da qual fazem parte todos os el ementos de A,
Ou sgja, uma enumeracao de A. Em particular, como ndo estdo proibidas repeticdes em
uma enumeracao, temos:

Fato: Todos os conjunto finitos sGo enumeraveis.
Dem.: Exercicio.
O
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NO que se segue, estaremos interessados principamente em conjuntos
enumerdveis infinitos. Neste caso, podemos usar uma numeracdo, em vez de uma
enumeracao. Por numeragdo entendemos aqui uma fungdo como a fungdo g mencionada
na propriedade abaixo, que associa a cada el emento de A um nimero natural distinto.

Eato: Um conjunto infinito € enumerdvel, se e somente se existe uma funcdo injetora
g: A® Nat.
Dem. (P ) Sga A um conjunto enumeravel infinito. Pela definicdo, existe uma funcédo
sobrejetora f: Nat ® A. Podemos definir a injecdo g/A ® Nat fazendo, para cada
al A, g(@ ser igua a menor vaor dei tal que f(i) = a Assim, a fungio g é definida
para qualquer valor de a, porque f é sobrejetora. Além disso, g € injetora, porque, pela
prépria definicéo, g(a) = g(b) implicaem f(g(a)) = f(g(b)).

(U) Sga A um conjunto tal que existe umainjecdo g:A ® Nat. Umavez que A
ndo é vazio, sgja g um elemento qualquer de A. Defina agora a sobrejecéo f: Nat ® A
por

() _la, seexistirumatal que g(a) =i
=1

10, Sendo existir

Note que f é bem definida para todos os vaores de i, porque g € uma injecdo, e, para
cada i, pode haver, no méximo, um ata que g(a = i; f € uma sobrejecdo, porque g €
definida para todos os elementos de A.

O
Eato: Um conjunto infinito A é enumeravel se e somente se existe uma bijecdo
f: A® Nat.
Dem.: Exercicio.

O
Eato: Entre dois conjuntos infinitos enumeraveis A e B existe sempre uma bijecdo
f: A® B.
Dem.: Exercicio.

O

Exemplo: O conjunto Nat € enumeravel.
Basta tomar f como sendo a funcéo identidade |I: Nat ® Nat, que &, claramente, uma
bijecéo.

O
Exemplo: O conjunto Nat2 = Nat ~ Nat de pares de nlimeros naturais € enumeravel.

Podemos fazer a caracterizacdo de diversas maneiras:

1. através dainjeciio g:Nat2 ® Nat definida por g( (i,j) ) = 2' 3. Esta numeragio
dos pares de inteiros € & vezes chamada de numeracdo de Goedel. Esse
processo pode ser estendido a poténcias superiores de Nat. Por exemplo,
podemos associar atripla (i, j, k) o nimero 21 3 5K, Para n-uplas, poderiam ser
usados como bases 0s primeiros n NUMeros primos.

2. definindo diretamente a ordem de enumeraco:

repitaparacadak =0, 1, 2, ¥4
enumere os pares (i, j) tais que i+ = k, na ordem crescente de i:
0, k), (1, k-1), ¥, (k-1, 1), (k, 0).
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Isso corresponde a

(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0), (0, 3) Ya
ou sgja, auma sobrejecdo f: Nat ® Nat dada por

f(0) = (0,0), f(2) = (0,2), f(2) = (1,0), f(3) = (0,2), ¥4

O
Exemplo: O conjunto I nt dos inteiros é enumeravel.
Basta usar uma enumeragdo como 0, -1, +1, -2, +2, -3, +3, ¥4

O

Teorema: O conjunto P(Nat) dos subconjuntos de Nat ndo € um conjunto enumeravel.
Dem.: por "diagonalizacdo".

Uma vez que a defini¢do de conjunto enumeravel se baseia na existéncia de uma
funcdo com certas propriedades, devemos mostrar que tal fungdo ndo existe, e a
demonstracéo sera feita por contradicdo (ou reducdo ao absurdo).

Suponhamos que o conjunto P(Nat) é enumeravel. I1sto significa que existe uma
enumeracdo de P(Nat), ou sga uma sobrgecdo f: Nat ® P(Nat). Assim, para cada
elemento A de P(Nat) (um conjunto A de naturais), existe um nimero i tal que f(i) = A.

Vamos considerar o conjunto X definido a seguir:
X={j1 Nat|jT ()}

Como X é um conjunto de naturais, X 1 P(Nat). Entretanto, veremos que X ndo faz
parte da enumeracdo acima. Seja k qualquer. Duas possibilidades podem ocorrer:

oukT f(k),enestecaso ki X,
oukl f(k),enestecasokl X.

Em qualquer das possibilidades, portanto, os conjuntos X e f(k) diferem em pelo menos
um elemento. Assm, X * f(k) para todos os k. Desta forma, X ndo faz parte da
enumeracdo definida por f, caracterizando-se a contradicdo. Consequentemente, P(Nat)
ndo é enumeravel.
O
Esta técnica de demonstragdo recebeu o0 nome de diagonalizagao.
Representamos um conjunto A | Nat por uma sequénciainfinitade Ose1's. seil A, o
i-ésimo simbolo da sequéncia sera 1; caso contrério, sera 0. Assim, se fizéssemos uma
tabela infinita com uma linha correspondendo a cada conjunto f(k), ki Nat, o conjunto X
seria definido invertendo o que se encontra na diagonal da tabela: se na posi¢éo (i,i) se
encontra um 1, indicando que il f(i), na linha correspondente a X teriamos um O na
i-ésima coluna, indicando que il X, e (vice-versa) se na posicdo i,i se encontra um 0,
indicando que il f(i), na linha correspondente a X teriamos um 1 na i-ésima coluna,
indicando queil X.

Desta forma, podemos ver que, para qualquer i, f(i) * X. Para isso, basta notar

gue i pertence a exatamente um dos dois conjuntos f(i) e X. Portanto, qualquer que fosse
aenumeracdo de P(Nat), X ndo pertenceriaaela
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Esta técnica serd usada neste curso em diversas ocasifes para demonstractes
semelhantes a anterior; foi usada por Cantor, para mostrar que a cardinalidade de um
conjunto P(A) € sempre superior a cardindidade de A. O mesmo vae agui: a
cardinalidade de todos 0s conjuntos enumeraveis infinitos A é a mesma, equivaente a de
Nat, mas a cardinalidade dos conjuntos poténcia P(A) é superior a de Nat, sendo
equivalente a de P(Nat). Falando informalmente,

"todo conjunto enumeravel tem 0 mesmo nimero de elementos que Nat."

"h&d mais dementos em P(Nat) do que em Nat."

"para qualquer conjunto A enumeravel, P(A) tem 0 mesmo nuimero de el ementos
gue P(Nat)."

Fato: Se um conjunto A é enumerdvel, e se B € um subconjunto de A, B também é
enumeravel.
Dem. Exercicio.

O

Exercicios:

(1) Mostre que, se A e B sdo conjuntos enumeraveis, entdo A" B também € enumeravel.
Sugestéo: se A e B sdo enumeravels, existem numeragoes na: A® Nat e ng: B® Nat;
sgja entdo g: Nat2 ® Nat a mesma numeracdo de Nat? vista anteriormente; considere
entdo afuncdo n: A" B ® Nat definida por

n((a b)) =g(na (&, ng (D).

(2) Uma das definicbes possiveis para par ordenado € a seguinte: definimos o par
ordenado (a, b) como sendo o conjunto {{a, b}, {a}}. Mostre que, com esta definicéo,
vale a propriedade fundamental :

(a b) = (c, d) se e somente se a=c e b=d.

(3) Podemos definir umartripla (ou 3-tupla) a partir da definicdo de par ordenado:
(a b, c)=((a b), ).

Isto corresponde a definir Nat3 como Nat2” Nat. Mostre que com esta definicdo, vale a
propriedade fundamental :

(& b,c)=(d e f) seesomentese (a=d) e (b=e) e (d=f).

(4) Para definir uma numeracdo dos elementos de Nat, podemos usar as fungdes F; e F»
definidas a seguir:

Fi((i,j,k))=2 35k
Fo ((1Lik)) =9, 9(G.K))) ),
onde g € a funcéo definida anteriormente:
g((ij))=23.
Experimente calcular F1 ((5,5,5)) eF, ((5,5,5)).
O

Relagdes binarias. Quando tratamos de relagbes binérias, normamente usamos uma
notacdo mais simples paraindicar que (x, y) € um elemento de uma relacdo binaria R em
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A: escrevemos apenas X R y. Essa notac8o é semelhante a usada para relagtes comuns,
como as relagbes de ordem <, £, etc.. ndo escrevemos (X, y) | £, mas, mas
smplesmente, X £ y.

Vamos a seguir introduzir algumas propriedades de relagdes binarias. Sgja R uma
relacio bindriaem um conjunto A (R AZ2). Ent&o dizemos que

R éreflexivase paraquaquer xT A, X RX;
R ésmétricase, paraquaisquer x, y T A, x Ry implica y Rx.
R étransitiva se, paraquaisquer x,y, z1 A, xRy e yRz implicamem xRz

Exemplos. AsrelagBes <, £, =, * sdo relagBes binérias definidas no conjunto Nat, e tem
as propriedades indicadas a seguir:

reflexiva simétrica transitiva
< nao nao am
£ am nao am
= am am am
1 nao am nao

O
Equivaléncia. Uma relagdo R € uma relagdo de equivaléncia (ou simplesmente uma
equivaléncia) se é reflexiva, smétrica, e transitiva.

Exemplo: A relagdo = no conjunto Nat € uma relagdo de equivaéncia; outros exemplos
de relacOes de equivaléncia so as relagdes de paralelismo entre retas, de semelhanca de
tridngulos, de congruéncia médulo n. (Dois naturais X e y sdo congruentes modulo n se 0
resto da divisdo de x por n éigual ao resto dadivisdo dey por n.)

O

Composicdo de relages. definimos a composicdo de relagbes da forma a seguir:
seRI A° BeSi B’ Csioreagdes, definimosarelacio ReSi A~ C, acomposicéo
deReS, por

RS={ (x,2)T A" C|$yl B,(x,y)T Re (y,2)1 S}.

Se as relagfes R e S sdo fungles, a composicao ReS se reduz exatamente a
composicdo de fungdes: se (x,y) I Re(y,2) 1 S temosy = R(x), z = S(y) = S(R(x)), e
portanto (R-S)(x) = S(R(X)), como era de se esperarl.

Exemplo: Sejam as relagOes
R={(12),(1,3),(14),(23),(24, 34}
S={(21),32,(43}

Temos:

ReS={(1,1), (1, 2),(1,3),(22),(2,3),(3,3)}

SR={(2,2),(23),(24),(3,3),(3,4),4,4}

1Alguns autores preferem a ordem inversa: (RoS)(x) = R(S(x)). A diferenca é apenas de notagao.
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Exemplo: Sgam as relagoes

R={(1,2),(23),(34).,(41)}

S={(11.21).61),42}
Jaque R e S sdo fungdes, 0 mesmo vale para as composi coes:

ReS={(1,1),(2,1),(3,2),4,1)}

SR={(1,2),(22),(3,2),(43)}

O

OperagGes com relagles binarias. Se R € uma relagdo binaria num conjunto A (isto €,
RIi A~ A), podemos definir as poténcias Rl de R, parai 1 Nat de forma recursiva:

RO=1,={ (x,x)|xT A}
Ri+l1=Rio R, parai 1 Nat

Fato:
1. Ardagdo I é aidentidade para a composicdo de relagdes, associada ao conjunto
A, ousga paraqualquer Ri A2 Rela=1a°R=R.
2. Paraqualquer Ri A2, Rl1=R.
3. Paraquaisquer Ri A2 i,j1 Nat, Rl o Rl = R o RI, ou sgja, poténcias da mesma
relacdo sempre comutam.
Dem.: Exercicio.
O
Exemplo: Seam A ={ 1,2 3,4} eR={ (1,2, (1,3), (1,9, (2,3), (24), (3,4) }.As
poténcias de R s&o:
RO=1={ (11, (2,2), (3.3, (44)}.
RI=R={(12), (13), (1.4), (23), (24), 34 }
R2=RloR=R°R={ (1,3), (14), (24}
R3=R2.R={(14)}
RA=RO=Vs = AE

No caso_do exemplo, podemos provar que (X, y) T R sey-x 3 1. Assm, em
gerd, (x,y) T Risey-x3 i. Naturalmente, no conjunto A, amaior diferenca possivel é 3,
e todas as poténcias além da terceira sdo relagdes vazias. nunca podem ser satisfeitas.

O
Fechamento. Definimos o fechamento reflexivo-transitivo R* de uma relagdo binaria R
em um conjunto A através de

X R* y seesomentese paradgumil Nat, xRy,

ou, equivalentemente,

w

R = JR =R°UR'UR*UR’U--

i=0

Exemplo: Sgaarelacdo R, no conjunto Nat definida por
XRyseesomentesey =x + 1.

Temosx Ry seesomentesey = x + i, deformaque x R* y se e somentey 3 X,
O
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O nome de fechamento reflexivo-transitivo de R dado a relagdo R* se deve ao
fato de que R* é a menor relacdo (no sentido dainclusdo de conjuntos) que contém R e é
reflexiva e trangitiva. Ou sgja, qualquer relagéo S

(1) que satisfaca x Ry implicax Sy (isto é SE R) e
(2) que sgareflexiva e transitiva
satisfaz também SE R*.

De forma semelhante, a notagdo R* é frequentemente utilizada para descrever o
fechamento trangitivo darelagéo R:

R =L¥JRi =R'UR*UR®U -

ousga, X Rty seesomentese paraalgum i>0, xRl y.

Exemplo: Sgaamesmarelacéo R do exemplo anterior. Neste caso, temos
X Rty seesomentese y > x.

O

Particfes. Dado um conjunto A, definimos uma particdo de A como sendo uma familia
de conjuntos (chamados de blocos da particdio) P = { Bj |i T | } com as seguintes
propriedades:

(1) paacadail I, Bjt £ — nenhum bloco é vazio

(2 UP=JB=A — aunido dos blocos é A

i
(€)) sitj, BiN Bj =/ — blocos sdo diguntos dois a dois

Dessa maneira, cada elemento ade A pertence a exatamente um bloco da particéo P.

Observacdo: Na maioria das vezes o conjunto | usado para indexar os elementos da
familiaP serd um conjunto enumeravel, um subconjunto dos naturais.

Exemplo: Sgja o conjunto A ={ a, b, ¢, d, e }. Temos a seguir aguns exemplos de
particOes de A:

{{abcde}}
{{a},{b} {c} {d}.{e}}
{{ab} {cde}}
{{ae},{bcd}}
O
Exercicio: Escrevatodas as particbesde{ a b, ¢, d, e}.
O

Classes de equivaléncia. Sga R uma equivaléncia em um conjunto A. Definimos a classe
de equivaléncia[a] deal A daseguinte maneira

[a] ={xT A|xRa},
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ou sga, a classe de equivaléncia de al A é o conjunto dos elementos de A que sd0
equivalentes aa. Note que como R é umaequivaléncia, al [a], paraqualquer a.

Exemplo: Sga a equivdéncia R em A = {a b, ¢, d, e f}, dada pelas seguintes
propriedades.

(1) R éumaequivaléncia
(2)aRb,bRc,dRe.
(3) x Ry somente seisto decorre de (1) e (2).

Temos entdo, examinando todos 0s casos possivels:

aRabRbcRc,dRd eRefRf (reflexividade)
bRacRb,eRd (smetria)
aRc,cRa (transitividade)

e R é composta dos pares: (3, a), (a b), (a ©), (b, a), (b, b), (b, ¢), (c, a), (c, b), (c, ¢),
(d, d), (d, e), (e, d), (e ©), (f, ).

Assim podemos ver diretamente que [a] =[b] =[c] ={ a b,c},que[d] =[] ={ d, e}
equelf]={"f}.

O
Conjunto quociente. Definimos o conjunto quociente A/R de A por uma equivaléncia R
em A, através de
AR={[x]|xT A},

ou sgja, A/R é o conjunto das classes de equivalénciade R em A.

Exemplo: Sgam A e R como no exemplo anterior. As classes de equivaéncia de R
formam uma particdo de A, que é exatamente 0 conjunto quociente A/R:
AIRR={{ab,c} {de} {f}}
O
Fato: Sgja R uma equivaléncia em um conjunto A. Entdo A/R € uma particéo de A.
Dem.:
(1) note que as classes de equivaléncia ndo sdo vazias. a classe [a] pertence pelo
menos o elemento a;

(2) aunido das classes de equivaléncia é A, porque cada elemento a de A pertence a
pelo menos uma classe de equivaléncia: al [a].

(3) Classes de equivaléncia diferentes séo diguntas. Com efeito, suponha que duas
classes [a] e [b] tem sua intersecdo ndo vazia, com um elemento ¢ em comum:
cl [a ecT [b]. Neste caso, usando o fato de que R é simétrica e transitiva,
temosc R a, c R b, e, portanto, a R b. Assim, pela propriedade transitiva, x R a
se e somente se X R b, e [a] = [b]. Consequentemente, as classes de equivaléncia
sdo diguntas duas a duas, e formam uma particéo de A.

O
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Fato: Dada uma particdo P de um conjunto A, arelagcdo R definida por
X Ry se e somente se x ey fazem parte do mesmo bloco de P

éumarelacdo de equivalénciaem A, e AIR=P.
Dem.: Exercicio.

O
Inducdo finita. Muitas das demonstragbes que veremos nas se¢Oes seguintes utilizam
uma técnica conhecida por inducédo finita. A idéia fundamental é simples. suponha que
desgjamos provar que a propriedade P vale para todos os elementos de Nat, isto €, que
queremos provar que, paratodo x T Nat, P(x).

Uma propriedade fundamental de Nat é que Nat € composto por um elemento
especia, 0, e por seus sucessores. Dito de outra forma, Nat € o menor conjunto que
contém O e é fechado para a fungdo sucessor s. Esquematicamente,

Nat ={ 0, 0), S(5(0)), S(S(s(0))), S(S(s(s(0)))) ¥4 }-

Assim, se provarmos

l. (base da inducéo)
P(0)
. (passo de inducéo)
Paraqualquer i T Nat, P(i) implica P((i)).
estaremos provando P para todos os naturais, pois teremos

O PO Q)

1) POP PQ) (N

2 POP PE ()

3  P@P PG ()

Va
e, portanto, P(0), P(1), P(2), P(3), Y4
Exemplo: Suponhamos que queremos demonstrar a formula da soma dos elementos de
uma progressao geométricaderazdo gt 1,

8,8 ,8,83, %,
comgj+1 =& Q.
A férmula da soma é

s, =f(n) = (a.9- &)

(9- 1)

Devemos provar inicialmente a base de inducéo (para n=0): S, = f(0). A demonstracéo
se resume a verificagdo de que

_ (a0 &) _
f(0) = -2 %o/ -
(0) @ 1) 8,
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Para provar o passo de inducdo, devemos assumir a hipotese de inducéo S;= f(i) e provar
atesedeinducdo Sj;q =f(i+1). Temosg:1 =8 0, €S+1 =5 + §+1.
Portanto,

_ . _(ag-3a) . _@aa), . _
S|+1_S|+ai+1_f(|)+ai+l_ (q_ 1) ta, (q_ 1) ta,
- (ai+l_ QH+a.,0- a'i+1) - (ai+1q' ao) =f(i+1).
(9-9) (9- )

O

Uma forma alternativa de indugdo, que pode facilitar as demonstragdes, em vez

de usar apenas o Ultimo resultado anterior P(i) para provar P(i+1), usa todos os
resultados anteriores, ou sga, P(0), P(1), Y4, P(i).

Assim, para mostrar P(i) paratodos os naturais i, mostramos
l. P(0)
. " JEi P() P P(i+1).

Inducdo em estrutura. Quando trabalhamos com estruturas que apresentam uma lei de
formacdo bem definida, tais como cadeias, &rvores, expressdes, podemos usar para a
inducdo um numero natural, como, por exemplo, o tamanho da estrutura considerada;
muitas vezes, entretanto, isso ndo é necessario, ou ndo é conveniente, e podemos fazer a
induc&o de outra forma, baseada na propria estrutura.

Por exemplo, dados um conjunto | e uma propriedade Q, suponha um conjunto X
definido como o0 menor conjunto, no sentido da inclusdo, que satisfaz 1 e 2 a seguir:

1. todox 1 | pertencea X, ousgja, I I X.
2.sex1 XeQ(xy), entdoyl X.

Ou sga, um eemento x de X ou pertence a um conjunto inicial |, ou sdatisfaz a
propriedade Q, que liga x a um (outro) elemento y de X. Para provarmos uma
propriedade P(x) paratodos os elementos de X, basta provar:

l. (base da inducéo)
sex1 1, P(X)

. (passo de inducéo)
sex1 X, P(x) e Q(x,y), entdo P(y).

Este esquema pode ser generalizado para permitir varias propriedades Q, e para
incluir a possibilidade que essas propriedades relacionem vérios elementos de X a um
(novo) elemento. Este caso mais geral de inducdo em estrutura esté ilustrado a seguir.

Exemplo: Suponha gque definimos uma expressao da seguinte maneira:
1. a, b, ¢ sGo expressdes.
2. Se a e b sdo expressdes, entdo a+b é uma expressdo.
3. Se a e b sdo expressdes, entdo a*b € uma expressao.
4. Se a é uma expressao, [a] € uma expressao.
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Suponha adicionalmente que queremos provar a propriedade: "toda expressdo tem
comprimento (nimero de simbolos) impar". Vamos indicar "a tem comprimento impar"
por P(a). Devemos ent&o, para provar "para qualquer expressao a, P(a)", provar:

1. P(a), P(b), P(c).

2. Se P(a) e P(b), entdo P(a+b).

3. SeP(a) e P(b), entdo P(a*h).

4. Se P(a), entdo P([a]).
Neste caso, (1) € a base da inducdo; (2)..(4) sdo passos de inducdo. Naturalmente, para
mostrar (1), basta observar que

lal = |b = | = 1; ab
para mostrar os demais, basta observar que

lat+b[=la|+ b + 1,

la*b| = la] +|b] + 1, e

[all = la| + 2.

(revisdo de 27fev97)
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