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O Problema da Diversidade Méaxima (PDM) corresponde a sele¢do de elementos
a partir de uma cole¢ao maior de forma tal que os elementos selecionados possuam
a maior diversidade possivel entre eles. Aplicacoes deste problema podem ser en-
contradas em varias areas como, por exemplo, em recursos humanos, identificando
individuos com caracteristicas menos similares ou em biologia, quando se deseja ob-
ter espécies de maior diversidade. Excluindo-se casos triviais, o PDM é classificado
como um problema da classe NP-dificil. Desta forma, o uso de métodos aproxi-
mativos ou heuristicos, ou seja, métodos que sao capazes de obter solucdes nao
necessariamente 6timas, mas com alguma proximidade do valor 6timo tornam-se

bastante atraentes.

Neste trabalho sao propostos métodos de construcao e busca local que, combina-
dos, sdo usados como base em diferentes propostas de heuristicas GRASP (Greedy
Randomized Adaptive Search Procedure). Uma extensa bateria de testes é realizada
e os algoritmos propostos sao analisados comparando-se com outros dois algorit-
mos descritos na literatura. Os resultados mostram que as heuristicas propostas

fornecem bons resultados na resolucao de instancias do PDM.
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The Maximum Diversity Problem (MDP) consists of selecting elements from
some larger collection such that the selected elements have the most possible di-
versity among them. There are many applications that can be solved using the
resolution of this problem, such as in human resources, identifying people with less
similar characteristics or in biology, when it is desired to identify more diverse spe-
cies. MDP belongs to the class of NP-hard problems. Thus, the use of approximation
or heuristics methods which are capable to get solutions close to the optimum cost

becomes quite attractive.

In this work we propose construction and local search methods which are used
for the implementation of different GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search
Procedure) heuristics. An experimental study is carried out and the projected al-
gorithms are compared with two others algorithms described in literature. Results
show that good results are obtained using the proposed heuristics to solve MDP

instances.
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(Glossario

GRASP : Greedy Randomized Adaptive Search Procedure;
PDM :  Problema da Diversidade Maxima (Mazimum Diversity Problem);
LRC . Lista Restrita de Candidatos (Restricted Candidate List).
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Capitulo 1

Introducao

A &rea de otimizacao combinatoria trata de caracterizar solugoes e desenvolver
algoritmos para resolucdo de problemas que envolvem um grande nimero (finito)
de possiveis solugoes. Dados um conjunto normalmente finito de solugoes X e uma
funcao f : X — R, no caso de maximizagao, o objetivo é encontrar uma solugao

otima z* € X tal que f(z*) > f(x),Vz € X.

Estes problemas tém sido de grande interesse, pelas suas mais variadas aplica-
¢oes de diferentes areas. De maneira geral, na prética, os problemas de otimizagao
sao caracterizados por grandes espacos de solugoes dificultando, com isso, a obten-
¢ao de uma solugao de custo 6timo através de um algoritmo exato em um tempo

computacional suportavel.

Por este motivo, métodos que gerem solugoes aproximadas sao cada vez mais
aplicados na area. Um algoritmo aproximativo ou heuristico ¢ um método de ob-
tencao de solucoes para um determinado problema que nao garante que as solugoes
obtidas sejam necessariamente 6timas, mas que tenham proximidade do 6timo em
tempo de computagao viavel. Dentre os mais diversos métodos heuristicos estao as
metaheuristicas, que tém se mostrado bastante eficientes em se tratando dos fatores

qualidade da solucao e tempo de computagao.



Uma metaheuristica € um método que guia outras heuristicas a fim de encon-
trar solugoes factiveis para problemas particulares. Dentre as metaheuristicas mais
conhecidas destacamos os Algoritmos Evolutivos [9] e o seu representante mais po-
pular, o Algoritmo Genético(AG) (16, 31|, Simulated Annealing [19], TS (Tabu Se-
arch) [11, 15, 17], GRASP (Greedy Randomized Adaptative Search Procedure) 7] e
VNS (Variable Neighborhood Search) |26] entre outras.

Neste trabalho, aplicamos a metaheuristica GRASP ao Problema da Diversidade
Méaxima (PDM). O PDM é um problema de maximizagido da area de otimizagao
combinatéria que tem como objetivo selecionar, a partir de um conjunto de elemen-
tos, um subconjunto com um niimero pré-estabelecido de elementos que tenham a
maior diversidade possivel entre eles. Por se tratar de um problema pertencente a
classe NP-Dificil [21], a aplica¢do de algoritmos que gerem boas solugdes em tempo

computacional aceitavel torna-se altamente desejavel.

Este trabalho foi motivado pelo estudo realizado em [3] e em [10], pois ambos
aplicaram a metaheuristica GRASP para obter solucoes aproximadas para o PDM.
O objetivo deste trabalho é, portanto, desenvolver um novo algoritmo que seja capaz
de encontrar solucoes de melhor qualidade para o PDM utilizando os conceitos desta

metaheuristica.

A fim de comprovar a qualidade das solucoes, instancias do problema foram
geradas e testes realizados sobre os algoritmos implementados em [3| e em [10] e os

propostos para este trabalho.
Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira:

O Capitulo 2 apresenta o Problema da Diversidade Maxima, algumas aplicagdes,

seus trabalhos relacionados e, por fim, as formulagcoes matematicas do problema.

O Capitulo 3 faz uma revisao sobre os conceitos associados & metaheuristica

GRASP.

No Capitulo 4 sao apresentados os algoritmos desenvolvidos para o PDM por

Ghosh [10] e Andrade [3].



O Capitulo 5 descreve as heuristicas de construcao e busca local desenvolvi-
das nesta dissertacdo. Apresenta-se, também, os algoritmos GRASP formados pela

combinacao destas.

No Capitulo 6 os algoritmos da literatura e os que foram propostos sao avaliados
e analisados. Para isto, apresentam-se a geracao dos problemas testes, os tipos de

testes realizados e, por fim, os resultados alcancados.

Encerrando o trabalho, o Capitulo 7 traz conclusoes e apresenta sugestoes para

trabalhos vindouros.






Capitulo 2

O Problema da Diversidade Maxima

Neste capitulo as caracteristicas do PDM sao apresentadas. Na secao 2.1 o
problema é descrito. Na secao 2.2 aborda-se o problema através de um exemplo. Na
secao 2.3 algumas aplicagoes e trabalhos relacionados ao problema sao discutidos.
Por fim, as formulagoes matematicas existentes na literatura sao apresentadas na

secao 2.4.

2.1 Descricao do Problema

O Problema da Diversidade Méaxima consiste em, a partir de um conjunto con-
tendo n elementos, selecionar um subconjunto com um nimero pré-determinado des-
tes elementos que possuam as mais diversas caracteristicas possiveis entre si. Desta
forma, para definir o problema, considere o conjunto de indices N = {1,2,...,n},

onde n é o niimero de elementos em N, e:
t, o nimero de atributos que caracterizam os elementos de N;
a;, o valor do atributo k& do elemento i, k € {1,...,t} e i € N;

d(i,7), o indice de diversidade entre dois elementos distintos i e j de N com

os respectivos valores de atributos (a;1, @z, ..., @) € (aj1, G 2, ..., Qjt).



2.2 Exemplo 7

O indice de diversidade representa o grau de diferenca existente entre os atributos
dos elementos ¢ e j, que pode ser medido, por exemplo, pela distancia entre eles
calculada usando uma determinada métrica. De acordo com a area de aplicacao,
uma métrica pode refletir melhor o problema que outra [21]. Se, por exemplo, for
utilizada a distancia euclidiana para o célculo do indice de diversidade, d(i,j) é

computado conforme descrito na equagao 2.1.

t
d(i,§) = \| D> (i — a)? (2.1)
k=1
Seja D[n x n] uma matriz que armazena os indices de diversidade entre cada
par de elementos de N, preenchida da seguinte maneira: d(i,j) = d(j,i) e d(i, 1) =
0, VY(i,j) € N. O problema da diversidade maxima (PDM) tem como objetivo
selecionar um subconjunto M C N com m elementos que tenham a maior diversidade

entre eles. O valor da diversidade de M é calculado pela equacao 2.2.

div(M) =" d(i,j) (2.2)

i,jEM i<j
2.2 Exemplo

Um exemplo para melhor compreensao do problema é mostrado a seguir.

Considere uma base de dados de uma organizacao ficticia que contém informacoes
sobre oito pessoas que se ofereceram para prestar algum tipo de trabalho voluntario.
A direcao da organizacao decidiu formar um grupo de trés pessoas para fazer visitas
a populagao de uma 4area carente e foi consenso que esse grupo deveria conter pessoas
com caracteristicas mais diversas possiveis com o objetivo de que o grupo como um

todo possa estar habil a enfrentar as situagoes vindouras nas visitas.

Dentre as varias informacoes constantes desta base de dados, algumas foram
consideradas importantes para avaliar a diversidade entre os voluntarios desse grupo,

tais como: sexo, grau de escolaridade e faira etdria.
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Para determinar os elementos mais diversos entre si a partir desta base de dados,
é necessario um mapeamento das caracteristicas (valores qualitativos) para valores
numéricos (valor quantitativo). Apresentamos esse mapeamento nas tabelas 2.1, 2.2

e 2.3.

Sexo Classificagao
Masculino 1
Feminino 2

Tabela 2.1: Tabela de classificagdo por sexo

A caracteristica ‘sexo’ (tabela 2.1) tem dois possiveis atributos, feminino e mas-
culino e a cada um deles é, respectivamente, associado um valor inteiro 1 e 2. Ja
‘4tdade’ (tabela 2.2) é classificada por faixas etérias, com valores variando de 1 a 7.
Da mesma maneira, ‘escolaridade’ é dividida em graus com valores variando de 1 a

6 (tabela 2.3).

Faixa Etaria | Classificacao
18-25 1
26-32
33-39
40-47
47-54
54-60
+ de 60

~| O O | W N

Tabela 2.2: Tabela de classificagao por faixa etaria

Grau de Escolaridade | Classificagao
Analfabeto 1
Basico
Médio
Secundario
Superior
Pos-Graduagao

Y| O | W DO

Tabela 2.3: Tabela de classificagao por grau de escolaridade

De acordo com o mapeamento proposto, a base de dados passa a ser formada de
informacoes quantitativas como apresentadas na tabela 2.4. Cada linha desta tabela

indica o conjunto de caracteristicas de cada elemento da base de dados.
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Individuo | Nome | Sexo | Idade | Escolaridade

1 Marcelo
Gisele
Tiago
Mauro
Valéria
Célia
Maria
Nelson

o] ~1| | | x| wo| po
NN DN = = DN =
ol 3| o] | | =] o

ol —| | w| o | o] o

Tabela 2.4: Tabela de caracteristicas

Suponha que a organizacdo queira determinar os trés voluntarios com atributos
mais diversos entre si para formar o grupo de visitacao. Para resolver o problema, os
dados sao adaptados a definicio do PDM. Assim, tem-se N = conjunto de pessoas
contidas na base de dados e |[N| = n = 8. E necessario entdo determinar o indice
de diversidade entre cada integrante da base de dados para construir a matriz de
diversidades D. Neste caso, para obter o indice de diversidade, a distancia euclidiana
foi usada. Desta forma, os indices sao calculados a partir da tabela 2.4 utilizando
a equagao 2.1. Por exemplo, o indice de diversidade entre Marcelo (1) e Gisele (2)

& /5, pois temos: /(1 —2)2+ (2 —3)2+ (3 —6)2 = /5 &~ 2.236 que é o valor do

elemento d(1,2) de D. Prosseguindo com os célculos de diversidade de cada par de

elementos é formada a matriz D apresentada na tabela 2.5.

O passo final é identificar o subconjunto de trés elementos que possui a maior
soma dos indices de diversidade a partir da matriz D. Observe que mesmo para um
problema de tamanho reduzido como este a solugao nao é 6bvia, e uma maneira para
determiné-la seria listar todas as possibilidades de conjuntos com trés elementos para
verificar qual deles retorna a maior diversidade. Para este exemplo, uma solugao

6tima é dada pelos elementos 2, 6 e 7 com diversidade total igual a 18,487.

2.3 Aplicacoes e Trabalhos Relacionados

O Problema da Diversidade Méaxima pode ser aplicado nas mais diversas areas

como na administra¢ao de recursos e formacao de grupos de projetos [35, 6], biolo-
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L+ 12 [ 3845 67 |8 |
0.000 | 2.236 | 1.414 | 2.236 | 2.236 | 5.099 | 5.547 | 3.605
2.336 | 0.000 | 3.000 | 4.242 | 3.162 | 5477 | 6.403 | 2.249
1.414 | 3.000 | 0.000 | 3.605 | 3.316 | 5.477 | 6.782 | 4.123
2.236 | 4.242 | 3.605 | 0.000 | 1.414 | 4582 | 3.741 | 3.162
2.236 | 3.162 | 3.316 | 1.414 | 0.000 | 3.605 | 3.605 | 2.249
5.099 | 5.477 | 5.477 | 4.582 | 3.605 | 0.000 | 5.099 | 1.732
5.547 | 6.403 | 6.782 | 3.741 | 3.605 | 5.099 | 0.000 | 4582
3.605 | 2.249 | 4.123 | 3.162 | 2.249 | 1.732 | 4.582 | 0.000

XSO W N =

Tabela 2.5: Matriz de diversidade D

gia [1], preservagao ecologica 25, 29, 34| e outras areas |36].

De acordo com a bibliografia pesquisada, o primeiro trabalho a ter a maximizacao
da diversidade como objetivo especifico data de 1977 e foi escrito por Glover, Hersh
e McMillan [12]. Neste trabalho foi proposta uma heuristica de aproximacao e esta

foi testada com dados de um programa de selecao de recursos genéticos.

Em 1993, Kuo, Glover e Dhir [21] apresentaram duas defini¢oes diferentes para o
PDM. Nesta dissertacao é abordada a definicao MAXSUM cujo objetivo é maximizar
a soma das diversidades de um conjunto de elementos selecionados a partir de uma
colecao maior. Os autores apresentaram ainda formulagoes para o PDM e provaram
que MAXSUM ¢é NP-Dificil. A secao 2.4 apresenta as formulagoes propostas em
[21].

Mais tarde, em 1994, os mesmos autores propuseram em |[14] uma série de formu-
lagdes do PDM como problema de programagao inteira com o objetivo de maximizar
diversidade biologica. Para ilustrar, o modelo foi aplicado & preservagao de uma fa-
milia de aves. Foi também apresentada uma medida de biodiversidade alternativa
mostrando que diferentes medidas de diversidade podem gerar diferentes politicas

de conservagao ecologica.

Esta dissertacao é baseada no trabalho de Ghosh [10] que propos um algoritmo
GRASP para cada o PDM. Para comprovar a qualidade das heuristicas foi im-
plementado um algoritmo exato, criadas classes de testes com populagdes de no

maximo 40 elementos onde deveriam ser encontradas solugoes para subconjuntos
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de tamanho 20% e 40% do nimero de elementos. Os resultados mostraram que o
GRASP proposto se mostrou eficiente para os pequenos problemas representados

pelas instancias.

Em [1] Agrafiotis explorou o problema de selecionar subconjuntos de componen-
tes apropriados para sintese quimica e avaliagao biologica. No trabalho introduziu
duas medidas para quantificar a diversidade e apresentou um algoritmo para o pro-
blema baseado em simulated annealing. O método foi testado usando bases de dados
formadas a partir de métodos estatisticos. Os resultados foram visualizados a partir
do algoritmo de mapeamento ndo-linear de Sammon [32|. O autor cita que o método

encontra resultados satisfatorios para os testes realizados.

Em [5] foram apresentadas duas heuristicas para o PDM, uma relaxacao lagran-
geana e uma heuristica gulosa. Para avaliar os resultados obtidos foi implementado
um algoritmo branch and bound e, desta forma, os autores concluiram que a heuris-

tica gulosa apresentou bons resultados para os testes executados.

Em 1998, Weitz e Lakshminarayanan [35] apresentaram cinco heuristicas para o
PDM. Este trabalho foi realizado para resolver uma aplicacao que é criar grupos de
projetos em uma classe de estudantes, de forma tal que esses estudantes sejam inse-
ridos em um ambiente diverso, baseado em critérios determinados pela instituicao,
como por exemplo, nacionalidade, idade e formacgao. As heuristicas foram testadas
em um conjunto de dados reais e foi implementado também um algoritmo exato.
Os testes apontaram a heuristica LCW (Método ‘Lotfi- Cerveny- Weitz') [35] como

sendo a melhor para a solugao do problema.

Glover e Kuo propuseram em [13] quatro heuristicas sendo duas delas construti-
vas e as outras destrutivas, onde a partir de uma solugao heuristica com e elementos
ocorre uma eliminagao progressiva até que se tenha uma solugao via vel com m ele-
mentos. A eficiéncia dessas heuristicas foram testadas através de comparacdao com
os resultados de um método exato e para isso foram criadas diversas instancias com
até 30 elementos. Foi citado pelos autores que as heuristicas propostas obtiveram
em média resultados proximos aos do algoritmo exato (a no maximo 2% do 6timo),

com um tempo de computacao muito menor.
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Hassin, Rubinstein e Tamir [18] tratam de um problema que considera um grafo
G=(V,E) completo, onde a cada aresta de E & associado um peso e |V| = n. Sendo
pe{2,...,n}eke{l,...,n/p} devem-se obter k conjuntos disjuntos, com p vértices
cada um de tal forma que a soma dos pesos das arestas de cada subconjunto seja
maxima. Este problema possui diversas variacoes e uma delas, é o PDM, no caso
particular em que k = 1. O artigo apresenta um algoritmo aproximativo [27] com
desempenho garantido de 50% do 6timo para k € {1, ...,n/p} e um outro com mesmo

resultado para k = 1, porém neste caso, com um tempo computacional mais baixo.

Em [4] foi introduzido um novo modelo para tratar o problema de diversidade
de grupos de trabalho que permitiu reduzi-lo ao problema de fluxo em redes e de-
senvolver um algoritmo exato para resolvé-lo. O modelo foi aplicado a uma base de

dados real obtida em um curso de pés-graduacao.

Uma heuristica baseada em busca tabu foi desenvolvida para encontrar a diver-
sidade maxima em [20]. Os autores testaram o método proposto gerando aleato-
riamente instancias de problemas com conjuntos de tamanho que variam de 100 a
1000 elementos onde desejava-se obter subconjuntos de elementos mais diversos com
tamanho entre 10% a 30% do numero de elementos. Os autores citam que testes fo-
ram realizados mas os resultados nao foram comparados com qualquer outro método

existente.

Além do trabalho de Ghosh [10], os resultados obtidos neste trabalho sido com-
parados com os de Andrade [3] que propds outro GRASP para solugdo do PDM.
Nesta proposta, desenvolveu-se para a fase de construcao uma heuristica construtiva
e incorporou-se a busca local encontrada em [10]. O autor gerou uma bateria de
testes onde o tamanho da populagao variou de 10 a 250 elementos. Para avaliagao
dos resultados produzidos por seu algoritmo, foi implementado um algoritmo exaus-
tivo para as instancias menores (até 50 elementos) e implementou-se o algoritmo de
Ghosh para a comparacdo dos resultados. E citado que o GRASP proposto neste
trabalho mostrou-se ser mais eficiente na qualidade das solucoes exigindo tempo de

computacao ligeiramente menor que os obtidos pelo algoritmo de Ghosh.
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2.4 Formulacao Matematica

Conforme exposto na segao 2.3, Kuo, Glover e Dhir apresentaram em [21] trés
formulagoes matematicas para o PDM focando o critério MAXSUM. As duas pri-
meiras (F1 e F2) utilizam, respectivamente, uma funcao objetivo quadratica e uma
funcao objetivo linear. A terceira é também um modelo linear, com a diferenca
que utiliza uma transformacao de variaveis em F2 para obter uma formulagao com

menos variaveis e menos restrigoes. Esta secao descreve as formulacoes F1 e F2.

Formulacao 1 (F1)

Seja x;,Vi € N, uma variavel binéria igual a 1, se e somente se, o elemento ¢

estiver na solugdo e 0, caso contrario e d(i, j) a diversidade entre i e j, i,j € N.

O PDM pode ser descrito como um problema de programacao quadratica inteira

da seguinte forma:
maximizar

sujeito a:
Z x; =m, (2.4)
i=1

xz; € {0,1} ,Vi=1,...,n. (2.5)

Na formulagdo descrita em 2.3 a 2.5, a fungdo objetivo quadratica (2.3) tem como
meta maximizar a soma das diversidades de um subconjunto com m elementos de
N. A igualdade (2.4) exige que exatamente m elementos estejam em uma solugao

viavel e (2.5) indica que as variaveis do problema devem ser binarias.

Formulacgao 2 (F2)
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A segunda formulacdo proposta em [21] baseia-se em F1 linearizada, ou seja,
descreve o PDM como um problema de programacao linear inteira. Considere
Q=A{(i,j) :4,j € N,i < j} e y;; varidveis de decisdo que tornam-se iguais a 1 se os
elementos 7 e j fizerem parte da solucao e 0, caso contrario. Desta forma, o PDM é

descrito como:

maximizar

(i, )i, (2.6)

sujeito a:

=1
v+ —y; <1, V(i,j) €Q, (2.8)
—zi+y; <0, V(i j) €Q, (2.9)
—7j+yi; <0, V(,7) € Q, (2.10)
vi; € {0,1}, V(i,5) € Q, (2.11)
z; € {0,1},Vi € N. (2.12)

Nesta formulacdo, a funcdo objetivo (2.6) deve maximizar a soma das diversi-
dades de m elementos de N. A igualdade (2.7) exige que exatamente m elementos

pertengam a uma solucao viavel. Nas restri¢oes (2.8) pode-se observar que a variavel
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binéria y;; assume valor 1 sempre que z; e x; receberem tal valor e y;; assume valor
0 se z; e x; forem ambas iguais a 0 ou se x; ou z; (somente uma delas) for igual
a 1. As restrigoes (2.9) exigem que no caso em que x; pertencer a solu¢dao entao
devera existir algum j tal que y;; = 1, i,j € N. Da mesma forma que em (2.9),
as restricoes (2.10) exigem que se z; pertencer a solugdo entdo devera existir algum
i tal que y;; = 1, 9,7 € N. As restri¢des (2.11) e (2.12) representam as variaveis
binérias do problema, sendo y;; = 1 se z; e x; estiverem na solu¢ao e 0 caso contrario

e cada z; assumindo valor 1 se pertencer a solugao e 0, caso contrario.



Capitulo 3

A Metaheuristica GRASP

Criada por Feo e Resende, a metaheuristica GRASP (Greedy Randomized Adap-
tive Search Procedure) |7| € um processo iterativo no qual cada iteracdo é constituida

de duas fases: uma fase de construcao, e outra, de busca local.

Na fase de construcao uma solucao viavel é criada e na etapa de busca local a
solugao passa por um processo de melhoria, onde a vizinhanca da solugao construida
é investigada. As iteragoes se realizam enquanto um critério de parada nao for
satisfeito. A melhor solucao encontrada ao final da execucao de todas as iteragoes

do algoritmo é a solugao final.

A figura 3.1 mostra um pseudo-cédigo para o GRASP. A linha 2 corresponde a
entrada do problema que carrega os dados inerentes ao problema em questao. Nas
linhas 3-7 sdo executadas as MAX_ITER iteracoes do GRASP. A linha 4 corresponde
a fase de construcao e a linha 5, a de busca local. Na linha 6, é feita a atualizacao
da melhor solugao, caso a solucao encontrada nesta iteragao tenha sido a melhor

encontrada até o momento.

Na fase de construgao, uma solugao é iterativamente construida acrescentando-
se a esta um elemento por vez. Cada insercao de um novo elemento é feita através

da escolha aleatéria em uma lista restrita de candidatos (LRC'). Considere para a
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construcao da LRC que o problema tratado nesta dissertacao é de maximizac¢ao de
uma func¢ado objetivo f. A LRC é composta de candidatos a solucdo avaliados de
acordo com o beneficio associado a sua inclusao na solucao parcial através de uma
funcao gulosa g. Os elementos que participarao da LRC podem ser limitados de

duas formas: pelo nimero de elementos ou pela qualidade dos elementos.

Na primeira forma, que é utilizada nesta dissertacao, os elementos candidatos a
solugao sao ordenados em ordem decrescente do beneficio segundo a funcao g e os p

primeiros elementos sao incluidos na LRC. O valor de p é definido na equacao 3.1.

p=1+aa—1) (3.1)

Onde a é o nimero total de candidatos e a é um parametro que tem valores definidos
no intervalo [0,1|. Note que se & = 0, um algoritmo totalmente guloso estard sendo
executado, ja que s6 é possivel a escolha de um tnico elemento a ser inserido na
solucao. Por outro lado, se a = 1, a lista contera todos os possiveis candidatos, o

que resultard em um algoritmo extremamente aleatorio.

Na segunda forma, considere e,,;, um elemento de menor incremento a solu-
¢ao parcial de acordo com g e €,,4,, um elemento de maior incremento. Os ele-
mentos candidatos & solucao cujo valor retornado pela funcao g estd no intervalo
[(1—a)(emin— €maz) + €maz, €maz] S0 inseridos na LRC'. Novamente « é um valor no
intervalo [0,1]. Desta forma, se a = 1, o algoritmo sera absolutamente guloso, ja que
so6 elementos de valor e,,,, poderao ser inseridos na solucao e se o = 0, a lista con-
ter& todos os possiveis candidatos, o que resultara em um algoritmo completamente

aleatorio.

E perceptivel que a escolha do valor de o é um ponto importante na heuristica
GRASP. A influéncia desta escolha na qualidade da solucao construida é estudada
em [7]. O fator probabilistico do método é caracterizado pela escolha aleatoria de

um dos candidatos da LRC.
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1. proc grasp(MAX_ITER)

2 Carrega_Instancia_Entrada()

3 para k=1 ate MAX_ITER faca

4 Solucao = Constroi_Solucao ()
5. Solucao = Busca_Local (Solucao)
6

7

8

9.

Atualiza_Solucao (Solucao, Melhor_Solucao)
fim para
retorna (Melhor_Solucao)
fim grasp

Figura 3.1: Pseudo-c6digo GRASP

Na figura 3.2 é mostrado o pseudo-c6digo da rotina de construcao de uma solucao.
Na linha 2 uma solucao é inicializada. As linhas 3-8 mostram o laco onde uma solucao
é construida iterativamente, elemento a elemento. Na linha 4 é criada a lista restrita
de candidatos e na linha 5, um elemento s é selecionado aleatoriamente a partir da
LRC. Na linha 6 s é incorporado a solucao parcial e na linha 7 a funcao gulosa
¢ adaptada a fim de refletir as mudancas causadas pela insercao de s na solugao

parcial. Na linha 9 a solugao ja completamente construida é retornada.

1. proc Constroi_Solucao()

2.  Solucao = {}

3. enquanto Solucao nao esta completa faca

4 Construa LRC

5 Selecione aleatoriamente um elemento s da LRC
6. Solucao = Solucao U {s}

7 Adapte a funcao gulosa(s)

8. fim enquanto

9. retorna (Solucao)

10.

fim Constroi_Solucao

Figura 3.2: Pseudo-cédigo para a fase de construgao do GRASP

A busca local é uma fase de tentativa de melhoria da solucao obtida na etapa
de construcdo (Solucao). Nesta fase, percorre-se a vizinhanca da solugdo corrente
buscando uma solugao de melhor qualidade. Por exemplo, em um problema onde o
objetivo é a maximizacao de uma funcao f, entende-se que uma solucao ¢ é melhor

que Solucao se o f(t) > f(Solucao). Se ndo existir uma melhor solugio na vizinhanga,
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a solucao corrente é considerada um 6timo local. A busca termina quando um 6timo

local for atingido.

O pseudo-codigo da busca local é apresentado na figura 3.3. As linhas 2-8 mos-
tram o lagco de melhoria da solucao que continuard enquanto Solucao puder ser
melhorada, ou seja, enquanto Solucao nao for um 6timo local. Nas linha 3-7 ocorre
a tentativa de encontrar uma melhor solucao ¢ na vizinhanga de Solucao. Na linha 5,
{ passa a ser a solucao corrente, caso seja melhor que Solucao. Na linha 9 a solucao

é retornada.

Ainda a respeito do procedimento de busca local, pode-se acrescentar que existem
duas maneiras bastante utilizadas para implementé-lo, melhor escolha (best impro-
ving) e primeira melhora (first improving). Na primeira versdo, toda a vizinhanca
é percorrida e a solucao corrente é substituida pela melhor solucao vizinha encon-
trada. Na segunda, a solucao corrente é trocada cada vez que uma melhor solugao

é encontrada.

. proc Busca_Local(Solucao)
enquanto Solucao nao & um otimo local faca
para toda solugdo ¢t na vizinhanga de Solucao faca
se £(¢) > f(Solucao) entao
Solucao = ¢
fim se
fim para

® N oS e W N

fim enquanto
9. retorna (Solucao)
10. fim Busca_Local

Figura 3.3: Pseudo-c6digo para a fase de busca local do GRASP

Vérios conceitos, alguns ja utilizados em outras metaheuristicas, tém sido incor-
porados por diversos pesquisadores como alternativa para aumentar a eficiéncia do
GRASP. Dentre estes podem ser citados reconexao por caminhos [22]|, memoéria de
longo prazo [8], GRASP Paralelo [28], GRASP reativo [30], entre outros. O con-
ceito de GRASP reativo é aplicado nos algoritmos propostos nesta dissertacao e seréd

descrito sucintamente a seguir.
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Como citado anteriormente, a composicao da lista restrita de candidatos é de-
terminada a partir do parametro «. Esse paridmetro pode afetar a qualidade das
solugoes geradas na fase de construgdo. Prais e Ribeiro propuseram em [30] um
método chamado GRASP reativo cuja caracteristica principal é o auto ajuste do

valor de o de acordo com a qualidade das solucoes previamente encontradas.

Neste procedimento, um valor de « é selecionado aleatoriamente em um conjunto
A = {o, o, ..., } contendo m possiveis valores de . Desta forma, ja que se
tem varios valores de « ao invés de um tnico, é possivel construir diferentes listas
restritas de candidatos. A cada elemento «; € A é associada uma probabilidade p;,

1=1,...,m.

Inicialmente, tem-se p; = 1/m, o que corresponde a uma distribui¢do uniforme.
Periodicamente, ou seja, a cada bloco de iteracoes, a distribuicao de probabilidade
é atualizada, utilizando as informacoes coletadas das solugoes obtidas nas iteragoes
realizadas anteriormente. Na aquisi¢ao destas informacoes, varias estratégias podem
ser usadas. Em uma delas, o valor médio das solucoes obtidas com cada valor de «
é utilizado. Desta forma, no préoximo bloco de iteracoes, o valor de o com o qual se
obteve melhores solucoes recebera uma probabilidade maior e, conseqiientemente,
com mais chance de ser escolhido, podera ser utilizado mais freqiientemente neste

bloco de iteracoes.



Capitulo 4

Descricao dos Algoritmos de Ghosh e
Andrade

Ghosh [10] e Andrade [3] empregaram a heuristica GRASP afim de obter solugoes
aproximadas para o0 PDM. Nas secoes 4.1 e 4.2, onde suas abordagens sao detalhadas,
considere N um conjunto de indices com n elementos, d(7, j) o indice de diversidade
entre dois elementos i e j e M o subconjunto de N que contém m elementos mais

diversos entre si, como ja definido no Capitulo 2.

4.1 Algoritmo Proposto por Ghosh

Neste algoritmo, para construir uma solucao completa para o PDM, tem-se m
solugoes parciais. Cada solucao parcial serd denotada por M._; e conterd ¢ — 1

elementos (1 < ¢ <m).

Fase de Construcao

Para se gerar uma soluc¢ao M, a partir de M._; sdo calculados Az (i) e Azy (i), Vi €
N — M._;. Az, é considerado um limite inferior de diversidade correspondente a

soma das diversidades de um elemento ¢ nao pertencente a solucao aos elementos
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jA pertencentes a solucao parcial M., acrescida da soma das distancias de i aos
m — c elementos que apresentam as menores distancias de 7. Equivalentemente, Az
representa um limite superior de diversidade correspondendo & soma das distancias
de 7 aos elementos ja pertencentes a solucao parcial acrescida da soma das distancias

de 7 aos m — c elementos que apresentam as maiores distancias de 1.

Os calculos de Az (i) e Azy(i) sao detalhados nas equagoes 4.1 e 4.2.

Az()) = Y di)+ Y d(Qu) (4.1)

JEMc._1 n—m+1<r<n—c

Azy(i) = ) d@g)+ )Y di(Qu) (4.2)

JEM.—1 1<r<m-—c

Onde:

® > icum,_, d(i,j) corresponde & soma das distancias do elemento i a todos os

elementos ja incluidos na solucao parcial;

e ();. € uma lista ordenada que contém os elementos pertencentes a N — M., —
{i}, ou seja, os elementos que ainda ndo estdo na solucdo excluindo o candidato

a solucdo i, ordenados pelas distancias d(i,j),j € N — M. ;1 — {i};

e d!(Q;.) corresponde a r-ésima maior distancia em Q..

O fator aleatério da heuristica estd na escolha randémica de um ntimero u no
intervalo (0,1). A partir de sua determinagéo, calcula-se Az'(i) = (1 — u)Azp (i) +
ulAzy(i). O elemento i que retorna o maior valor de Az’ é incluido na solugao
parcial. Este procedimento é repetido até que seja obtida uma solucdo completa

com m elementos.

O procedimento de construgao descrito é ilustrado na figura 4.1. Na linha 2 do

algoritmo uma solucao vazia é criada. Nas linhas 3-18, tem-se o laco de construcao
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de uma solucao que permaneceri em execucao até que uma solucao com m elementos
tenha sido criada. No laco apresentado nas linhas 4-8, serao considerados todos os
indices dos elementos de N que nao fazem parte de Solucao. Para cada um deles,
nas linhas 5 e 6 sao computados DeltazL e DeltazU, respectivamente. Na linha 7 é
calculado Deltaz’. As linhas 9-15 verificam dentre todos os elementos candidatos &
solucao o individuo que tem o maior Deltaz’. Na linha 16, o elemento que apresenta

maior valor de Deltaz’ é incorporado a solugao. O retorno de Solucao ji completa,

ocorre na linha 18.

1.
2
3
4
5.
6
7
8
9

10.
11.
12.
13.
14.

proc Construcao_JBG()

Solucao = {}
para ¢ = 1 ate m faca
para cadai € N \ Solucao faca
Calcule DeltazL(i)
Calcule DeltazU(i)
Calcule Deltaz’(i)
fim para
Max_Deltaz’ = 0
para cadai € N \ Solucao faca
se Deltaz’ (i) > Max_Deltaz’ entao
Max_Deltaz’ = Deltaz’ (i)
Max_I =1
fim se
fim para
Solucao = Solucao U {Max_I}
fim para
retorna Solucao

19. fim Construcao_JBG

Figura 4.1: Pseudo-codigo para a fase de construgao do algoritmo de Ghosh

Fase de Busca Local

exaustiva onde a cada passo, verifica-se a melhoria associada a troca de cada ele-

mento i € M por cada elemento j € N — M. Essa melhoria é rotulada como Az(3, j)

A partir do conjunto solugdo completo M,,, Ghosh [10] propoe uma busca local

e é calculada da seguinte forma:
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Az(i,j) = > d(ju)—d(i,u) (4.3)
}

ueM—{i

O procedimento de busca local descrito é ilustrado na figura 4.2. Na linha 2,
a variavel DeltaZ é inicializada com a constante INFINITO. Nela serd guardado o
beneficio associado a troca de um elemento 7 pertencente a Solucao por um outro ele-
mento 7 nao pertencente a ela. Nas linhas 3-20, temos o lago de busca na vizinhanca
de Solucao que é executado enquanto houver alguma melhoria na solu¢ao, ou seja,
enquanto DeltaZ é maior que 0. Na linha 4, é inicializada a varidvel Max DeltaZ
onde serd guardado o maior valor de DeltaZ encontrado em todas as combinagoes
possiveis de pares (7,j) de Solucao. Na linha 7 é calculado DeltaZ para cada ele-
mento ¢ pertencente a solucao e cada elemento j pertencente & N - Solucao. Nas
linhas 9, 10 e 11 sao guardados, respectivamente, o maior DeltaZ, os elementos i
e j que correspondem ao maior DeltaZ encontrado. Nas linhas 16 e 17, a Solucao
é alterada somente se Max_DeltaZ é maior que zero, ou seja, se foi encontrado
um par (7, j) cuja inclusdo em Solucao retorne um valor maior que aquele que ja se
tinha. Neste caso, na linha 18, DeltaZ é atualizado. Na linha 21, ap6s o término

da busca, a solugao obtida é retornada.

4.2 Algoritmo Proposto por Andrade

Em seu trabalho, Andrade [3| considera dois conjuntos de valores, um chamado
SD que corresponde & soma dos indices de diversidade de um determinado elemento
i € N com relagdo aos demais elementos j, j € N —{i} e um outro, denominado M D
que contém a meédia dos indices de diversidade de um elemento ¢ € N em relagao
aos demais elementos j, j € N — {i}. Os célculos de SD e M D sao detalhados nas
equacoes 4.4 e 4.5. Estes valores sao utilizados durante a fase de construgao a fim de

tentar identificar os melhores elementos a serem incluidos em cada solugao parcial.
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1. proc BLG (Solucao)

2. DeltaZ = INFINITO

3. enquanto DeltaZ > 0 faca

4 Max_DeltaZ = 0

5. para cada i € Solucao faca

6 para cada j € N \ Solucao faca
7 DeltaZ = Calcula_DeltaZ(i,j)

8 se (DeltaZ > Max_DeltaZ) entao
9 Max_DeltaZ = DeltaZ

10. Max_I = i

11. Max_J = j

12. fim se

13. fim para

14. fim para

15. se (Max_DeltaZ > 0) entao

16. Solucao = Solucao - {Max_I}
17. Solucao = Solucao U {Max_J}
18. DeltaZ = Max_DeltaZ

19. fim se

20. fim enquanto
21. retorna Solucao
22.fim Busca_JBG

Figura 4.2: Pseudo-cédigo para a fase de busca local do algoritmo de Ghosh

SD@) = Y d(i,j) (4.4)

JEN—{i}

n

Fase de Construgao

O primeiro elemento da solugdo é selecionado aleatoriamente entre os m ele-
mentos de maior valor em SD. Para construir cada solucao parcial, M. ; com
2 < ¢ < m, primeiramente é calculado, para cada i € N — M,_1, o valor de SDS(3)
que corresponde & média da soma dos indices de diversidade entre i e 7, 7 € M, _1,

como pode ser visto na equacao 4.6.
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ZjeMc,l d(’L, j)

SDS(i) = ==

(4.6)

Em seguida, Az(7) é obtido a partir de SDS(i) segundo o seguinte critério: se a
solucgao estd parcialmente formada e faltam apenas poucos elementos para completé-
la é interessante a inclusao de elementos que possuam SDS(7) alto, caso contrario,
é aconselhavel avaliar a contribuicao que a insercao do elemento trard a solucao

utilizando M D(i). O céalculo de Az(i) é detalhado na equagdo 4.7.

SDS(i) ,se SDS(i) > MD(i)ec> 3
Az(i) = (4.7)

SDS(i)+MD(i)

5 , caso contrario

Apbs terem sido calculados todos os Az(i)'s, eles sdo ordenados de forma cres-
cente e para os m elementos de maiores Az(i) calcula-se o valor D que resulta da
diferenca entre o Az(i)max que corresponde ao maior Az(i) € Az(7)min, 0 menor
deles, dividido por m — 1. O préximo passo € criar uma LRC com os () maiores
elementos cuja diferenca entre seu Az e o Az do préoximo elemento seja menor que
o valor de D. Um elemento é selecionado aleatoriamente a partir da LRC. O célculo

de D pode ser visto na equacao 4.8.

Az(1) max — Az(1) min
m—1

D =

(4.8)

O procedimento de construcao descrito é ilustrado na figura 4.3. A linha 2 ini-
cializa uma solucdo vazia. A escolha do primeiro elemento da solugao é feita na
linha 3 e na linha 4, esse elemento é adicionado & Solucao. No trecho das linhas 5-16
uma solugao completa é construida. Nas linhas 6-8 e 9-11 sao calculados, respectiva-
mente, SDS e DeltaZ. Na linha 12, D é calculado. A lista restrita de candidatos é
criada na linha 13 e na linha 14, um elemento s é escolhido aleatoriamente desta. Na

linha 15, s é incorporado a solucao. Na linha 17, a solucao construida é retornada.
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1. proc Construcao_PMA (SD, MD)

2. Solucao = {}

3. escolha aleatoriamente s entre os m elementos com maior SD
4. Solucao = Solucao U {s}

5. parac = 1 ate m faca

6 para cada i € N \ Solucao faca

7 SDS(i) = Calcula_SDS(i)

8
9

fim para
: para cada i € N \ Solucao faca
10. DeltaZ(i) = Calcula_DeltaZ(i)

11. fim para

12. D = Calcula_D (DeltaZ)

13. LRC = Cria_LRC(DeltaZ, D)

14. escolha aleatoriamente um elemento s da LRC
15. Solucao = Solucao U {s}

16. fim enquanto

17. retorna Solucao

18. fim Construcao_PMA

Figura 4.3: Pseudo-cédigo para a fase de construcao do algoritmo de Andrade

Fase de Busca Local

Na fase de busca local de [3] foi utilizado 0 mesmo método de busca local proposto

por Ghosh [10]. O autor cita que a intengao foi a de comparar as fases de construcao

dos dois algoritmos.



Capitulo 5

Algoritmos Propostos

Neste trabalho sao propostos dois novos algoritmos para a etapa de construgao
e um para a fase de busca local de um algoritmo GRASP aplicado ao PDM. Estes
algoritmos serao apresentados, respectivamente, nas secoes 5.1 e 5.2 onde deve ser
considerado N um conjunto de indices com n elementos, d(i, ) o indice de diversi-
dade entre dois elementos 7 e 7 e M o subconjunto de N que contém m elementos

mais diversos entre si, como ja definido no Capitulo 2.

5.1 Meétodos de Construcao

Nesta secao sao apresentadas novas propostas de algoritmos de construcao para
a heuristica GRASP. Aqui, considere que até uma solucao completa seja construida,
tem-se m solucoes parciais e cada uma delas é a solucao M. 1, com ¢ — 1 elementos,

1<c<m.

Os métodos de construgao apresentados incorporam estratégias que visam au-
mentar a qualidade das solucdes. Uma dessas estratégias chama-se GRASP Rea-
tivo |30] que, conforme descrito no Capitulo 3, estende o conceito do GRASP origi-
nal. A idéia é avaliar o parametro «, que determina o tamanho da LRC, durante
um certo nimero de iteragoes e privilegiar os valores de o para os quais se tem

encontrado as melhores solucgoes.
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Outra estratégia conhecida é implementar uma espécie de filtro de solugoes. Na
maioria dos casos, a busca local consome uma grande parte do tempo de computacgao
do GRASP. A estratégia aqui se resume a gerar p solugoes na fase de construcao de
modo que somente a melhor delas seja enviada para a etapa de busca local. Desta
forma, o filtro permite que seja gerada uma quantidade maior de solucoes na fase
de construcao, o que aumenta a possibilidade de melhora na qualidade sem onerar o

tempo do algoritmo com a execugao de busca local em todas as solucoes construidas.

5.1.1 Heuristica Aleatorizada das K Maiores Distancias

(HA KMD)

Esta heuristica constréi uma solucao inicial elemento a elemento pela escolha
aleatoria de cada elemento da solucao partindo da lista restrita de candidatos que

contém K elementos.

A LRC é criada da seguinte maneira: para cada elemento ¢ € N sao selecionados
os K elementos j, j € N —{i} que apresentam os maiores indices de diversidade em
relagdo a i, ou seja, maiores d(7, j). Estes valores sdo somados totalizando s;. Uma
lista de indices ¢ ordenada em ordem decrescente de valor de s; é criada e a partir
dela, sao selecionados os K primeiros elementos para compor a LRC'. Vale ressaltar

que trata-se do mesmo K utilizado anteriormente.

Para implementar o GRASP reativo, este procedimento é dividido em dois blocos
de iteragbes. Seja t o numero total de iteragdes do algoritmo GRASP. O primeiro
bloco B1 corresponde as primeiras 0.4t iteragoes e nele quatro valores distintos de
K devem ser usados. Para isto, Bl é dividido em quatro blocos r;, 1 = 1, ..., 4, de
0.1t iteragoes e em cada um deles é usada uma LRC de tamanho k; correspondente

ao periodo. Os valores de k; estao dispostos na tabela 5.1.

Onde:

e m é o numero de elementos em uma solucao viavel;
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T k?z
1a0lt | m+4+p—02u
01ta 0.2t | m+pu—0.1p
0262 0.3t | m+ pu+0.1p
0.3t a 0.4t | m + pu+ 0.2

NGV G R

Tabela 5.1: Valores de k; em B1

Apos a execucao da ultima iteragao do bloco B1, a qualidade das solugoes obtidas
deve ser avaliada. Isto é feito calculando-se o custo médio das solugoes obtidas em
cada bloco, zm; = [22:13 z(sol;;)]/0.1t, onde sol;, corresponde & solugdo encontrada
na g-ésima iteragao do bloco, ¢ = 1,...,0.1t ei =1,...,4 e z(sol;;) o custo desta

solucao.

Em seguida, é construida uma lista L K contendo os valores k; ordenados de forma
decrescente em relacao a zm,;. Desta forma, a primeira posicao de LK contera o

valor de k; que obteve maior zm; e assim por diante.

A partir dai, inicia-se a execucao do segundo bloco de iteragbes B2 composto
pelas 0.6t iteracoes restantes, no qual se fara uso das informagoes coletadas em B1.
Este bloco também deve ser subdividido em quatro blocos v;, mas ao contrario do
ocorre em B1, cada um deles conterd um ntumero diferente de iteragoes conforme é
mostrado na tabela 5.2. Em cada bloco v; serd usado o valor lk; para tamanho da
LRC. Desta maneira, os valores de k; sao utilizados durante um niimero de iteragoes
definido de maneira proporcional & qualidade das solugoes por eles gerados no bloco

anterior B1.

Bloco | Iteracgoes
U1 0.4t a 0.64t
Vg 0.64t a 0.82t
U3 0.82t a 0.94t
(o 0.94t a t

Tabela 5.2: Blocos de iteracoes de B2

Neste método, aplicamos o filtro de solugoes, gerando, em cada iteragao, 400
solugoes. Somente a melhor delas é enviada & fase de busca local. Este valor foi

definido ap6s uma bateria de testes preliminares com diferentes nimeros de solugoes
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no filtro.
O pseudo-c6digo do procedimento descrito acima é apresentado na figura 5.1.

O procedimento possui os seguintes parametros formais apresentados na linha
1: 4ter_corrente, a iteracado GRASP atual; ¢, o nimero total de iteragoes GRASP;
custo_medio_sol, um conjunto contendo o custo médio das solugoes em cada bloco

e 11, o bloco de iteracao atual.

Na linha 2, melhor_sol que armazena a melhor solu¢do encontrada na fase de
construcao é inicializada. Na linha 3, custo melhor sol também é inicializada.
Esta varidvel guardara o custo da melhor solucao obtida. Na linha 4, é calculado
o valor de K a ser utilizado na iteracao iter corrente. Para isto, sao passados
como parametros iter corrente, t e LK que guardard os valores de K ordenados
pelo custo médio obtido nas iteracoes prévias. Deve-se notar que esse parametro s6
terd valor e serd usado a partir da iteracao 0.4¢, ou seja, no bloco B2. A LRC é
construida na linha 5. Nas linhas 6-17 sao geradas as num_ sol_ filtro solu¢oes. No
laco apresentado nas linhas 8-12 uma solugao completa é construida. Nas linhas 13-
16 é feito o teste para identificar se a solugao construida é a melhor até o momento,
se for, na linha 14 essa solucao é atribuida a melhor_sol e na linha 15, o custo desta
solucao ¢ atribuido a custo_melhor_sol. Na linha 18 é acumulada a soma dos custos
das solucgoes obtidas em cada intervalo r;,2 = 1,...,4 de iteracoes. Nas linhas 19-22
ocorre 0 GRASP reativo. Caso a iteracao corrente seja a de numero 0.4t a média
dos custos em cada intervalo é calculada e constroi-se LK. Na linha 23 a solucao é

retornada.
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1.
2
3
4
5.
6
7
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

proc Construcao_HA_KMD (n, m, iter_corrente, t, custo_medio_sol, ri)

melhor_sol = {}
custo_melhor_sol = 0
K = det_K(iter_corrente, t, LK)
LRC = const_LRC(K)
para i=1 ate num_sol_filtro faca
sol = {}
para k=1 ate m faca
escolha aleatoriamente um elemento s da LRC
sol = sol U {s}
LRC = LRC - {s}
fim para
se (z(sol) > custo_melhor_sol) entao
melhor_sol = sol
custo_melhor_sol = z(sol)

fim se
fim para
custo_medio_sol[ri] = custo_medio_sol[ri] + custo_melhor_sol
se (iter_corrente == 0.4t) entao

custo_medio_sol = cal_Media(custo_medio_sol)
LK = const_LK(custo_medio_sol)

fim se

retorne melhor_sol

24. fim Construcao_HA_KMD

Figura 5.1: Pseudo-cédigo de HA_KMD
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5.1.2 Heuristica Aleatorizada das K Maiores Distancias Ver-

sio 2 (HA_KMD _v2)

Esta heuristica é semelhante & descrita na se¢ao anterior. A diferenca entre as
duas est4 na maneira como a LRC' é alterada a cada inser¢do de um novo elemento
na solugao parcial. Tendo em vista que na estratégia HA_KMD a tnica mudanca na
LRC apo6s sua construcao é a retirada do elemento a medida que este é inserido na
solucao, HA_KMD_v2 foi projetada para ser mais adaptativa, fazendo com que a LRC

seja refeita apos a inclusao de cada elemento na solucao.

Para construir M, ou seja, na escolha do primeiro elemento, o critério usado é
o mesmo de HA_KMD, ou seja, um elemento é selecionado aleatoriamente a partir da

LRC' que corresponde aos K elementos de maiores somas de diversidade.

Para se construir M, a partir de M. ,, para cada elemento : € N — M, sao
selecionados os (K — ¢ — 1) elementos j, j € N — M. — {i} que apresentam maiores
d(i,7) e a soma desses valores é realizada, resultando em sf;. Além disso, para cada
i é feita a soma dos indices de diversidade d(i, ), j € M., resultando em sd;. Uma
lista inicial de candidatos LIC contendo todos indices i em ordem decrescente de

Siy, Si = Sfi +sd;, i1 € N — M, é criada.

A LRC é formada pelos K primeiros elementos de LIC. Um elemento é selecio-
nado aleatoriamente da LRC para fazer parte da solucao, sendo este procedimento

repetido até que uma solucao completa M, tenha sido construida.

A estratégia de GRASP Reativo é implementada da mesma maneira como em
HA_KMD, assim como o filtro de solugoes, com alteracao, porém, neste método sao
construidas 2 solugoes a cada iteracao, ja que este procedimento exige mais esforco
computacional que o anterior. Somente a melhor solugdo entre as construidas passa

pelo procedimento de busca local.
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5.1.3 Heuristica Aleatorizada de Insercao mais Distante

(HA IMD)

Este método incorpora o conceito classico da heuristica iterativa de inser¢ao mais

distante, sendo esta modificada de forma a torna-la adaptativa, gulosa e randomica.

Para construir M;, o primeiro elemento da solucao, mq, é escolhido aleatoria-

mente entre todos os elementos pertencentes a V.

O segundo elemento a ser selecionado deve ser o elemento 7 € N — M; que oferece

o maior indice de diversidade entre ele e m;.

A partir do terceiro elemento, na construgio de M., deve-se calcular Dsoma(y),
V) € N — M,._, apresentada na equacao 5.1, onde o primeiro termo corresponde a
soma dos indices de diversidade entre todos os elementos ja pertencentes a solucao
parcial M. | e o segundo, a soma das diversidade entre o candidato j e todos os

elementos da solugao parcial.

Dsoma(j) = Z Z d(my, my,) + Z d(my, J) (5.1)

1<y<c—2 y+1<w<c—1 1<v<c—1

A LRC é construida como segue. Apos o calculo de Dsoma(j), uma lista inicial
de candidatos (LIC) é criada. Nela sdo inseridos os indices dos j elementos ordena-
dos de forma decrescente em relagdo a Dsoma. Os primeiros a X n elementos sao

selecionados para compor a LRC'

Neste procedimento, o conceito de GRASP reativo é implementado da mesma
forma que em HA_KMD. Seja ¢ o ntumero total de iteragoes do GRASP. O primeiro
bloco de iteracoes B1 com 0.4t iteracoes é subdividido em quatro blocos r;, contendo
cada um deles 0.1¢ iteracoes. Tem-se o conjunto « onde para cada r; um «; €

associado. Os valores de «; sao apresentados na tabela 5.3.

Apo6s o término da tultima iteracao de B1, deve-se avaliar quais os valores de

a; que ofereceram melhores médias de solugoes. Isto é feito como em HA_KMD, ou

seja, calculando-se o custo médio zm; = [22:”1 z(sol;q)] /0.1t obtido em cada r;, onde



5.1 Métodos de Construcao 35

T (67
1a0.1t |0.03
0.1t a 0.2t | 0.05
0.2t a 0.3t | 0.07
0.3t a 0.4t | 0.1

B QO DO | e

Tabela 5.3: Valores de o em B1

z(sol;;) € o custo de cada solucdo, i = 1,...,4e ¢ =1,...,0.1t. Os valores de «;

sao guardados em uma lista Lo ordenada por zm;.

O préoximo bloco de iteracoes B2 com as ultimas 0.6¢ iteracoes também sera
dividido em quatro blocos v;, ¢ = 1,...,4, como em HA_KMD e serao usadas as
informacoes adquiridas em B1 que foram armazenadas em La. Em cada bloco v;

serd usado o valor l«; para tamanho da LRC'.

A partir da LRC é selecionado, aleatoriamente, um elemento para fazer parte
da solucao parcial. Este processo é repetido até que uma construcao completa seja

obtida.

O filtro de solugoes também é utilizado neste método. Para cada iteragao do
GRASP sao criadas n solugbes e somente a solugdo com maior custo prossegue para

a fase de busca local.

O pseudo-c6digo da HA_IMD é apresentado na figura 5.2.
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1.
2
3
4
5.
6
7
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

proc Construcao_HA_IMD (n, m, iter_corrente, t, custo_medio_sol, ri)

melhor_sol = {}
custo_melhor_sol = 0
o = det_a(iter_corrente, t, Lo)
para i=1 ate num_sol_filtro do
sol = {}
escolha aleatoriamente o elemento m; de N
sol = sol U {my}
para cada j € N — M; do
calcule d(my,j)
ma = ]|d(]7m1) = max(d(j,ml))
fim para
sol = sol U {ma}
parac = 3 ate mdo
LRC = Const_LRC ()
escolha aleatoriamente um elemento s da LRC
Solucao = Solucao U {s}
fim para
se (z(sol) > custo_melhor_sol) entao
melhor_sol = sol
custo_melhor_sol = z(sol)

fim se
fim para
custo_medio_sol[ri] = custo_medio_sol[ri] + custo_melhor_sol
se (iter_corrente == 0.4t) entao
La = const_La(custo_medio_sol)
fim se

retorna melhor_sol

29. fim Construcao_HA_IMD

Figura 5.2: Pseudo-cédigo de HA_IMD
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Na linha 2 ocorre a inicializacao de melhor sol que guardari a melhor solucao
obtida na fase de construcao. Na linha 3 a variavel custo _melhor sol é inicializada
com valor zero. Na linha 4 a funcdo det _« calcula o valor de a a ser utilizado na
iteracao iter corrente. Os parametros usados nesta funcao sao: iter_corrente, t e
LK que guardara os valores de K ordenados pelo custo médio obtido nas iteracoes
prévias. Como ja dito anteriormente, esse parametro s tera valor e serd usado a
partir da iteracao 0.4¢. Nas linhas 5-23 sao construidas num_ sol_ filtro solugoes para
o PDM. Na linha 6 uma solugao vazia é criada. Na linha 7 inicia-se a criacao de uma
solugao com a escolha aleatoéria do primeiro elemento entre os elementos do conjunto
N. Este elemento é incorporado & solucao na linha 8. O céalculo para determinar o
segundo elemento é feito no trecho de linhas 9-12. Na linha 10 a diversidade entre
my, 0 primeiro elemento da solucao, e os candidatos j é determinada. Na linha 11,
o elemento j que apresentou a maior diversidade em relacao a m; é determinado
e na linha 13, ele é incluido na solucao. Nas linhas 14-18 o restante da solucao
é construida. Na linha 15 a LRC com « elementos é construida, um elemento
s da LRC é escolhido aleatoriamente na linha 16 e na linha 17, s é incluido na
solucao. No trecho 19-22 é determinada a melhor solugao encontrada a cada solucao
construida. O custo médio das solucoes de cada intervalo de iteragoes é acumulado
em custo_medio__sol, na linha 24. Nas linhas 25-27 é feito o teste que determina o
fim do bloco B1, verificando se a iteracao corrente é igual a 0.4t e, caso afirmativo, é

aplicado o GRASP reativo, sendo Lo construida. Na linha 28 a solugao é retornada.

5.2 Meétodo de Busca Local

Este trabalho propoé também um novo procedimento de busca local para o
PDM, que a partir de agora serd denotado por Busca Local Proposta (BLP). A
BLP utiliza duas estruturas de vizinhangas: na primeira delas V1, é usada a busca
local proposta em [10] chamada BLG. Ao final dessa, sendo agora a solugdo corrente
aquela que foi gerada pela BLG, prossegue-se com a segunda estrutura de vizinhanca
denotada V2 que é semelhante a primeira, com a tnica diferenca que, ao invés de

a cada passo um elemento ¢ da solucao ser trocado por outro j fora da solugao, sao
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permutados simultaneamente dois elementos da solucao por dois fora da solugao. A
cada troca a mudanga de custo com a nova solugao obtida Az(i, j, [, k) onde i,j € M

el,k € N — M é avaliada, conforme demonstrado na equacao 5.2.

Az(ij, L k)= Y d(lu) +d(k,u) — (d(i,u) + d(j, u)) (5.2)

A BLP é encerrada quando para toda troca de elementos nao houver melhoria,

isto é, Az(1, 7,1, k) <0.

O pseudo-codigo da BLP é apresentado na figura 5.3.

1. proc Busca_Proposta (Solucao)
2. Solucao = BLG (Solucao)

3. DeltaZ = INFINITO

4. enquanto DeltaZ > 0 faca

5. Max_DeltaZ = 0

6 para cada i € Solucao faca
7
8
9

j=i+1
para cada 1 € N \ Solucao faca
k=1+1
10. DeltaZ = Calcula_DeltaZ(i,j,1l,k)
11. se (DeltaZ > Max_DeltaZ)entao
12. Max_DeltaZ = DeltaZ
13. Max_I = i
14. Max_J = j
15. Max_L =1
16. Max_K = k
17. fim se
18. fim para
19. fim para
20. se (Max_DeltaZ > 0) entao
21. Solucao = Solucao \ {Max_I, Max_J}
22. Solucao = Solucao U {Max_L, Max_K}
23. DeltaZ = Max_DeltaZ
24, fim se

25. fim enquanto
26. retorna Solucao
27. fim Busca_Proposta

Figura 5.3: Pseudo-cédigo da BLP
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Na linha 2 a busca local BLG é executada retornando Solucao. Na linha 3 a
varidvel DeltaZ é inicializada. Nela serd guardada a melhoria associada a troca dos
elementos da vizinhanga da solucao. Nas linhas 4-25 é realizada a busca local em
V2. Na linha 5, Max_DeltaZ é inicializada. Nas linhas 6-19 é calculado DeltaZ.
Nas linhas 11-17 sao guardados os elementos que resultaram no maior DeltaZ. A
solugao ¢ alterada nas linhas 21 e 22 caso DeltaZ seja positiva. Neste caso, na linha

23 DeltaZ & atualizado. A solucao é retornada na linha 26.

5.3 Algoritmos GRASP Propostos para o PDM

Com base nos algoritmos de construgao e de busca local propostos mostrados
anteriormente, foram criadas novas heuristicas GRASP para solucionar aproxima-
damente o PDM. A tabela 5.4 apresenta um esquema com todas as variacoes pro-

postas.

As duas primeiras heuristicas apresentadas na tabela 5.4, obtém a solucao ini-
cial através da Heuristica Aleatorizada das K Maiores Distancias, HA_KMD, as duas
seguintes, utilizam a HA_KMD_v2 (Heuristica Aleatorizada das K Maiores Disténcias
Versdo 2) para a fase de construgdo e as duas tltimas, usam a Heuristica Aleatori-
zada de Insercao mais Distante, HA_IMD. Quanto & busca local, sdo usadas a busca

BLG proposta por Ghosh [10] e a busca local proposta neste trabalho, a BLP.

GRASP | Construcgao | Busca Local
KMD+BLG HA_KMD BLG
KMD+BLP HA_KMD BLP
KMD2+BLG | HA_KMD_v?2 BLG
KMD2+BLP | HA_KMD_v?2 BLP
IMD+BLG HA_IMD BLG
IMD+BLP HA_IMD BLP

Tabela 5.4: Algoritmos GRASP propostos para o PDM



Capitulo 6

Testes e Resultados Computacionais

A fim de avaliar o desempenho das heuristicas desenvolvidas para o PDM mos-
tradas no Capitulos 4 e 5, os algoritmos implementados passaram por uma série de

testes e seus resultados sao discutidos neste capitulo.

Na secao 6.1 a geragao dos problemas testes é apresentada. Na secao 6.2 os

resultados alcancados sao mostrados e na secao 6.3 eles sao analisados.

6.1 Geracao dos Problemas Testes

Os testes foram realizados sobre trés conjuntos de instancias que diferem, entre
elas, no tamanho da populagao e no intervalo de valores de possivel diversidade entre
seus elementos. O primeiro e terceiro conjuntos de instancias foram propostos neste
trabalho enquanto o segundo foi cedido por Andrade [3|. Para todos os conjuntos,
foram testadas a obtencao de subconjuntos M com ntmero de elementos m iguais

a 10%, 20%, 30% e 40% do tamanho de N. As instancias sdo descritas a seguir:

Conjunto de Instancias 1. Foram criadas 5 instancias com indices de diver-
sidade gerados aleatoriamente em uma distribuicdo uniforme de ntmeros inteiros

entre 0 e 9. Essas instancias tém conjuntos N de 10, 20, 30, 40 e 50 elementos. O
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caso n = 10 e m = 1 nao foi aplicado, ja que nao representa um problema real.

Conjunto de Instancias 2 [3]. Esse conjunto de instancias possui populagoes

de 100, 150, 200 e 250 elementos. No total sao 12 instancias divididas em:

Grupo A: Os indices de diversidade foram gerados aleatoriamente em uma dis-

tribuicao de niimeros inteiros entre 1 e 9999.

Grupo B: Os indices de diversidade também foram gerados aleatoriamente, mas
50% foram gerados a partir de uma distribui¢ao uniforme de ntimeros inteiros entre
1 € 9999 e os demais a partir de uma distribui¢cdo uniforme de niimeros inteiros entre

1 e 4999.

Grupo C: De maneira semelhante, os indices foram obtidos aleatoriamente, com
50% deles a partir de uma distribui¢ao uniforme de ntimeros inteiros entre 1 e 9999
e outros 50% a partir de uma distribuigdo uniforme de nimeros inteiros entre 5000

e 9999.

Conjunto de Instancias 3. Consta de um total de 20 instancias com os indices
de diversidade gerados aleatoriamente em uma distribuicao uniforme de niimeros
inteiros entre 0 e 9, da mesma maneira que ocorre no primeiro conjunto, porém,

neste caso, as populacgoes possuem 100, 200, 300, 400 e 500 elementos.

6.2 Testes

Usando as instancias descritas na secao 6.1 foram realizadas diversas baterias
de testes e os resultados obtidos foram comparados entre os algoritmos propostos,
KMD+BLG, KMD+BLP, KMD2+BLG, KMD2+BLP, IMD+BLG e IMD+BLP. Além disso, foi im-
plementado o método de construcao e busca local de Ghosh, sendo este GRASP
denominado CGh+BLG. Uma variacao de CGh+BLG, denominado CGh+BLP, usa a cons-
trucao de Ghosh e a busca proposta neste trabalho. Houve também comparacao
com o algoritmo implementado por Andrade, denominado CAn+BLG, que cedeu seu

codigo para testes.
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Todos os algoritmos implementados foram escrito na linguagem C++ [23|, usando
a versdo 3.2.2 do compilador GNU g++ [33]. Os experimentos foram feitos em um
AMD Athlon 1.3 GHz com 256 Mbytes de RAM usando sistema operacional Man-
drake Linux 9.1.

6.2.1 Testes com Conjunto de Instiancias 1

Para testar a qualidade das heuristicas utilizadas neste trabalho, foram criadas
estas instancias que correspondem a problemas de pequenas dimensoes se compara-
das aqueles representados pelas demais instancias. Nesta bateria de testes, o valor
da diversidade da solucao obtida por cada algoritmo heuristico foi comparado ao
valor da solugao exata. Para encontrar solugoes exatas foi utilizada a formulagao de
programacao linear inteira desenvolvida para o problema por [21], j4 apresentada no
Capitulo 2 e para resolver a formulacao implementada utilizou-se o Pacote GLPK
(GNU Linear Programming Kit) [24] que implementa um branch and bound baseado

no método dual simplex.

Todas as heuristicas GRASP foram executadas trés vezes para cada instancia
usando diferentes sementes na geracao dos nimeros aleatérios. Em cada uma das

execucoes foram realizadas 500 iteragoes GRASP.

As tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 mostram os resultados destes experimentos. Na ta-
bela 6.1 sao ilustrados, para cada instancia, as solugoes exatas e as solugoes encon-
tradas por cada algoritmo GRASP. Na tabela 6.2 sao mostradas as diferencas entre
a solucao exata e a média das solugoes encontradas por cada GRASP. Esta dife-
renca, denominada di f, foi calculada usando-se a equacao 6.1. Ainda na tabela 6.2
o simbolo (-) representa diferenca igual a 0, ou seja, indica que naquela instancia o

algoritmo obteve a melhor solucao.

dif = (solugdo exata — solugdo heuristica)/solugio exata * 100 (6.1)

Na tabela 6.3 sao mostrados os tempos de processamento do GLPK para obter
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a solucao exata e o tempo médio das execucoes das heuristicas com 500 iteragoes.



n m  Exato KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn+BLG
10 2 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
10 3 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25
10 4 47 47 47 47 47 47 47 47 47 40
20 2 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
20 4 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50
20 6 109 109 109 109 109 109 109 109 109 109
20 8 181 181 181 181 181 181 181 180 180 181
30 3 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27
30 6 121 121 121 121 121 121 121 121 121 121
30 9 254 254 254 254 254 254 254 254 254 254
30 12 412 412 412 412 412 412 412 412 412 412
40 4 53 53 53 53 53 53 53 49 49 53
40 8 198 198 198 198 198 198 198 192 192 198
40 12 412* 412 412 412 412 412 412 412 412 412
40 16 681* 688 688 688 688 688 688 688 688 688
50 5 78* 86 86 86 86 86 86 81 81 81
50 10 268* 311 311 311 311 311 311 311 311 309
50 15 602* 652 652 652 652 652 652 652 652 627
50 20 974* 1087 1087 1087 1087 1087 1087 1087 1087 1033

Tabela 6.1: Custos das solugdes obtidas pelo algoritmo exato e pelas heuristicas. O simbolo (*) significa maior valor de soluc¢ao obtida

pelo exato em 36.000 segundos
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n m Exato KMD-+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD-+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn+BLG
0 2 - - - - - - - - - -
10 3 - - - - - - - - - -
10 4 - - - - - - - - - 14,9
20 2 - - - - - - - - - -
20 4 - - - - - - - - - -
20 6 - - - - - - - - - -
20 8 - - - - - - - 0,6 0,6 -
30 3 - - - - - - - - - -
30 6 - - - - - - - - - -
30 9 - - - - - - - - - -
30 12 - - - - - - - - - -
40 4 - - - - - - - 75 75 -
40 4 - - - - - - - 3.0 3,0 -
40 12 -*x - - - - - - - - -
40 16 1,0%* - - - - - - - - -
50 5 9,3%% - - - - - - - - -
50 10 13,8%* - - - - - - - 0,6
50 15 7,7%* - - - - - - - - 3,8
50 20 10,4%* - - - - - - - 5,0
Meédia 2,7 - - - - - - 0,7 0,7 1,6

Tabela 6.2: Diferenga entre a solugio exata e as solugoes obtidas pelas heuristicas. O simbolo (**) significa a diferenga entre o maior

custo de solucao obtida pelo exato em 36.000 segundos e os demais algoritmos
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n m Exato KMD+BLG KMD{BLP KMD2{BLG KMD2+{BLP IMD{BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn}BLG
10 2 0,02 0,02 0,03 0,05 0,05 0,03 0,03 0,03 0,03 0,00
10 3 0,09 0,03 0,03 0,08 0,07 0,05 0,05 0,04 0,04 0,01
10 4 0,14 0,03 0,04 0,09 0,10 0,07 0,07 0,05 0,05 0,01
20 2 2,00 0,09 0,09 0,19 0,20 0,13 0,12 0,12 0,12 0,00
20 4 10,00 0,12 0,13 0,41 0,42 0,34 0,34 0,22 0,24 0,01
20 6 24,00 0,17 0,20 0,59 0,63 0,53 0,54 0,33 0,35 0,02
20 8 26,00 023 0,27 0,77 0,82 0,70 0,72 0,39 0,42 0,03
30 3 12600 0,22 0,23 0,73 0,75 0,57 0,58 0,40 0,41 0,01
30 6 653,00 0,36 0,41 1,54 1,56 1,32 1,36 0,82 0,87 0,03
30 9 141300 0,63 0,72 2,26 2,29 2,04 2,09 1,20 1,27 0,06
30 12 2862,00 0,99 1,13 2.86 2,93 2,70 9,77 1,56 1,66 0,13
40 4 237400 0,44 0,46 2.18 2,13 158 155 1,03 124 0,02
40 8 163931,00 0,90 1,05 4,73 4,57 3,92 3,99 2,07 2,75 0,10
40 12 w5 ()99 1,69 7.11 7.24 5,42 5,46 3,09 4,50 0,22
40 16 Hrx 2,70 9,27 10,09 7.36 419 6,42 0,48
50 5 5 (.58 0,61 3,06 3,10 2,31 2.36 1,76 1,79 0,04
50 10 wx 169 1,87 6,89 7.05 5,55 5,80 453 467 0,22
50 15 w4% 396 3,71 11,34 11,81 9,17 9,62 7.41 7.83 0,59
50 20 w5 514 5,79 16,11 16,70 14,12 14,71 10,55 11,11 1,12
Tabela 6.3: Tempos de processamento (em segundos) para algoritmo exato e (médio) das heuristicas. O simbolo (***) tempo de

processamento algoritmo exato limitado em 36.000 segundos
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Para as instdncias n = 10 e m = 2 a n = 40 e m = 8 o GLPK pdde encontrar
solugao exata em tempo computacional viavel. No entanto, quando o algoritmo
exato foi executado para a instancia n = 40 e m = 12, o algoritmo permaneceu em
execucao durante 25 dias e ainda assim nao havia terminado o processamento. A
partir desta instancia, o tempo de computacao foi limitado em 36.000 segundos e a

melhor solu¢ao obtida foi guardada.

Nas tabelas 6.1 e 6.3, os simbolos * e ** significam, respectivamente, o valor da
melhor solucao obtida em 36000 segundos de processamento e tempo de processa-
mento limitado em 36000 segundos. Na tabela 6.2, a partir da instancia n = 40 e
m = 12, a diferenca é calculada com base no valor da melhor solucao encontrada, ja

que nao necessariamente o valor obtido pelo algoritmo exato ¢ 6timo.

Analisando-se os resultados obtidos nesta primeira bateria de testes, pode-se con-
cluir que todas as heuristicas propostas neste trabalho, KMD+BLG, KMD+BLP, KMD2+BLG,
KMD2+BLP, IMD+BLG e IMD+BLP, foram capazes de encontrar a solugao 6tima em 100%
das instancias testadas onde o 6timo foi conhecido. Nas 6 instancias em que o tempo
do exato foi limitado, em uma delas as heuristicas empataram com o algoritmo exato
e nas demais foi obtida solugoes de valor melhores que as obtidas pelo algoritmo
exato. A heuristica da literatura CGh+BLG e o algoritmo CGh+BLP, mantiveram-se
ambos, em média, a 0,7% do 6timo, encontrando solucdo 6tima em 10 das 13 ins-
tancias sem tempo limitado. J4 CAn+BLG nao pdde chegar a solucao exata em uma
destas 13 instancias e em 3 das 6 onde o tempo do exato foi limitado, e esteve, em

média, & 1,6% da melhor solucao.

A tabela 6.3 mostra o tempo de processamento dos algoritmos e no grafico 6.1 sao
plotados os tempos até a instancia n = 40 e m = 8. Através da tabela pode-se ver
que o tempo de processamento das heuristicas ¢ bem menor (pelo menos 1/346 vezes
menor) comparado ao tempo de computagdo do algoritmo exato. Nas instancias em
que o tempo foi limitado em 36.000 segundos as solugoes obtidas pelo exato sao de
valores iguais ou piores que os das heuristicas propostas neste trabalho, devendo-se
acrescentar que o maior tempo de processamento das heuristicas nao ultrapassou

17 segundos. O grafico 6.1 demonstra que o tempo das heuristicas mantém um
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crescimento muito mais lento comparadas a forma como cresce o tempo do algoritmo

exato.

6.2.2 Testes com Conjunto de Instancias 2

Para todos os grupos que compdem este conjunto de instancias, cada algoritmo
foi executado com 500 iteragoes e foi computado o valor médio das solucoes obtidas
em trés execugdes (com trés sementes distintas para a geracao dos niimeros aleato-
rios). Além disso, foi computado o tempo de CPU médio das execugoes. As segoes
a seguir apresentam uma andlise dos valores das solugoes obtidas pelas heuristicas

e do tempo computacional exigido.

Analise de Solugoes

As tabelas 6.4, 6.5 e 6.6 apresentam a diferenca entre as médias dos valores de
solucoes obtidos em trés execugoes de cada algoritmo nas instancias do Grupo A,
Grupo B e Grupo C, respectivamente. O simbolo (-) representa diferenca igual a 0,

ou seja, indica que naquela instancia o algoritmo obteve a melhor solucgao.

A diferenca entre os valores médios, chamada difvalmedio, é calculada pela

equacao 6.2

difvalmedio = (maior valor médio — valor médio)/valor médio % 100 (6.2)
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n m KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn+BLG
50 5 - - - - - - - - -
50 10 - - - - - - - - -
50 15 - - - - - - - - -
50 20 - - - - - - - - -
100 10 - - - - - - 0,41 0,41 N
100 20 - - - - - - - - -
100 30 - - - - - - - - -
100 40 - - - - - - - - -
150 15 - - - - - - 2,58 2,58 -
150 30 - - - - - - - - -
150 45 0,01 - - - - - - - 0,09
150 60 - - - - - - 0,01 - 0,06
200 20 0,05 0,12 0,07 0,05 - 0,05 0,72 0,72 0,39
200 40 - - - - 0,04 0,04 - - 0,01
200 60 - - 0,04 0,04 - - - - 0,18
200 80 - - - - - - - - 0,10
250 25 - - 0,04 0,04 - - 0,33 0,33 0,25
250 50 0,09 0,14 0,04 0,06 0,05 0,02 0,01 - 0,43
250 75 0,04 0,07 - - 0,14 0,09 0,08 0,08 0,25
250 100 0,01 - 0,01 - 0,02 0,02 0,05 0,05 0,10

Média 0,01 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,21 0,21 0,09

Tabela 6.4: Diferenca entre média dos valores nas instancias do Grupo A
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n m KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn+BLG
50 5 - - - - - - 5,20 5,20 -
50 10 - - - - - - - - -
50 15 - - - - - - - - -
50 20 - - - - - - - - -
100 10 - - - - - . . . .
100 20 - - - - - - - - -
100 30 - - - - - - - - -
100 40 - - - - - - - - -
150 15 - - - - - - - - -
150 30 - - - - - - - - -
150 45 - - - - - - - - 0,06
150 60 - - - - - - - - -
200 20 - - - - - - - - 0,29
200 40 - - - - - - - - 0,09
200 60 - - - - - - - - 0,01
200 80 - - - - - - - - -
250 25 - - - - - - - - 0,42
250 50 - - - - - - - - 0,08
250 75 - - - - - - - - 0,02
250 100 - - - - - - - - -

Média - - - - - - 0,26 0,26 0,05

Tabela 6.5: Diferenca entre médias dos valores nas instancias do Grupo B
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n m KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP And
50 5 - - - - - - - - -
50 10 - - - - - - 0,16 - 0,16
50 15 - - - - - - - - -
50 20 - - - - - - - - -
100 10 - - - - - - - - 0,26
100 20 - - - - - - - - -
100 30 - - - - - - - - -
100 40 - - - - - - - - -
150 15 - - - - - - 0,23 = 0,23
150 30 - - - - - - 0,12 - 0,12
150 45 - - - - 0,01 0,01 - - -
150 60 - - - - - - 0,01 - 0,01
200 20 - - - - - - 0,34 = 0,34
200 40 - - - - - - 0,12 - 0,12
200 60 - - - - - - 0,04 - 0,04
200 80 - - - - - - 0,04 - 0,04
250 25 - - - - 0,02 0,02 0,23 0,02 0,23
250 50 - - - - - - 0,17 - 0,17
250 75 - - - - - - 0,11 - 0,11
250 100 - - - - - - 0,09 - 0,09
Média - - - - - - 0,08 - 0,10

Tabela 6.6: Diferenca entre médias dos valores nas instancias do Grupo C
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Os resultados das tabelas 6.4, 6.5 e 6.6 mostram que os algoritmos possuem um
comportamento uniforme sobre instancias que apresentam diferentes naturezas de

formacao.

E possivel também observar que em todos os grupos de instancias, os algoritmos
propostos KMD+BLG, KMD+BLP, KMD2+BLG, KMD2+BLP, IMD+BLG e IMD+BLP obtiveram
as melhores solugoes na média. Isto pode ser visto na tabela 6.7 na qual é mostrado,
para cada grupo, o niimero de vezes em que cada algoritmo obteve uma solucao de

melhor valor em 20 instancias.

Algoritmo  Grupo A Grupo B Grupo C

KMD+BLG 15 20 20
KMD+BLP 17 20 20
KMD2+BLG 15 20 20
KMD2+BLP 16 20 20
IMD+BLG 16 20 18
IMD+BLP 15 20 18
CGh+BLG 14 19 8
CGh+BLP 14 19 19
CAn+BLG 10 17 7

Tabela 6.7: Ntumero de vezes em que a melhor solugao é encontrada por cada algo-
ritmo

Para as instancias do Grupo A, as heuristicas propostas estiveram em média a
no maximo 0,02% da melhor solugdo enquanto o algoritmo de Ghosh se manteve
a 0,21% e o de Andrade a 0,09%. Pela tabela 6.7, em um total de 20 instancias,
KMD+BLP obteve maior sucesso, chegando a solucoes de melhores valores 17 vezes. Os
algoritmos da literatura CGh+BLG e sua variagao CGh+BLP obtiveram melhor solugoes

em 14 instincias e CAn+BLG em 10 das 20 instancias.

Nos dois outros grupos, B e C, os métodos propostos alcancaram resultados ainda

melhores.

Pode-se observar que no Grupo B, os algoritmos propostos KMD+BLG, KMD+BLP,
KMD2+BLG, KMD2+BLP, IMD+BLG e IMD+BLP obtiveram, em todos os casos, as melhores
solucoes. J& os algoritmos da literatura CGh+BLG e CGh+BLP ficaram, ambos, em

média, a 0,26% da melhor solucdo e CAn+BLG a 0,05%.

No Grupo C os algoritmos propostos KMD+BLG, KMD+BLP, KMD2+BLG e KMD2+BLP
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obtiveram, mais uma vez, as melhores solu¢oes em 100% dos casos. IMD+BLG e
IMD+BLP alcancaram a melhor solucdo em 18 das 20 instancias, além disso, as
duas heuristicas estiveram a, no méaximo, 0,02% da melhor solucao. Na média que
considera todas as instancias, isto representa uma diferenca percentual de 0,0015.
CGh+BLG alcangou as melhores solucoes em somente 8 das 20 instancias. Quanto a
CGh+BLP, nota-se que a BLP pode melhorar o desempenho apresentado pelo GRASP
original de Ghosh, chegando a melhor solu¢ao em 19 do total de instancias do
grupo. O algoritmo de Andrade encontrou a melhor solucao em 7 das 20 instancias e
manteve-se a 0,10% das melhores solu¢oes apresentadas, a pior diferenga observada
dentre todos os algoritmos. Um fato que pode ser constatado através dos experi-
mentos é que conforme hi o aumento do tamanho das instancias, o algoritmo de

Andrade tem seu desempenho prejudicado.

Pode-se, com base nos resultados empiricos obtidos, propor uma classificacao
para os algoritmos em que KMD+BLG, KMD2+BLG, KMD2+BLP, IMD+BLG e IMD+BLP em-
patam em primeiro lugar, seguidos por KMD+BLP (por uma diferenca percentual quase
desprezivel - 0,003% dos demais). CAn+BLG, algoritmo proposto por Andrade ocupa-
ria o terceiro lugar. Por fim, teria-se CGh+BLP seguido por CGh+BLG, demonstrando
que foi possivel obter uma pequena melhora na proposta de Ghosh utilizando-se a

BLP no lugar de sua busca local.

Analise de Tempo Computacional

As tabelas 6.8, 6.9 e 6.10 apresentam a média dos tempos (segundos) gastos por

cada algoritmo nas instancias do Grupo A, Grupo B e Grupo C, respectivamente.

A partir dos resultados deve-se destacar que a BLP demanda tempo de computa-
¢ao maior. Isto pode ser visto comparando-se os algoritmos que utilizam o mesmo
método de construcao mas que diferem entre si pelo uso de BLG e BLP, como ocorre,
por exemplo com KMD+BLG e KMD+BLP, KMD2+BLG e KMD2+BLP, IMD+BLG e IMD+BLP,
CGh+BLG e CGh+BLP. Este resultado ja era esperado ja que uma busca completa BLG

é feita antes da mudanca da estrutura da vizinhanca.



6.2 Testes 55

Verifica-se também que a heuristica proposta por Andrade demanda um tempo
menor de computacao. Em seguida, os algoritmos propostos, KMD+BLG e KMD+BLP.
KMD2+BLP ¢é o algoritmo que despende maior tempo de computacdao. KMD2+BLG,
IMD+BLG, IMD+BLP, CGh+BLP e o algoritmo da literatura CGh+BLG apresentam tempo
de computagdo parecidos. Além disso, esses algoritmos apresentam tempo com

valores intermedirios entre os mais rapidos e mais pesados.

Pelo tempo de computacao usado pelos algoritmos em cada grupo de instancias
é possivel supor que as instancias do Grupo C correspondem aquelas mais dificeis
de serem resolvidas se comparadas as demais do conjunto. Esta conclusao pode ser
tirada do fato que o tempo de computacdo gasto por todos os algoritmos é mais

elevado nas instancias deste grupo.



n m KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn+BLG
50 5 2,6 2,6 3,9 3.8 3,0 3,0 2.4 2.4 0,0
50 10 45 4,6 7.2 74 5,8 6,0 4,6 48 0,1
50 15 6,9 7.2 10,7 11,0 8,6 8,9 6,7 71 0,4
50 20 9.8 10,2 14,0 14,5 11,4 11,8 8,7 9,0 0,7

100 10 7.9 8,2 28,7 28,7 22,6 22,8 15,5 15,7 0,3
100 20 21,4 22,6 62,1 62,9 50,7 51,7 38,7 38,1 2,3
100 30 40,7 43,0 100,9 102,5 84,1 87,3 64,4 66,5 6,7
100 40 62,6 66,4 139,4 144,0 125,2 128,9 93,5 94,7 13,0
150 15 21,9 23,0 102,7 1035 83,0 83,9 56,2 56,3 1,9
150 30 76,5 80,4 240,8 2437 202,6 205,8 146,4 155,3 12,4
150 45 164,1 173,0 4154 421,2 346,1 354,2 288,1 292,2 34,6
150 60 267,7 283 4 607,0 620,1 542,3 551,2 4493 431,6 70,1
200 20 51,6 543 263,1 262,6 2134 216,2 146,6 148.1 6,7
200 40 214,8 221,8 644,6 645,8 556,3 567,0 4254 427 4 41,1
200 60 490,0 508,4 1149,8 11755  1006,6  1028,9 820,5 825,4 113,7
200 80 7964 830,4 1700,1 17441  1568,1  1603,0  1108,8  1116,2 928,9
250 25 108,7 1145 536.5 542,1 445 4 4515 322,5 317,6 17,1
250 50 505,3 525,2 1384,3 14042 12300  1238,7 082,7 974,6 101,8
250 75 1167,2 1204,8 2568,6 2647.8  2350,8  2373,3 18542  1889,7 278 4
250 100 1885,5 1931,0 3876,5 4023,3 32984 33510  2696,0 27441 5791

Tabela 6.8: Tempo de computagio (em segundos) dos algoritmos para instancias do Grupo A
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n m KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn+BLG
50 5 2,7 2.8 3,8 4,0 3,0 3,0 2,5 2.3 0,0
50 10 48 7.8 74 7.8 5.8 5,9 45 41 0,1
50 15 7.3 10,5 11,2 11,9 8,3 8,5 6,0 5,6 0,3
50 20 9.8 8,9 15,0 16,0 10,4 10,8 6,9 6,6 0,3

100 10 8.4 23,7 28,5 29,9 22,5 22,8 16,5 14,4 0,3
100 20 21,8 43,9 62,8 66,5 49,1 50,2 36,8 32,6 2,0
100 30 40,2 69,6 103,1 111,2 77,6 79,9 52,5 48,7 4,2
100 40 64,1 23,8 159,3 171,3 102,4 106,0 67,1 63,4 8,2
150 15 21,9 82,3 103,0 110,0 83,7 84,4 57,7 52,8 1,7
150 30 75,8 174,1 246,2 262,0 1893 192,7 133,9 126,0 11,6
150 45 159,3 207,6 4325 4531 320,2 328,7 210,4 198,0 33,1
150 60 262,6 2754 652,3 650,83 419,7 430,9 226,3 263,4 54,0
200 20 52,6 57,1 263,5 264,7 213,3 216,2 141,8 1315 5.7
200 40 218,5 241,1 676,6 685,2 499.1 508,9 399,3 375,1 36,8
200 60 468.9 507,6 1220,2 1236,4 809,5 835,8 637,9 596,3 106,8
200 80 7114 770,1 1788,4 1812,9  1090,7 11395 874,7 825,9 156,3
250 25 111,0 115,9 559,3 554,2 4544 4537 312,7 308,2 13,9
250 50 511,7 527,7 1497,2 1500,2 10918  1129,9 919,6 923,9 92,9
250 75 1158,9 1177,2 2860,7 28738 17792  1862,9  1701,9  1785,0 267,2
250 100 17354 17944 41115 41764  2617,3 26852 24727 25251 467,2

Tabela 6.9: Tempo de computagdo (em segundos) dos algoritmos para instancias do Grupo B
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n m KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn+BLG
50 5 2,3 2,2 3,6 3.6 2,8 2,8 2,3 2.3 0,0
50 10 4,0 4,0 6,7 6,8 5,3 54 41 4,2 0,1
50 15 6,1 6,2 9,8 10,1 7.8 8,1 5,7 6,0 0,4
50 20 8,9 9,0 12,8 13,2 10,2 10,5 7.5 7.9 0,8

100 10 7.6 75 26,3 26,6 20,5 20,7 14,3 14,6 0,3
100 20 20,6 20,8 58,7 59,6 47,3 48,2 34,4 35,3 2,3
100 30 39,1 40,8 96,9 98,9 79,6 81,6 56,9 58,9 6,0
100 40 58,6 61,1 133,4 136,5 114,2 117,6 84,0 87,2 11,4
150 15 19,5 20,4 94,7 95,8 76,5 773 51,0 51,7 18
150 30 69,1 72,4 223,2 227,2 180,4 184,0 124,8 129.3 11,5
150 45 149,3 155,3 388.5 396,0 3144 321,2 235,7 243.3 30,98
150 60 2419 250,9 564,1 575,2 463.9 474.6 329,1 339,3 53,3
200 20 478 50,0 244.9 246.9 201,7 204,2 132,8 134,9 6,5
200 40 201,8 209,4 623,0 631,7 538 4 5473 372,4 382,2 38,5
200 60 468.5 482.9 11375 1154,0 917,6 938,8 7154 733 4 106,5
200 80 716,5 740 4 1626,5 16528  1267,8 12982 11594 11784 199.4
250 25 1434 1488 570,9 577.,9 4683 4750 301,6 308,6 16,1
250 50 605,2 624,1 1578,5 1603,4  1373,3 13904 979,0  1002,6 96,2
250 75 1291,3 1328,3 2925.0 29759 23357  2367,3  2000,2 20648 264,3
250 100 1864,0 1922.6 4273.1 4326,3  3320,0  3377,3 30002  3090,6 606,9

Tabela 6.10: Tempo de computagdo (em segundos) dos algoritmos para instancias do Grupo C

$91S97T, Z°9

8¢



6.2 Testes 59

6.2.3 Testes com Conjunto de Instancias 3

Estas instancias foram submetidas a dois tipos de testes. No primeiro, cada
instancia foi executada trés vezes com cada algoritmo processando 500 iteragoes. O
valor das solugoes e o tempo de CPU foram computados. O outro tipo de teste
analisa a robustez do algoritmo. Os resultados sao apresentados nas subsecoes se-

guintes.

Analise de Solugoes

Na tabela 6.11 sao apresentadas as diferencas entre as médias dos valores das
solugoes e o melhor valor médio encontrado nas trés execucoes. As diferencas sao

calculadas conforme descrito na se¢ao 6.2.2.



n m KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn+BLG
100 10 3 N N N N N 4,50 4,50 -
100 20 - - - - - - 1,42 1,42 0,28
100 30 - - - - - - - - 0,09
100 40 . - - - - - - - 0,04
200 20 R - - - 0,11 - 1,12 1,12 0,32
200 40 0,07 - 0,05 0,03 0,06 0,07 0,14 0,16 0,13
200 60 - - - - 0,03 - ; - 0,14
200 80 0,26 0,34 - - - - - - 0,15
300 30 0,22 0,33 0,13 - 0,30 0,48 0,97 0,97 0,40
300 60 0,15 0,25 - 0,07 0,05 0,04 0,32 0,39 0,25
300 90 0,42 0,42 - - 0,03 0,02 0,01 0,01 0,26
300 120 0,03 0,03 0,01 - - 0,01 - - 0,08
400 40 0,42 0,43 0,16 0,01 0,14 - 0,85 0,94 0,54
400 80 0,18 0,26 0,10 0,05 - 0,01 0,27 0,24 0,43
400 120 0,35 0,35 0,08 0,03 - - 0,01 - 0,31
400 160 0,26 0,26 - 0,04 0,04 0,06 0,06 0,07 0,21
500 50 - 0,11 0,16 0,24 0,19 0,26 0,63 0,63 0,58
500 100 0,12 0,03 - - 0,06 0,04 0,04 0,04 0,38
500 150 - 0,85 0,85 0,85 0,89 0,88 0,85 0,85 1,22
500 200 0,12 - 0,02 0,02 0,02 0,01 0,08 0,01 0,17

Média 0,14 0,16 0,08 0,07 0,10 0,10 0,59 0,56 0,30

Tabela 6.11: Diferencas entre médias dos valores das solugoes obtidas nas instancias do Conjunto 3
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O desempenho dos algoritmos pode ser sumarizado na tabela 6.12. A cada coluna
(#) mostra o numero de vezes em que o algoritmo encontrou a melhor solug¢ao, em

um total de 20 instancias.

Algoritmo

KMD+BLG
KMD+BLP
KMD2+BLG
KMD2+BLP
IMD+BLG
IMD+BLP
CGh+BLG
CGh+BLP
CAn+BLG

BES

[ —
O Ol © O = = 00 00

Tabela 6.12: Numero de vezes em que a melhor solugao é encontrada por cada
algoritmo

Vé-se que algoritmos propostos KMD2+BLG e KMD2+BLP obtiveram, ambos, a me-
lhor solucao em 11 das 20 instancias, destacando-se dos demais. Quanto aos algo-
ritmos da literatura, o de Andrade foi capaz de encontrar a melhor solucao somente
em uma instancias e o de Ghosh, em 5 delas. Pode-se ressaltar que nas instancias
n =100 e m = 10 e n = 100 e m = 20, todos os algoritmos propostos chegaram
a melhor solucao enquanto o algoritmo de Ghosh esteve a 4,5% dela. Em IMD+BLP
e CGh+BLP, a BLP pode melhorar os resultados alcangados por IMD+BLG e CGh+BLG,

respectivamente.

De uma forma geral, nota-se que apesar dos algoritmos da literatura serem ca-
pazes de obter boas solucoes para o problema, os algoritmos propostos se mostram

mais eficientes em relacao a qualidade das solugoes geradas.

Analise de Tempo Computacional

A tabela 6.13 apresenta a média dos tempos de CPU (segundos). Essas instancia
vém confirmando o desempenho j& observado no Conjunto 2. Pode-se verificar que
o algoritmo de Andrade continua sendo o mais rapido e em seguida, o algoritmo
proposto KMD+BLG. Os demais, de maneira semelhante, seguem o comportamento

discutido na se¢do 6.2.2. Acrescenta-se que, de maneira geral, os algoritmos ex-
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perimentados se portam de forma similar mesmo com a variedade de instancias

utilizadas.



n m KMD+BLG KMD-+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP And
100 10 10,4 118 28,0 30,2 22,3 23,1 18,0 19,3 0,4
100 20 28,2 37,0 64,8 79,5 53,3 60,5 47 4 64,7 2.8
100 30 57 4 79,1 111,7 148,3 91,0 113,6 88,3 1234 75
100 40 89,2 126,2 165,6 2344 138,8 187,1 130,9 198,7 14,6
200 20 71,7 101,0 263,6 301,1 2243 247.6 1475 2034 6,3
200 40 318,3 510,3 784,7 986,3 635,6 835,6 561,9 825,3 39,3
200 60 6266 1006,4 1958,8 2807,0 12240 17156 10753 16659  113,5
200 80 804,3 1329,0 3051,8 4502,5  1850,0 26737  1647,0  2629,7 2252
300 30 412,7 644,8 1159,4 1405,3 9795  1189,9 712,7 908,1 32,3
300 60 1690,5  2800,1 3450,4 47749 29544 39987 24772  3557,2 2153
300 90 3260,6  5164,7 68295  10514,6  5966,6  8582,0 56032  8151,1 6053
300 120 44530  8216,8 114585  17517,7 103295 15842,3 97402 15672,3 11846
400 40 1208,7  2044,7 3202,7 4066,2  2790,0 33710 24693  3323,3  106,1
400 80 5266,5  8077,1 10464,3  15275,1  10048,6 13772,0  9651,9 148336  682,5
400 120  10097,5  16620,7  22038,36  33594,6  19201,3 28881,7 20210,3 322051  1346,0
400 160  15750,3 269434 328436  52042,6 30010,7 45161,1  32217.8 51497,7  5064,3
500 50 29349  4555,8 6988,6 9171,3 56258 74526 51224  7304,3 254,
500 100  11921,7  19200,8  26513,3  39343,5 22781,3 32888,1 26128,9 315425 1611,3
500 150 290514  65082,3 558981  88158,7  49617,7 764435 543926 76068,6  7922.9
500 200  39043,3  86247,0 846784  137503,3  75998,8 117932,6  80252,1 115137,3 288426

Tabela 6.13: Tempo de computagdo (em segundos) dos algoritmos para instancias do Conjunto 3
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Analise Probabilistica

Para participar desta analise foram selecionados os algoritmos KMD+BLG, KMD+BLP,
KMD2+BLG, KMD2+BLP, CGh+BLG e CAn+BLG que obtiveram solugoes médias de melho-
res qualidades ou menor média de tempo de processamento e um subconjunto de

instancias do Conjunto 3.

Neste tipo de experimento, para cada instancia executou-se cada algoritmo 100
vezes usando sementes distintas para a geracao de niimeros aleatoérios. O critério de
parada neste caso é um valor alvo, ou seja, o algoritmo é encerrado quando encontra

uma solucao de valor igual ou maior que um alvo estabelecido.

Em cada execucao, o tempo de processamento até que o valor alvo seja alcancado
é armazenado. Os tempos sao dispostos em ordem crescente e uma probabilidade
pi = (1 —0,5)/100 é associada a cada i-ésimo tempo t,. Com isto, os pontos z; =
(t;, p;) sao plotados, estabelecendo uma distribuigdo de probabilidade empirica de
tempo para que um algoritmo possa alcancar um valor alvo determinado, como

proposto em [2].

Para cada instancia foram estabelecidos dois alvos baseados nas solugoes obtidas
nos testes anteriores: alvo 1 (alvo facil), que correspondente ao valor da pior solugao
encontrada na execu¢ao de todos os algoritmos e alvo 2 (alvo médio), que é calculado
fazendo-se a média dos melhores valores de solugoes encontrados. Os alvos sdo
apresentados abaixo (tabela 6.14) e os calculos para se chegar aos alvos foram feitos
com base na tabela 6.15. Nesta tabela, os resultados em negrito sao os melhores

encontrados.

E necessario ressaltar que as heuristicas HA_KMD, HA_KMD2 e HA_IMD tiveram que
ser um pouco modificadas para execucao deste tipo de teste, no que diz respeito
ao procedimento reativo. Isto ocorre porque, ji que nao ha um nimero fixo de
iteracoes, torna-se impossivel trabalhar baseado no niimero total de iteracoes. Para
resolver esse impasse, o nimero de iteracoes em cada bloco foi fixado em 50 e a cada
bloco, um tamanho diferente de LRC' («) é utilizado. O reativo é iniciado apos

a execucao de 4 blocos de iteragoes, caso o valor alvo nao tenha sido atingido até
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n m alvol alvo2

100 20 1178 1192
100 30 2456 2457
100 40 4141 4142
200 20 1244 1247
200 40 4443 4447
200 60 9425 9435
200 80 16171 16210
300 30 2666 2686
300 60 9652 9676
300 90 20640 20691
300 120 35855 35873

Tabela 6.14: Alvos usados no teste probabilistico

entdao. A forma para avaliar a qualidade das solugoes encontradas em cada bloco é
mantida. A cada 200 iteracoes o reativo é aplicado, realocando-se, de acordo com
os valores das solugoes obtidas anteriormente, os valores de o que serao utilizados

nos 4 préoximos blocos de 50 iteragoes.
Os resultados desta bateria de testes sao apresentados nas figuras 6.2 a 6.18.

A probabilidade de que um algoritmo encontre uma solucao de valor maior ou
igual a determinado valor alvo em um dado tempo de processamento aumenta da
esquerda para a direita, ou seja, nestas figuras quanto mais a esquerda estivera
curva associada a um algoritmo, melhor serd seu desempenho. De acordo com os
experimentos realizados, os algoritmos propostos se mostram na seguinte ordem de

desempenho: KMD+BLG, KMD+BLP, KMD2+BLG e KMD2+BLP.

Tomando-se como exemplo o grafico apresentado na figura 6.2, a probabilidade
de que KMD+BLG encontre o valor alvo em 10 segundos é de aproximadamente 85%,
caindo para aproximadamente 68% para KMD+BLP, 40% para CGh+BLG, 35% para
KMD2+BLG, 23% para KMD2+BLP e 18% para CAn+BLG.

Ao avaliar as figuras, percebe-se que, os algoritmos KMD+BLG, KMD+BLP apresen-
tam, na maioria dos casos, uma convergéncia mais rapida para os valores alvos
estabelecidos. Percebe-se, ainda, que as heuristicas propostas seguem um compor-
tamento bastante semelhante para as diferentes instancias testadas. Este fato, no

entanto, parece nao ocorrer com os algoritmos da literatura CGh+BLG e CAn+BLG.
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Por exemplo, na figura 6.8 e 6.9 o algoritmo CGh+BLG consegue alcancar probabi-
lidades maiores de chegar a solucao alvo que os demais algoritmos para maior parte
dos tempos. Algo semelhante se observa na figura 6.12, mas, neste caso, CGh+BLG
passa a apresentar probabilidades ligeiramente superior aos demais algoritmos ap6s

decorridos 10 segundos.

Por outro lado, tem-se que no alvo 2 da instancia n = 300 e m = 30 (figura 6.13) a
curva nao pode ser plotada pois, até um tempo de computacao de 150.000 segundos,
o algoritmo nao conseguiu atingir o valor alvo em diversas tentativas independentes.
Isto volta a ocorrer no alvo 2 da instancia n = 300 e m = 60 (figura 6.15). Em
algumas execucgoes foi possivel atingir o alvo, mas o tempo médio para que isto
ocorra é de 45.245 segundos. Supondo que em todas as execugoes o alvo fosse
atingido com este tempo médio seriam necessarios mais de 45 dias para que somente

este teste pudesse ser realizado.

Analisando agora o desempenho de CAn+BLG comparado aos demais algoritmos,
observa-se que na maior parte dos experimentos o tempo para alcancar determinado
valor alvo ao longo das instancias avaliadas ¢ maior. Isto somente nao ocorre na
instancia n = 300 e m = 30 (figuras 6.12 e 6.13) onde CAn+BLG consegue alcanc-
car, para um determinado tempo, maiores probabilidades de obter os valores alvos
usados. No alvo 2 da instancia n = 300 e m = 120, o menor tempo para que O
algoritmo chegasse ao alvo foi de 175.097 segundos. Como nao ocorreram todas as

execucoes, esta curva nao foi plotada.



n m KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP CAn+BLG
100 10 333 333 333 333 333 333 318 318 333
100 20 1195 1195 1195 1195 1195 1195 1178 1178 1195
100 30 2457 2457 2457 2457 2457 2457 2457 2457 2457
100 40 4142 4142 4142 4142 4142 4142 4142 4142 4142
200 20 1247 1247 1247 1247 1247 1247 1233 1233 1245
200 40 4448 4450 4448 4448 4448 4448 4443 4443 4445
200 60 9437 9437 9437 9437 9437 9437 9437 9437 9425
200 80 16207 16171 16225 16225 16225 16225 16225 16225 16211
300 30 2691 2684 2691 2694 2694 2686 2666 2666 2691
300 60 9689 9688 9684 9679 9681 9681 9677 9677 9676
300 90 20640 20640 20727 20734 20728 20733 20725 20725 20685
300 120 35871 35871 35881 35881 35881 35881 35881 35881 35855
400 40 4653 4654 4649 4655 4648 4658 4626 4626 4635
400 80 16925 16902 16937 16940 16956 16948 16903 16903 16895
400 120 36175 36175 36283 36301 36315 36306 36304 36304 36191
400 160 62313 62313 62483 62454 62470 62457 62445 62445 62359
500 30 7130 7127 7115 7116 7131 7130 7082 7082 7085
500 100 26201 26254 26237 26236 26224 26222 26220 26220 26144
500 150 58605 56572 56572 56572 96563 56571 96572 56572 56365
500 200 97213 97344 97319 97320 97327 97327 97274 97274 97200

Tabela 6.15: Melhores valores de solugoes obtidas nas instancias do Conjunto 3
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A tabela 6.16 apresenta o tempo de execugdo (segundos) necessério para que os
algoritmos atinjam as probabilidades estipuladas de alcancar os valores alvo nestes

experimentos. Os tempos sao baseados no alvo 2.

KMD+BLG CGh+BLG CAn+BLG
n m  50% 5%  50% 75% 50% 75%
100 40 423 737 1351 25,09 43,66 94,50
200 20 1583 2495 51,70 95,30 6,75 1245
200 40 33,52 5820 236,62 449505 1276,04 2399,05
200 60 33,66 60,00 1838 2579 1040,85 1864,31
200 80 4,67 799 51,79 90,16 319,82 44781

300 30 451,18 766,57 ? ? 4793 T4,57
300 60 826,40 1292,93 ? ? 1707,93  2864,00
300 90 131,05 216,71 275,29 470,82 451143 849568
300 120 13,13 13,90 1851 19,32 ? ?

Tabela 6.16: Tempo (em segundos) para que probabilidades sejam alcangadas

O simbolo 7 significa que o valor alvo 2 somente foi alcancado em um tempo

superior a 150 mil segundos ou nao foi alcangado.
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Probabilidade

| KMD+BLG ——
| KMD2+BLG ------

iKMD2+BLP ............
o 1 10 100 1000

Tempo (seg)

Figura 6.2: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 100 e

m = 40 com alvo igual a 4141
1

n=100 m=40
Alvo: 4142

Probabilidade

KMD+BLG

{ KMD2+BLG ------
| KMD2+BLP e

10 100 1000
Tempo (seg)

Figura 6.3: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 100 e
m = 40 com alvo igual a 4142



6.2 Testes 70

Probabilidade
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Figura 6.4: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 200 e

m = 20 com alvo igual a 1240
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Figura 6.5: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 200 e
m = 20 com alvo igual a 1244
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Figura 6.6: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 200 e
m = 40 com alvo igual a 4443
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Figura 6.7: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 200 e
m = 40 com alvo igual a 4447
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Figura 6.8: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 200 e

m = 60 com alvo igual a 9425
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Figura 6.9: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 200 e
m = 60 com alvo igual a 9435
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Figura 6.10: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 200 e
m = 80 com alvo igual a 16171
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Figura 6.11: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 200 e
m = 80 com alvo igual a 16210
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Figura 6.12: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 300 e

m = 30 com alvo igual a 2666
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Figura 6.13: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 300 e
m = 30 com alvo igual a 2686



6.2 Testes 75

Probabilidade

KMD+BLG ———

KMD2+BLG ------
KMD2+BLP -vveessees

1 10 100 1000 10000 100000
Tempo (seg)

Figura 6.14: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 300 e
m = 60 com alvo igual a 9652
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Figura 6.15: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 300 e
m = 60 com alvo igual a 9676
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Figura 6.16: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 300 e
m = 90 com alvo igual a 20640
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Figura 6.17: Comparagao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 300 e
m = 90 com alvo igual a 20691
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Figura 6.18: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 300 e
m = 120 com alvo igual a 35855
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Figura 6.19: Comparacao entre os algoritmos GRASP para a instancia n = 300 e
m = 120 com alvo igual a 35873
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6.3 Consideracoes

Através dos resultados obtidos nos experimentos realizados pode-se concluir que
os algoritmos se mostram extremamente promissores obtendo, nos testes, as melho-
res solugoes para o problema, sobretudo quando se tratam de instancias de tamanhos

maiores comparadas as que foram experimentadas nos trabalhos [3] e [10].

Dentre os algoritmos propostos, destacam-se os algoritmos KMD+BLG e KMD+BLP
por ter os menores tempos de computacao e KMD2+BLG e KMD2+BLP pela qualidade

das solucoes.

Pode ser observado que os resultados computacionais obtidos pelos algoritmos
propostos demostram robustez, que é uma caracteristica importante em boas heuris-

ticas. Isto pode ser visto através da anélise probabilistica, discutida na secao 6.2.3.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

O objetivo principal desta dissertacao foi o de analisar o impacto de diferentes
heuristicas de construgao e de busca local quando inseridas na heuristica GRASP
para a solucao aproximada do Problema da Diversidade Maxima. Para tanto, foram
selecionadas algumas heuristicas da literatura e outras foram propostas no sentido

de viabilizar as metas programadas.

Nas heuristicas propostas para o GRASP foi apresentada uma maneira para se
utilizar o conceito de GRASP Reativo. Além disso, fez-se uso de um procedimento de
filtro da etapa de construgao do GRASP. Estas duas estratégias aliadas permitiram

que as heuristicas obtivessem resultados satisfatorios.

Uma extensa bateria de testes foi realizada com as diferentes heuristicas GRASP
propostas neste trabalho e as da literatura. Nestes experimentos, foram geradas
instancias de dimensdes bem maiores que as citadas em [3, 10| e através destes
experimentos foi possivel mostrar que as heuristicas propostas promoveram uma
melhoria na qualidade das solucoes encontradas, se comparadas aos algoritmos da

literatura.

Foi utilizado o GLPK para obter solu¢oes exatas para parte das instancias testa-
das e os algoritmos propostos puderam chegar a solugoes de valores de diversidade
iguais ao do algoritmo exato em todas estas instancias. Além disso, para algumas

instancias de porte maior, o GLPK teve seu tempo de processamento limitado em
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36.000 segundos. Neste caso, as heuristicas propostas foram capazes de encontrar
solugoes tao boas ou melhores. Este resultado parece bastante satisfatério pois mos-
tra que para estas instancias os algoritmos propostos sao capazes de achar solugoes
de valores similares aos obtidos pelo método exato mas com um tempo aproximado
de até 346 vezes menor que o do algoritmo exato. Os algoritmos da literatura, no

entanto, nao foram capazes de chegar ao 6timo em todas as instancias.

Os graficos obtidos com o teste probabilistico demostram que os algoritmos pro-
postos se portaram de maneira semelhante ao longo das instancias testadas e con-
forme se varia o valor alvo. Como ocorreu que, nos testes realizados, as heuristicas
propostas chegaram sempre aos valores alvo estabelecidos, pode-se supor que elas
possuem uma caracteristica desejavel em heuristicas: robustez. O mesmo parece nao
ocorrer com os algoritmos da literatura que, em algumas instancias, foram incapazes

de chegar aos alvos.

Dentre os algoritmos propostos ressaltam-se as versoes que utilizam as heuristicas
de construcao HA_KMD e HA_KMD2. Além disso, os resultados mostram que KMD+BLG
e KMD+BLP apresentam bons resultados sendo os mais rapidos dentre os algoritmos
propostos enquanto, KMD+BLG e KMD+BLP produzem melhores resultados, no entanto,

demandam um pouco mais de tempo computacional.

Como sugestoes para trabalhos futuros podem ser incluidos os seguintes topicos:

e uso de outras metaheuristicas (busca tabu, algoritmos evolutivos e outras)

para o PDM;
e versoes paralelas de metaheuristicas para o PDM;

e estudo de variantes do PDM.
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Apéndice B

Tabelas

A seguir sao apresentadas outras tabelas geradas no experimentos feitos nesta

dissertacao.

B.1 Conjunto de Instancias 2

As tabelas B.1, B.2 e B.3 foram utilizadas como base para célculo das tabelas

apresentadas na secao 6.2.2.



n m KMD+BLG KMD+BLP KMD2+BLG KMD2+BLP IMD+BLG IMD+BLP CGh+BLG CGh+BLP  And+BLG
50 5 86733,0 86733,0 86733,0 86733,0 86733,0 86733,0 86733,0 86733,0 86733,0
50 10 334976,0 334976,0 334976,0 334976,0 334976,0 334976,0 334976,0 334976,0 334976,0
50 15 692704,0 692704,0 692704,0 692704,0 692704,0 692704,0 692704,0 692704,0 692704,0
50 20 1171416,0 1171416,0 1171416,0 1171416,0 1171416,0 1171416,0 1171416,0 1171416,0 1171416,0

100 10 353730,0 353730,0 353730,0 353730,0 353730,0 353730,0 352286,0 352286,0 353730,0
100 20 1267277,0 1267277,0 1267277,0 1267277,0 1267277,0 1267277,0 1267277,0 1267277,0 1267277,0
100 30 2674152,0 2674152,0 2674152,0 2674152,0 2674152,0 2674152,0 2674152,0 2674152,0 2674152,0
100 40 4544642,0 4544642,0 4544642,0 4544642,0 4544642,0 4544642,0 4544642,0 4544642,0 4544642,0
150 15 772982,0 772982,0 772982,0 772982,0 772982,0 772982,0 753041,0 753041,0 772982,0
150 30 2758381,0 2758381,0 2758381,0 2758381,0 2758381,0 2758381,0 2758381,0 2758381,0 2758381,0
150 45 5825149,5 5825682,0 5825682,0 5825682,0 5825682,0 5825682,0 5825682,0 5825682,0 5820475,0
150 60 9960461,0 9960013,0 9960461,0 9960461,0 9960461,0 9960013,0 9959068,0 9960013,0 9954841,0
200 20 1330354,6 1329425,4 1330146,6 1330354,6 1331076,0 1330354,6 1321476,6 1321476,6 1325944,0
200 40 4788086,0 4788086,0 4788078,0 4788078,0 4786265,0 4786273,0 4788086,0 4788086,0 4787819,0
200 60 10211323,0 10211323,0 10207669,0 10207669,0 10211323,0 10211323,0 10211323,0 10211323,0 10193317,0
200 80 17544448,0 17544448,0 17544448,0 17544448,0 17544448,0 17544448,0 17544448,0 17544448,0 17526848,0
250 25 2047828,0 2047828,0 2046995,4 2046995,4 2047828,0 2047828,0 2041049,0 2041049,0 2042761,3
250 50 7382340,5 7378458,5 7385769,5 7384253,5 7385247,5 7387481,5 7388210,5 7388997,5 7357309,6
250 75 15795352,0 15789600,0 15801103,0 15801103,0 15778641,0 15786333,0 15788177,0 15787915,0  15762014,6
250 100 27161422,0 27162304,0 27159518,0 27162906,0 27156670,0 27158770,0 27148842,0 27149402,0  27134802,6

Tabela B.1: Valores dos custos das solugdes obtidas nas instancias do Grupo A
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n m KMD{BLG KMD+{BLP KMD2tBLG KMD2+BLP  IMD+BLG  IMD+BLP  CGht+BLG  CGh+BLP  And+BLG
50 5 84517,0 84517,0 84517,0 84517,0 84517,0 84517,0 80120,0 80120,0 84517,0
50 10 316409,0 316409,0 316409,0 316409,0 316409,0 316409,0 316409,0 316409,0 316409,0
50 15 659250,0 659250,0 659250,0 659250,0 659250,0 659250,0 659250,0 659250,0 659250,0
50 20 1094343,0 1094343,0 1094343,0 1094343,0  1094343,0 1094343,0 1094343,0 1094343,0 1094343,0

100 10  1094343,0 1094343,0 1094343,0 1094343,0  1094343,0  1094343,0 1094343,0 1094343,0 1094343,0
100 20  1207522,0 1207522,0 1207522,0 1207522,0  1207522,0 1207522,0 1207522,0 1207522,0 1207522,0
100 30  2509045,0  2509045,0 2509045,0 2509045,0  2509045,0 2509045,0 2509045,0 2509045,0  2509045,0
100 40 4219476,0 4219476,0 4219476,0 4219476,0 4219476,0 4219476,0 4219476,0 4219476,0 4219476,0
150 15 737342,0 737342,0 737342,0 737342,0 737342,0 737342,0 737342,0 737342,0 737342,0
150 30  2613286,0 2613286,0 2613286,0 2613286,0 2613286,0 2613286,0 2613286,0 2613286,0 2613286,0
150 45  5519104,0 5519104,0 5519104,0 5519104,0 5519104,0 5519104,0 5519104,0 5519104,0 5515769,0
150 60  9374611,0 9374611,0 9374611,0  9374611,0 9374611,0 9374611,0 9374611,0 9374611,0 9374611,0
200 20  1204817,0  1294817,0 12904817,0 1204817,0  1294817,0  1294817,0  1294817,0  1204817,0 1291071,0
200 40  4630545,0 4630545,0 4630545,0  4630545,0 4630545,0 4630545,0 4630545,0 4630545,0 4626180,0
200 60 9811296,0 9811296,0 9811296,0  9811296,0 9811296,0 9811296,0 9811296,0 9811296,0 9809944,3
200 80 16759895,0 16759895,0 16759895,0 16759895,0 16759895,0 16759895,0 16759895,0 16759895,0 16759895,0
250 25  1983723,0  1983723,0 1983723,0 1983723,0  1983723,0  1983723,0  1983723,0  1983723,0 1975432,0
250 50 7178042,5 7178042,5 7178042,5 7178042,5 7178042,5 7178042,5  7178043,0 7178042,5 7172509,0
250 75 15303499,0 15303499,0 15303499,0 15303499,0 15303499,0 15303499,0 15303499,0 15303499,0  15299981,3
250 100 26047022,0 26047022,0 26047022,0 26047022,0 26047022,0 26047022,0 26047022,0 26047022,0  26046496,0

Tabela B.2: Média dos valores das solugoes obtidas nas instancias do Grupo B
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n m KMDIBLG KMD{BLP KMD21BLG KMD2{BLP IMD{BLG IMD{BLP CGhiBLG  CGhiBLP And1BLG
50 5 93007,0 93007,0 93007,0 93007,0 93007,0 93007,0 93007,0 93007,0 93007,0
50 10 381379,0 381379,0 381379,0 381379,0 381379,0 381379,0 380750,3 381379,0 380750,3
50 15 851353,0 851353,0 851353,0 851353,0 851353,0 851353,0  851353,0 851344,0  851353,0
50 20 1502908,0 1502908,0 1502908,0  1502908,0 1502908,0 1502908,0 1502908,0 1502908,0 1502908,0

100 10 399449,0 399449,0 399449,0 399449,0 399449,0 399449,0  399449,0 399449,0 398422,0
100 20 1570800,0 1570800,0 1570800,0  1570800,0 1570800,0 1570800,0 1570800,0 1570800,0 1570800,0
100 30  3475608,0  3475608,0 3475608,0  3475608,0 3475608,0 3475608,0 3475608,0 3475608,0 3475608,0
100 40  6067776,0  6067776,0 6067776,0  6067776,0 6067776,0 6067776,0 6067776,0 6067776,0 6067776,0
150 15 898585,0 898585,0 898585,0 898585,0 898585,0 898585,0 896529,3 898585,0 896529,3
150 30  3502567,0 3502567,0 3502567,0  3502567,0 3502567,0 3502567,0  3498361,0  3502567,0  3498361,0
150 45  7748205,0  7748205,0 7748205,0  7748205,0 77477080 7747708,0 7748205,0  7748205,0 7748205,0
150 60 13611261,0 13611261,0 13611261,0 13611261,0 13611261,0 13611261,0 13609447,6 13611261,0 13609447,6
200 20  1595768,0  1595768,0 1595768,0  1595768,0  1505768,0  1595768,0  1500285,3  1595768,0  1590285,3
200 40  6207580,0 6207580,0 6207580,0  6207580,0 6207580,0 6207580,0  6199891,3  6207580,0  6199891,3
200 60 13749403,0 13749403,0 13749403,0 13749403,0 13749403,0 13749403,0 13744341,6 13749403,0 13744341,6
200 80 24133320,0 24133320,0 24133320,0 24133320,0 24133320,0 24133320,0 24124858,0  24132662,0 24124858,0
250 25  2488888,0  2488888,0 2488888,0  2488888,0 2488272,8 2488272,8  2483263,0 2488272,8  2483263,0
250 50 9685273,0 9685352,0 9685430,0  9685430,0 9685273,0 9685273,0  9668626,6 9685195,0  9668626,6
250 75 21464360,0 21464360,0 21464360,0 21464360,0 21464360,0 21464360,0 21440150,3 21464360,0 21440150,3
250 100 37753120,0 37753120,0 37753120,0 37753120,0 37753120,0 37753120,0 37718428,0 37753120,0 377184280

Tabela B.3: Média dos valores das solugoes obtidas nas instancias do Grupo C
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B.2 Conjunto de Instancias 3

A tabela B.4 apresenta os valores das melhores solugoes encontradas pelos algo-

ritmos para instancias do conjunto 3.



n m KMD{BLG KMD{BLP KMD2{BLG KMD2{BLP IMD+BLG IMD+tBLP CGhtBLG CGhtBLP CAntBLG
100 10 333,0 333,0 333,0 333,0 333,0 333,0 318,0 318,0 333,0
100 20 1195,0 1195,0 1195,0 1195,0 1195,0 1195,0 1178,0 1178,0 1191,7
100 30 2457,0 2457,0 2457,0 2457,0 2457,0 2457,0 2457,0 2457,0 2454,7
100 40 4142,0 4142,0 4142,0 4142,0 4142,0 4142,0 4142,0 4142,0 4140,3
200 20 1247,0 1247,0 1247,0 1247,0 1245,7 1247,0 1233,0 1233,0 1243,0
200 40 4446,3 4449,3 44470 4448,0 4446,7 4446,0 4443,0 44423 4443.3
200 60 9437,0 9437,0 9437,0 9437,0 9434,3 9437,0 9437,0 9437,0 9424,0
200 80 16182,3 16170,0 16225,0 16225,0 16224,7 16225,0 16225,0 16225,0 16200,0
300 30 2686,0 2683,0 2688,5 2692,0 2684,0 2679,0 2666,0 2666,0 2681,3
300 60 9667,7 9658,0 9682,5 9676,0 9678,0 9678,3 9652,0 9644,3 9658,0
300 90 20640,0 20640,0 20726,0 20727,0 20721,3 20722,3 20725,0 20725,0 20673,7
300 120 35871,0 35871,0 35878,0 35881,0 35880,0 35877,0 35880,0 35880,3 35853,5
400 40 4635,3 1634,7 4647,0 1654,0 4648,0 4654,7 4615,0 4611,0 1629,7
400 80 16916,3 16902,0 16930,0 16938,0 16946,7 16944,7 16900,5 16905,3 16873,3
400 120 36175,0 36175,0 36272,5 36290,0 36301,0 36301,7 36298,7 36301,0 36187,7
400 160 62313,0 62313,0 62478,0 62451,5 62450,0 62439,3 62442,3 62432,0 62345,0
500 50 7124,0 7116,0 71125 7107,0 7110,7 7105,3 7079,3 7079,0 7082,7
500 100 26197,0 26221,0 26229,0 26229,5 26213,0 26220,0 26219,0 26219,0 26129,0
500 150 57055,7 56571,7 56572,0 56571,0 56549,0 56554,7 56571,0 56571,5 56360,0
500 200 97213,0 97333,0 97316,5 97310,0 97316,3 97325,5 97255,0 97322,3 97166,7

Tabela B.4: Médias dos valores das solucoes obtidas nas instancias do Conjunto 3
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