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Reducao, Formulacao Matematica e Heuristicas

Adria Ramos de Lyra
Setembro /2004

Orientador: Luiz Satoru Ochi

Programa de Pos-Graduacao em Computacgao

Este trabalho propoe técnicas para resolver de forma eficiente uma generalizacao
do Problema de Recobrimento de Rotas (PRR). Dado um grafo nao direcionado e
ponderado G(V U W, A), o conjunto de vértices associado V' U W é composto pelos
seguintes: T' C V' (vértices obrigatorios), V\T (vértices optativos) e W, o conjunto
de vértices a serem cobertos pela solu¢ao. O PRR consiste em encontrar um ciclo
de custo minimo que contenha todos os vértices de T', cubra todos os vértices de W
utilizando, se necessario, vértices de V\T. Este problema pode ser visto como uma
extensao do Problema do Caixeiro Viajante (PCV); portanto, pertence a classe NP-
Dificil. Neste trabalho abordamos uma generalizacao do PRR, que denotamos por:
O Problema de Recobrimento de Rotas com Coleta de Prémios (PRR-CP), onde
cada vértice do conjunto V possui associado um valor positivo (prémio), visando
a obter uma rota do PRR que colete pelo menos um valor minimo de prémio. O
objetivo deste trabalho é propor procedimentos para resolver de forma eficiente o
PRR-CP. Para isso sdo propostos: (i) uma formulagdo matematica descrevendo o
PRR-CP como um problema de programacao linear inteira; (ii) um conjunto de
regras de redugao para os dados de entrada; e (iii) heuristicas utilizando conceitos

de GRASP para obter bons limites superiores do valor 6timo.
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This work proposes techniques to solve in an efficient way a generalization of
the Covering Tour Problem (CTP). Starting with a graph G(V U W, A), the set of
associated vertexes V UW is composed by the following subsets: T' C V' (obligatory
vertices), V\T (optional vertices) and W, the set of vertices that must be covered
by the solution. CTP consists of finding a cycle of minimum cost that contains all
the vertexes of T', cover all the vertexes of W, using, if necessary, vertexes of V\T.
This problem can be seen as an extension of the Traveling Salesman Problem (TSP),
therefore, it belongs to the NP-hard. In this work we approached a generalization of
CTP, that we denoted as: The Prize Collection Covering Tour Problem (PC-CTP).
Where each vertex of the group V is associated to a positive value (prize) and the
objective of PC-CTP is to obtain a route of PRR, collecting at least a minimum
value of prize. The objective of this work, is to propose procedures to solve PC-CTP
in a efficient way, for that we propose: (i) A mathematical formulation describing
the PC-CTP as a problem of integer linear programming; (ii) a set of reduction rules
for the entrance data; and (iii) heuristics using concepts of GRASP to obtain good

superior limits of the best value.
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Capitulo 1

Introducao

O Problema de Recobrimento de Rotas (PRR) é um problema de otimizagao
combinatoéria de elevada complexidade computacional, ainda pouco explorado pela

literatura afim.

O objetivo é encontrar, em um grafo nao direcionado e ponderado G = (V' U
W, E), o ciclo de menor custo, obedecendo a um conjunto de restri¢oes, onde VUW =
{1,...,m} representa o conjunto de vértices, com VNW = 0; E = {(:,7) | i,j €
VUW, i # j}, o conjunto de arestas; V', o conjunto de vértices que podem ser
visitados. Além disso, T' C V é o conjunto dos vértices que devem ser visitados;
W, o conjunto dos vértices que devem ser cobertos. Um vértice de W é considerado
coberto se a distancia entre ele e pelo menos um vértice pertencente a rota for menor
ou igual a uma distancia d > 0, onde d é um dado de entrada para o problema. O
vértice 1 representa o vértice origem (1 € 7). A matriz simétrica de distancias

C = (¢;5), definida sob o conjunto de arestas F, satisfaz a desigualdade triangular.

O PRR é considerado NP-dificil uma vez que ele pode ser reduzido ao Problema

do Caixeiro Viajante (PCV) quando d =0,Vj € Ve V =W. |35]

Este trabalho apresenta um estudo do PRR, onde se propoe uma versao ge-
neralizada deste, denominada Problema de Recobrimento de Rotas com Coleta de
Prémios (PRR-CP), uma nova formulagdo matemética, assim como a andlise das

regras existentes para a reducao do grafo associado ao PRR e a proposta de um



novo conjunto de regras para a reducao do grafo associado ao PRR-CP. Propoem-se
ainda heuristicas baseadas em conceitos do método GRASP (Greedy Randomized

Adaptive Search Procedure) para a solu¢ao aproximada do problema.

Este trabalho apresenta-se da seguinte forma: no Capitulo 2, apresenta-se a
descricao do Problema de Recobrimento de Rotas com Coleta de Prémios, a li-
teratura correlata ao PRR, outros problemas similares e aplicagbes. No Capitulo
3, apresenta-se a formulacao matemaética proposta, onde fazemos uma comparacao
com outras formulacoes existentes na literatura para o PRR adaptadas ao PRR-CP.
No Capitulo 4, apresenta-se uma anéalise das regras de reducao existentes na lite-
ratura para o PRR, assim como se propoe um conjunto de regras para a redugao
do grafo associado ao PRR-CP. No Capitulo 5, apresenta-se uma breve descri¢ao
das metaheuristicas GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure), VNS
(Variable Neighbourhood Search), bem como reconexao de caminhos. Além disso,
propoe-se um procedimento para a construcao de uma solugao inicial, e procedi-
mentos para a busca local associado ao PRR-CP, assim como as heuristicas GRASP
formadas por estes procedimentos. No Capitulo 6, apresentam-se os resultados com-
putacionais obtidos. No Capitulo 7, sao apresentadas as conclusoes e as propostas

para a continuacao do trabalho.



Capitulo 2

O Problema de Recobrimento de

Rotas com Coleta de Prémios

(PRR-CP)

2.1 Descricao do Problema

O PRR-CP é uma variagdo do Problema de Recobrimento de Rotas (PRR),
que por sua vez é uma generalizagdo do Problema do Caixeiro Viajante (PCV). O
objetivo do PRR é encontrar, em um grafo ndo direcionado G = (V U W, E), um

ciclo de menor custo, obedecendo a um conjunto de restricoes, onde:

VUW = {1,...,m} representa o conjunto de vértices, onde V.NW = (J;

E={(@,j)|i,jeVUW, i#j}, oconjunto de arestas;

V', o conjunto de vértices que podem ser visitados numa solucao;

e 7" C V., o subconjunto dos vértices que devem necessariamente ser visitados

numa solugao;

W, o conjunto dos vértices que devem necessariamente ser cobertos numa

solucao;
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e Um vértice de IV é considerado coberto se a distancia entre este e pelo menos
um vértice pertencente a rota for menor ou igual a uma distancia d > 0, onde

d ¢ um dado de entrada para o problema;

e Neste problema, é suposto que os vértices de W nao podem estar presentes

numa solucao.
e O vértice 1 representa o vértice origem (1 € T);

e Existe uma matriz simétrica de distancias C' = (¢;;), com ¢, j € VUW, definida

sob o conjunto de arestas F, satisfazendo a desigualdade triangular.

O Problema de Recobrimento de Rotas (PRR) consiste em determinar uma rota
ou um ciclo de comprimento minimo sob um subconjunto de V. Esta rota deve conter
todos os vértices do subconjunto 7' C V' e deve cobrir cada vértice do conjunto W,

utilizando, se necessério, os vértices de V\T.

Neste trabalho, tratamos uma variante do PRR, denominada Problema de Re-
cobrimento de Rota com Coleta de Prémios (PRR-CP). Onde a cada vértice v, € V'
associa-se um prémio, nao negativo py. Além das restricoes do PRR, acrescenta-se
uma restricdo de coleta de uma quantidade de prémios (PRIZFE). Na figura 2.1,
os numeros acima de cada vértice representam os prémios associados aos mesmos.
Note que somente os vértices de V' possum prémios. Observe ainda que o prémio
coletado pela rota é de 14 unidades. Enquanto o prémio minimo a ser coletado é de

10 unidades.

O objetivo do PRR-CP, assim como o do PRR, é encontrar uma rota de compri-
mento minimo sob um subconjunto de V', que contenha todos os vértices de ' C V,
cobrindo todos vértices de W e coletando pelo menos uma quantidade minima de

prémios, denotado PRIZFE.
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PRIZE =10
B NosdeT
® Nésde W
A Nos de VT

p-

Figura 2.1: Grafo associado a uma instincia do PRR-CP.

2.2 Literatura Existente

Nesta secao abordamos a literatura referente ao PRR, uma vez que o PRR-CP

estd sendo proposto neste trabalho.

Apesar da grande aplicabilidade a problemas reais, o PRR nao tem recebido
muita aten¢do na literatura desde que foi introduzido em 1981, por Current [9],
que, juntamente com Schilling propde em [13]| e [11] uma heuristica para gerar um
conjunto de solucbes para duas versoes distintas do problema. A primeira versao
consiste em minimizar somente o comprimento da rota, enquanto a segunda, maxi-

miza o nimero de vértices cobertos pela mesma.

Gendreau, Laporte e Semet |21|, apresentam e analisam a seguinte formulagao

matematica para o PRR.

Para cada vértice vy € V, seja y, uma variavel binaria igual a 1 se e somente se
o0 vértice vy pertence a rota. Se v € T entao y, é necessariamente igual a 1. Para
v;,v; € V et < j, seja x;; uma varidvel binaria igual a 1 se e somente se a aresta
(v;,v;) pertence a rota. Também define-se o J;;, igual a 1 se e somente se v, € W é
coberto por v, € V (i.e., ¢ < ¢) e seja S; = {v, € V | §y, = 1} para todo v, € W.

Onde S representa o conjunto dos vértices v, € V que cobrem o vértice v; € W.
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Usando as variaveis de decisdo definidas acima, o PRR foi descrito em [21] da

seguinte forma,



2.2 Literatura Existente 7

(P1)
minimizar Z CijTij, (2.1)
i<j
sujeito a:
d =1 (v € W), (2.2)
VL ES]
> Y wn =2 (v € V), (2.3)
i<k >k
> @y > 2 (SCcV,2< |8 <n—2,T\S#0,v€8), (2.4)
A
i € {0,1} (1<i<j<n), (2.5)
ye =1 (vp €T), (2.6)
yr €{0,1} (vx € VAT), (2.7)

Nesta formulagao, as restrigoes (2.2) asseguram que todo vértice de W é coberto
pela rota, enquanto as restrigoes (2.3) asseguram que todos os vértices da rota
possuam, obrigatoriamente, grau 2. As restri¢oes (2.4) sdo responsaveis pela conec-
tividade da rota, forcando a precenca de pelo menos duas arestas entre quaisquer
cnjunto S e V\S, para todo subconjunto proprio S de V tal que T\S # 0 e S
contem um vértice v; pertencente a rota. Para cada circuito hamiltoniano possivel
é necessario uma restrigao do tipo (2.4), justificando, assim o nimero de O(2") res-
tricoes. Note que, A corresponde a (v; € S, v; € V\S ou v; € S, v; € V\S),
isto é, A\ corresponde as arestas (7,j) que possuem uma de suas extremidades no
conjunto S e a outra no conjunto (V'\S). |S| representa o niimero de vértices em S.
Finalmente, as restrigoes (2.5), (2.6) e (2.7) referem-se as condi¢oes de integralidade
do problema. Note que as restrigdes (2.6) determinam que Vk € T, y. = 1. Por
defini¢do, a rota {1, 1}, onde 1 é o deposito, é considerada inviavel. Esta formulacao

destaca um importante aspecto do PRR que é sua natureza altamente combinatoria.

Para adaptarmos este modelo de programacao linear inteira para o PRR-CP

basta acrescentarmos uma nova restricao
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> pryr > PRIZE (2.8)

keV

A restrigao (2.8) garante que o prémio minimo, PRIZE, sera coletado pela rota.

O maior gargalo desta formulagao é o nimero exponencial de restri¢oes exigidas
para se evitar a formagao de subrotas desconexas da origem no PRR e PRR-CP (2"

restrigoes).

Ainda neste mesmo trabalho|21| os autores propuzeram um algoritmo exato do
tipo Branch and Cut e uma heuristica, cuja funcao é produzir um limite superior
inicial para o algoritmo exato. Esta heuristica combina a heuristica GENIUS para
o Problema do Caixeiro Viajante (PCV) [20] com o algoritmo PRIMALI para o
Set Covering Problem [7]. A heuristica GENIUS para o PCV, consiste de duas
fases. A primeira fase, chamada GENI (Generalized Insertion), inicia-se com a
selecao arbitraria de trés vértices, formando a rota parcial, a partir dos quais, a
cada passo, um novo vértice é inserido até que todos facam parte da rota. A grande
diferenca entre as demais formas de insercao de vértices em subrotas, consiste em
nao necessariamente realizar a insersao entre dois vértices consecutivos da subrota.
Cada insercao é executada simultaneamente com uma reotimizagao local da rota
corrente. Apods esta fase de insercao, inicia-se a fase de reotimizacao, conhecida
por US (Unstringing and Stringing). Nesta reotimizagao, cada vértice pode ser
sucessivamente removido e reinserido na rota, usando o mesmo principio da fase de

insercao, até que nenhuma melhora possa ser obtida.

A outra heuristica utilizada, PRIMALIL, inclui gradualmente na solucao, variaveis
de acordo com um critério “guloso”, com o objetivo de minimizar de uma funcao
f(ck, bg), onde a cada passo, by representa o numero de vértices v; € W, com d, = 1,
ainda nao cobertos pela rota, onde ¢;; ¢ um coeficiente binario que ¢é igual a 1, se e
somente se, 1 € W é coberto por 7 € V. Os trés critérios para inclusao de vértices
utilizados na heuristica foram sugeridos por Balas e Ho para o Set Covering Problem

[7] sao:

(i) f(ck,br) = cx/logby,



2.2 Literatura Existente 9

(ii) f(cr,br) = cx/br e
(iii) f(ck, br) = ci.

A heuristica PRIMAL1 primeiramente aplica o critério (i) de maneira gulosa até
que todos os vértices de W estejam cobertos. De acordo com a ordem de inclusao,
as variaveis yp sao removidas da solucdo quando dj; é igual a 1 para um vértice
v; € W coberto por mais de um v,. Entao, a cobertura parcial é feita segundo o
critério (ii). Novamente, as varidveis y, que cobrem um mesmo v; mais de uma vez
sdo removidas e o critério (iii) é aplicado a cobertura parcial. Uma segunda solucao
¢ construida aplicando-se o conjunto de critérios na seguinte ordem (i), (iii) e (ii).

A melhor das duas solugoes é armazenada.

A heuristica apresentada por Gendreau et al. [21] constrdi a rota iterativamente
inserindo os vértices na subrota existente, utilizando a heuristica GENIUS. A selec¢io
dos vértices a serem inseridos a cada iteracao é feita de acordo com o critério guloso
corrente, assim como na heuristica PRIMALT. A insercao prossegue até que todos

os vértices de W estejam cobertos.

O algoritmo exato resolve um Problema de Programacao Linear, contendo um
subconjunto de restricoes validas a partir de um vértice genérico da arvore. Para
tanto é feita uma separacao de restricoes violadas pela relaxacao linear, introdu-
zindo algumas destas restricoes no problema corrente que ¢ entao reotimizado. Este
processo é repetido até que uma solucao viavel ou dominate seja obtida ou até que

seja mais promissor particionar o espaco de busca.

Os testes sao realizados com alguns problemas onde somente um subconjunto
de vértices sao visitados. Dentre os quais, estao o Prize Collecting Travelling Sa-
lesman Problem (PCTSP) [5], o Selective Travelling Salesman Problem (STSP) |34]
e o Generalized Travelling Salesman Problem (GTSP) [18]. Os algoritmos também
sao testados com uma série de problemas gerados aleatoriamente, onde os |V|+ ||
vértices sdo gerados em um quadrado de dimensoes [0,100] x [0, 100], considerando

uma distribui¢do uniforme. Os conjuntos 7' e V sdo definidos considerando os |T'| e

|V| primeiros pontos respectivamente e W como o restante dos pontos. Os coeficien-
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tes ¢;; (custo associado & aresta (i, 7)) sdo computados como a distancia Euclideana
entre os vértices ¢ e 5. Os algoritmos sao implementados em C e executados em
uma estacao SunSPARC 1000. Testes forao realizados com instancias onde n = 50,
75, 100, |T'| = 1, [0.25n], [0.50n], [0.75n] e |W| = n, 2n, 3n, 4n, 5n. Para cada
combinacao desses parametros, 5 instancias sao resolvidas, envolvendo até 600 vér-
tices (antes da reducao do grafo). As que envolviam até 100 vértices, sao resolvidas
otimamente com um tempo computacional razoavel. Os testes realizados constatam
que a heuristica obteve um bom desempenho para instancias em que |T'| € bem pe-
queno. No algoritmo exato, o limite inferior inicial ficou bem perto da solucao 6tima,
cerca de 0.5 por cento. Como conseqiiéncia, a arvore de busca resultante é relativa-
mente pequena, entretanto, um certo esfor¢co computacional é despendido em cada
vértice. Infelizmente os problemas testes usados pelos autores nao se encontraram

disponiveis em bibliotecas ptiblicas.

Em 1999, Maniezzo et al. [35] apresentaram trés algoritmos utilizando a me-
taheuristica Scatter Search proposta por Glover [23|. A idéia por tras desta técnica
é o uso de um conjunto R de solucoes, ou pontos representativos, chamado Conjunto
Referéncia. Operadores de recombinacao sao aplicados nos pontos de R, para gerar
novas solucoes. Cada uma destas serd usada como entrada para procedimentos de
busca local com o intuito de se obter solu¢oes melhores. Combinagoes lineares sao
os meios utilizados para se combinar as solucoes. As melhores solucoes obtidas ao
final deste processo de recombinacao sao inseridas no conjunto referéncia. Todo o

processo é repetido por um determinado niimero de iteracoes.

O primeiro algoritmo apresentado por Maniezzo et al. em 35|, denotado por
SS-CTP1, utiliza cortes para obter desigualdades que sao posteriormente utilizadas
para inicializar cada laco principal do algoritmo. O segundo, SS-CTP2, difere do
primeiro por utilizar uma técnica diferente na geracao de solucoes, conhecida como
star paths. O terceiro algoritmo, SS-CTPB, ¢ elaborado de acordo com o algoritmo
SS1 apresentado em 22|, diferindo dos dois anteriores por nao usar cortes. Os trés
algoritmos compartilham uma série de procedimentos de problemas relacionados ao

PRR.



2.2 Literatura Existente 11

Nos testes computacionais sao utilizados os quatro testes para a reducao do
grafo original, apresentados em [21]|. Os algoritmos sao codificados em Fortran 77 e
executados em uma Silicon Graphics Indy (MIPS R4400/processadores de 200Mhz),
equipados com 256Mb de RAM em uma Irix 5.3. O CPLEX 4.0 [8] ¢ utilizado para
resolver o problema Lagrangeano. As instancias sao geradas como propostas por
Gendreau et al. [21], descrito anteriormente. Os custos {¢;;} sao computados como
valores inteiros iguais a |e;; +0.5], onde e;; é a distancia Euclideana entre os pontos
1 e j. Testes comparativos sao realizados com a heuristica proposta por Gendreau
et al. [21], constatando que a heuristica de Gendreau é muito mais rapida que o

Scatter Search, proposto em |35].

Neste mesmo artigo, Maniezzo et al. [35] propoem uma formulagao matemaética
para o PRR. Este modelo foi proposto, originalmente, por Finke, Clauss e Gunn

[17] para o TSP e adaptado para o PRR.

Tal formulagao descreve o PRR como um problema de programacao linear inteira,
associando duas variaveis de fluxo z;; e z;; a cada aresta (i, j) do grafo. Se a rota
vai do vértice ¢ ao j, entao x;; representa o niimero de vértices que podem ser
visitados e xj; representa o nimero de vértices ja visitados. Assim, a variavel z;;
define dois circuitos para qualquer rota que representar uma solucao viavel. Um
circuito é definido pelas variaveis de fluxo representando o nimero de vértices que
podem ser visitados, enquanto o segundo circuito é definido pelas variaveis de fluxo
representando o niimero de vértices ja visitados. E finalmente, temos duas variaveis
bindrias, §;; € igual a 1 se, e somente se, a aresta (i,j) € E estd na solucdo e zero,
caso contrario e y; é igual a 1 se, e somente se, o vértice ¢ € V for visitado e zero,

caso contrario.
Assim, o PRR pode ser descrito como um PPLI da seguinte forma:

(P2)

minimizar Z cij&ij, (2.9)
(i,5)eE
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sujeito a:
o=y wi=—2y (ieV), (2.10)
JEV JEV
D (@i + ) = 2u(|V] - 1), (ieV) (2.11)
JEV
w1, (Gr={i€V :cp<dheW}) (2.12)
1€Gp,
Tij + x5 = (n— 1)&;, (4,5) € E (2.13)
rij 2 0, LjeEV i#] (2.14)
yj =1 (JeT) (2.15)
yi €{0,1} (J € VAT) (2.16)
&ij € {0,1} (i,j) € E (2.17)

Nesta formulagao, as restrigoes (2.10) e (2.14) definem um fluxo viavel para as
varidveis z;;. As restricoes (2.11) e (2.13) garantem que todo vértice ¢ na rota
possui grau 2. As restrigdes (2.12) asseguram a cobertura de todos os vértices de
W, garantindo que pelo menos um vértice 7 € V, tal que ¢;, < d esteja na rota. As
restrigdes (2.15) garantem que todos os vértices i € T pertencem a rota. Finalmente,

as restrigoes (2.16) e (2.17) referem-se as condigoes de integralidade do problema.

Observe que, assim como em (P1), para adaptarmos este modelo para o PRR-CP,

basta acrescentarmos a restricao (2.8).

Nao é do nosso conhecimento a existéncia de outro algoritmo, aproximado ou

exato, proposto para o PRR.

2.3 Problemas Similares e Aplicacoes

Existem na literatura diversos problemas similares ao PRR. Entre eles estao: o
Shortest Covering Path Problem (SCPP) [11, 10|, o Multi-Vehicle Covering Tour
Problem (m-CTP) |27|, o Median Tour Problem (MTP)[12|, o Mazimal Covering
Tour Problem (MCTP) [12], entre outros.

O SCPP foi formulado em 1984 por Current et al. [10] e é definido sob um



2.3 Problemas Similares e Aplicagoes 13

grafo completo e direcionado G = (N, A), onde V' & um conjunto de n vértices e A
¢ um conjunto de m arcos (i,7), conectando o vértice i ao vértice j. O problema
consiste em identificar um caminho de custo minimo, partindo de um vértice origem
s e retornando & um vértice destino ¢ (s # t), ambos previamente estabelecidos. O
caminho deve cobrir todos os vértices do grafo. Um vértice é considerado coberto se
distanciar no maximo um valor previamente estabelecido d > 0 de algum vértice do
caminho. Uma aplicacao para o SCPP é o roteamento de despachos aéreos, onde os
vértices (cidades) do caminho devem ser servidos por aeronaves. Os vértices cobertos
por este caminho, mas nao necessariamente contidos nele, devem ser cobertos por
um meio de transporte secundéario, geralmente terrestre. Neste exemplo, a distancia

méaxima de cobertura, reflete uma distancia ou um tempo méximo com a conexao

ar-terra.

O m-CTP é definido sob um grafo G = (V UW, E), completo e ndo direcionado,
onde VUW é o conjunto de vértices e E = {(i,7) : 1,7 € VUW,i < j} é o conjunto
de arestas. O conjunto de vértices V', assim como no PRR, é particionado em vértices
que podem ser visitados (V\T) e em vértices que devem ser visitados (7" C V). O
conjunto W contém os vértices que devem ser cobertos por uma distancia d > 0
previamente estabelecida. O m-CTP consiste em determinar um conjunto de m rotas

de comprimento minimo, de modo que as rotas satisfacam as seguintes restricoes:

1. Todas as m rotas de comprimento minimo, devem partir e retornar ao depdsito

s (s € T') previamente estabelecido;

2. Cada vértice de V deve pertencer no maximo a uma rota, enquanto cada

vértice de T C V deve pertencer a exatamente uma rota;

3. Cada vértice de W deve estar coberto por pelo menos uma rota, isto é, deve
estar a uma distancia maxima d > 0 de pelo menos um vértice pertencente
a uma das m rotas (é assumido que o depdsito s nao cobre nenhum vértice

ieW);

4. O nimero de vértices de cada rota (excluindo o depdsito) nao deve exceder

um valor fixo p previamente estabelecido;
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5. O comprimento de cada rota nao deve exceder um valor fixo ¢ previamente

estabelecido.

O m-CTP se reduz ao PRR se m = 1 e o valor pré-fixado p for grande o sufi-
ciente para conter, no pior caso, todos os vértices de V', assim como ¢ comportar o
somatorio do comprimento das arestas desta rota. Uma aplicacao para o m-CTP
pode ser associada ao problema de localizacao e roteamento de caixas de correios,
considerando-se um subconjunto de locais candidatos, onde todos os usuérios devem
estar localizados a uma distancia razoavel de alguma das caixas. O custo da rota

através de todas as caixas deve ser minimizado [32] .

O Prize Collecting Travelling Salesman Problem (PCTSP) [6, 19] e o Selective
Travelling Salesman Problem (STSP) [34] também podem ser vistos como proble-
mas similares ao PRR e ao PRR-CP. Ambos possuem um prémio p;, nao negativo,
associado a cada vértice ¢ do grafo e consistem na construcao de uma rota através
de um subconjunto destes vértices. O PTCSP consiste na minimizacao do custo da
rota, onde o total de prémios coletados é no minimo p. Alem disso, a cada vértice
nao pertencente a rota, existe uma penalidade associada. O STSP, por sua vez,
consiste na maximizacao do total de prémios coletados pela rota cujo comprimento

total nao deve exceder um certo valor r, pré-fixado.

Pode-se ainda citar o Median Tour Problem (MTP) e o Maximal Covering Tour
Problem (MCTP) [12], que se assemelham em muitos pontos ao PRR. Em ambos
problemas, a rota deve conter somente p dos n vértices do grafo. Adicionalmente,
assim como buscam a minimizacao do comprimento total da rota, também objetivam
a maximizacao do acesso a rota por parte dos vértices nao pertencentes a ela. A
diferenca bésica entre o MTP e o MCTP é que no primeiro deseja-se minimizar
o custo total da distancia de acesso a rota por parte dos vértices que nao fazem
parte dela, enquanto no segundo, deseja-se minimizar a demanda total dos vértices
nao cobertos pelos vértices da rota. Uma aplicacao potencial do MTP e do MCTP,
descrita por Oppong e Hodgson [39|, é o roteamento de equipes para a entrega de
medicamentos em paises subdesenvolvidos, onde medicamentos somente podem ser

entregues a um subconjunto de vilarejos. Todos os usuarios dos demais vilarejos
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devem ser capazes de atingir pelo menos um vilarejo da rota, visando suprir a
necessidade de servigos e medicamentos. O MTP pode ser usado para determinar
que vilarejos visitar se o tempo médio de acesso é a restricao principal. Para o caso

de existir uma distancia maxima a ser percorrida pelos usuérios, usa-se o MCTP.

Uma versao continua do PRR é também chamada Geometric Covering Salesman
Problem (GCSP) [4], onde o conjunto de vértices ndo é um conjunto discreto, mas
sim uma regiao de um plano. Uma aplicacao para o GCSP pode ser vista na de-
terminacao de rotas percorridas por robos em poligonos cuja visibilidade é limitada
por uma série de restrigoes [38] ou ainda na identificagdo aérea de focos de incéndio

em florestas [31].

Existem ainda muitas outras aplicacoes para o PRR. O roteamento de aeronaves
em vOos noturnos, onde a rota nao inclui a visita em todas as cidades diretamente
e o planejamento de paradas de um circo durante uma estacao sao exemplos que
podem ser mencionados. Este tltimo é também conhecido como Travelling Circus
Problem [41] e consiste em encontrar uma rota onde as localidades ndo incluidas no
planejamento de paradas estejam acessiveis a pelo menos uma das incluidas. Para

cada localidade nao visitada acrescenta-se uma penalidade.

Uma variante do PRR, denominada Problema de Recobrimento de Rotas Ge-
neralizado (PRRG), foi proposta por Motta em [36]. Esta generalizacao difere do
PRR, no sentido em que permite que os vértices do conjunto W facam parte da
solucao. E apresentada uma formulacdo matemaética, as regras de reducéo existentes
na literatura para o PRR sao analisadas e foi mostrado ainda que duas destas regras
podem gerar solucoes iniviaveis. Neste trabalho, também é apresentado um conjunto
de regras para a reducao do grafo associado ao PRRG e sao propostas heuristicas

para a solucao aproximada do problema.

Aplicacoes do PRR-CP incluem alguns problemas de roteamento de veiculos co-
letores de derivados de petroleo em pocos terrestres semi desativados, onde em cada
vértice (pogo) de V' existe associado determinadas quantidades de produtos (6leo)
a serem coletadas. Normalmente uma solucao contém apenas parte dos vértices de

V devido a capacidade limitada do veiculo coletor [14]. Outras aplicagoes envolvem
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modelos de despacho de mercadorias onde um veiculo de maior porte entrega os
produtos em bases maiores (depositos), por exemplo, vértices de T e alguns vértices
de V\T e os vértices de W (clientes menores) devem ser abastecidas por uma destas
bases utilizando veiculos menores, mas com a condicao dos pontos de W estarem a
uma distancia menor ou igual a uma distancia maxima prefixada de pelo menos uma
das bases. Neste caso, o prémio poderia ser associado a capacidade dos depositos

ou & soma das demandas dos clientes a ele associados.



Capitulo 3

Formulacao Matematica para o

PRR-CP

Nesta secao, apresentamos um modelo de Prgramacao Linear Inteira para o
PRR-CP, utilizando variaveis de fluxo, com o intuito de evitar a formagcao de ciclos

desconexos da origem.

3.1 Formulacao proposta

Nesta secao propomos uma nova formulacao matematica para o PRR-CP. Nela
introduzimos variaveis de fluxo com a finalidade de evitar a formacao de ciclos
desconexos da origem. Para cada aresta (i, j) associamos uma variavel de fluxo, z;
com i # j, uma variavel inteira nao negativa, que representa a quantidade de fluxo
escoado no arco (i,j). Além disso, temos y, com k € V, variavel binaria, igual
a 1 se, e somente se, o vértice k estiver na rota e zero, caso contrario. O vértice
s =1 & o vértice origem. Além disso, z;j, Vi,j € V e i # j, é uma variavel binéria,
igual a 1 se, e somente se, a aresta (i, j) pertence a rota e 0 (zero), caso contrario.
Finalmente, c;; representa o custo de se ir de ¢ para j; py, 0 prémio associado a cada

vértice k € V; e PRIZFE. o prémio minimo a ser coletado pela rota.

Assim, esta nova formulacgao pode ser escrita como um problema de programacao
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linear inteira da seguinte forma:
(P3)
minimizar Z Cij%ij, (3.1)
i<jlijev
sujeito a:
> pwyr > PRIZE, (3.2)
keV
S >t (Ve W), (3.3)
keS;
i<k i>k

> mg =)z (Vk € V — {s}), (3.5)

jEV i€V
> zy=1, (3.6)

jev
> =y (3.7)

jev jev

yp =1 (Vk eT), (3.10)
yr € {0,1} (VkE € VA\T), (3.11)
Zij €z (VZ VJ S V), (313)

Em (P3), a fungdo objetivo (3.1) minimiza o custo da rota. A restri¢ao (3.2)

garante que o prémio minimo, PRIZE, sera coletado. Note que, retirando-se (3.2)

obtemos uma formulagao para o PRR. As restri¢oes (3.3) asseguram que cada vértice

de W seja coberto por pelo menos um vértice da rota. O conjunto S; = {k € V\cy <

d,l € W} representa o conjunto de todos os vértices de V' que cobrem [ € W. As

restri¢oes (3.4) restringem a dois o grau dos vértices da rota. As restri¢oes de (3.5)

a (3.7) asseguram a nao formacao de ciclos desconexos da origem. As restrigoes

(3.8) e (3.9) asseguram que a rota gerada a partir da variavel de fluxo (z;;) coincide

com a gerada pela variavel de decisao (z;;). As restri¢des (3.10) garantem que todos
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os vértices de T' fazem parte da rota. Finalmente, as restri¢oes de (3.11) a (3.13)

representam as condicoes de integralidade do problema.

3.1.1 Comparacao entre as trés formulacoes

Nesta secao, mostramos uma comparacao entre os trés modelos descritos em
(P1), (P2) e (P3), os dois primeiros sdo modelos ja existentes na literatura para o
PRR e adaptados aqui para o PRR-CP, e o ultimo é o modelo aqui proposto. Na
tabela 3.1, a primeira coluna mostra o modelo que estamo tratando, na segunda
coluna temos o nimero de restricoes e na terceira coluna, o nimero de variaveis
originais de cada modelo. Onde n = [V UW|, p = [V| e m = |E|, onde E &
o conjunto de arestas do grafo de entrada. Note que, para um grafo completo

-1 . . . .
m = o= Posteriormente, apresentamos os resultados computacionais obtidos

com a nossa formulagao (P3).

restricoes || variaveis
(P1) || O(2™) m—+n+p(n — p)
(P2) || O(n?) 3m+p
(P3) || O(n?) 2m +p

Tabela 3.1: Comparacao entre os modelos pelo niimero de restrigoes e varidveis

exigidas



Capitulo 4

Regras de Reducao para o PRR e o
PRR-CP

Um dos principais gargalos dos problemas de Otimizacao Combinatoria é jus-
tamente o tamanho de suas entradas. Se conseguirmos reduzir o espa¢o de busca
dos problemas desta natureza também reduzimos o esforco computacional para se
chegar a um 6timo global. E este o objetivo das regras de reducéo, reduzir o espaco

de busca sem excluir nenhuma solucao 6tima.

Neste capitulo apresentamos e analisamos regras de reducao para o PRR exis-
tentes na literatura e as adaptacoes destas para o PRR-CP, bem como, uma nova

regra proposta para reducao do grafo associado.

4.1 Regras de Reducao para o PRR

As regras para a reducao do espaco de busca descritas a seguir foram introduzidas
por Gendreu, Laporte e Semet [21], e posteriormente utilizadas por Maniezzo et al
[35] para o PRR. Considere a variavel binaria, ;;, que representa a condigao de
cobertura do vértice ¢ em relacao ao vértice j, onde &;; = 1 se o vértice ¢ é coberto
pelo vértice j e &; = 0 (zero), caso contrario. O conjunto de regras de reducao

apresentadas em [21] é descrito por:
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1. Remover 1 € W, se Vj € V\T, &; — 1;

[\V]

. Remover i € W, se 3j # i, com j € W, tq & < &k, VE € VAT
3. Remover i € W, se 35 € T', tq j cubra ¢, isto ¢, &; = 1;

4. Remover i € V\T', se Vj € W.§&; = 0.

Motta [36] mostra que as regras (1) e (2) podem gerar solugoes inviaveis para
o PRR. Com relacdo as regras (3) e (4), estas se aplicam perfeitamente ao PRR.
Neste trabalho adaptamos o conjunto de regras anterior para o PRR com Coleta de
Prémios (PRR-CP). Propomos uma corre¢ao para a regra (1), bem como, uma nova
regra. A regras (3) pode ser aplicada e a regra (4) com uma pequena modifica¢ao
podera ser utilizada. Ainda, mostramos que se utilizarmos estas regras em uma

determinada ordem, o processo de reducao do grafo serd otimizado ainda mais.

Considere o grafo da Figura 4.1, para anélise da regra (1) . Neste grafo, todo
vértice de V\T cobre todo vértice W. Entretanto, ao remover os vértices de W, nao
necessitamos mais dos vértices de V\7T na solugdo. Logo, uma solucao viavel para
o grafo reduzido teria somente os vértices de T. Portanto, qualquer algoritmo en-
contrarda uma solucao inviavel associada ao grafo original, como ilustrado na Figura

4.2.

m Vérticesde T

® Vértices de W
A Veértices de V\T

Figura 4.1: Grafo associado a uma instincia do PRR, para andlise da regra (1).

Em relacao a regra (2), esta elimina do grafo original todo vértice i € W, quando

existir um outro vértice j # i em W, tal que todo k € V\T pertencente a vizinhanga
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m Vérticesde T

® Vértices de W
A Vértices de V\T

— Rota Solugao

Figura 4.2: Grafo da Figura 4.1, apds a redugdo, com a rota étima (invidvel para o

grafo original).

de i, também pertence a vizinhanca de j, mas nem todo k& € V\T pertencente a
vizinhanca de j, pertence a vizinhanca de 7. Observe a situacao ilustrada na Figura
4.3. Realizando a redugao segundo a regra (2), um vértice de W sera eliminado
(Figura 4.4) e o grafo reduzido tera como solugao 6tima (Figura 4.5), uma solugao

inviavel ao grafo original.

AA N

B Vérticesde T

® Veértices de W

A Vértices de V\T

Figura 4.3: Grafo associado a uma instincia do PRR para andlise da regra (2)
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AA |

B Vérticesde T

@® Vértices de W
A Vértices de V\T

X Vértices Removidos

Figura 4.4: Redug¢do do grafo da Figura 4.3 pela regra (2)

B Vérticesde T

® Vértices de W

A Vértices de V\T
— Rota Solugéo

Figura 4.5: Grafo da Figura 4.3 apds a reducao, pela regra (2). A rota associada é

invidvel no grafo original.

Note que, na Figura 4.5, que a rota 6tima associada ao grafo reduzido nao é viavel

no grafo original. Com relacao as regras (3) e (4), estas se aplicam perfeitamente ao
PRR.
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Veja nas Figuras 4.6 e 4.7 a interpretagao da regra (3), que retira do grafo os nos
de W que forem cobertos por algum n6 de T

A
A

A
A

B Vérticesde T
® Veértices de W

A Vértices de V\T

X Vértices Removidos

Figura 4.6: Instincia do PRR, apds andlise da regra (3).

AA‘

A

A
A

B Vérticesde T
® Vértices de W

A Vértices de V\T
— Rota Solugéo

Figura 4.7: Grafo da Figura 4.6, apds redugao pela regra (3), com a rota dtima
associada.
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E ainda, segundo a regra (4), podemos eliminar os vértices de V\T que nao

cubram nenhum vértice de W, ver Figura 4.8.

X

% X

B Vérticesde T

® Vértices de W
A Vértices de V\T
X Vértices Removidos

Figura 4.8: Grafo da Figura 4.6, apds reducao pela regra (4).

4.1.1 Analise das Regras existentes associadas ao PRR-CP

Mostramos nesta se¢ao, como adaptar o conjunto de regras existentes para o PRR
ao PRR com Coleta de Prémios (PRR-CP). As regras (1) e (3) podem ser aplicadas e
a regra (4) com uma pequena modificagdo podera ser utilizada. Além disso, também
mostramos que se utilizarmos estas regras em uma determinada ordem, o processo
de reducao do grafo pode ser otimizado ainda mais. Vamos reescrever as regras com

uma nova numeragao, adaptar a regra (4) do PRR e propor uma nova regra para o

PRR-CP.

R1. Remover i € W, se Vj € V\T, &; — 1 e setar flag — 1;

R2. Remover i € W, se 45 € T', tq j cubra 14, isto &, &; = 1;

b

R3. Se Zpi > PRIZE, remover i € V\T, se Vj € W, &; = 0.

€T
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R4. Se apenas um j € V, cobre um i € W (§;; = 1), transforme o vértice j em

vértice de T'.

As regras (R1) e (R2) sao as regras (1) e (2) da literatura. Note que, caso a
regra (R1) seja aplicada e elimine algum elemento de W teremos que utilizar uma
variavel auxiliar, flag, para sabermos que algum vértice de V'\T tera que entrar na
solugao. A regra (R3) precisou ser modificada, pois cada vértice do conjunto V' tera
um prémio associado, e vy € V s0 sera descartado caso este nao seja necessario
para que o prémio minimo (PRIZE) seja obtido. Isto é, quando os vértices de T ja
atendam a esta restri¢gdo. Propomos ainda a reagra (R4) que reduz a cardinalidade
do conjunto V\T. Veremos s seguir porque a aplicacdo desta regra é interessante

para o problema.

A primeira regra a ser aplicada devera ser (R4). Esta ira trasformar um vértice
J optativo (j € V\T') em vértice obrigatorio. Caso somente este j possa ser usado
para cobrir algum vértice ¢ € W. Esta regra podera reduzir a cardinalidade de
VAT (o que ajudara na aplicagao da regra (R1)) e consequentemente ird aumentar

a cardinalidade de T' (o que ajudara na remocao de vértices por (R2) e (R3))

Em seguida, devemos aplicar a regra (R3) modificada para reduzir, se for o caso,
a cardinalidade do conjunto V\T. O que, mais tarde, ajudara na reugao do grafo

pela regra (R1), como veremos a seguir (Figura 4.11).

Depois de (R3), vamos aplicar a regra (R2). Neste caso, podemos remover todo
1 € W, onde i esta coberto por 7 € T. Caso todo i € W esteja coberto por algum
7 €T, entao teremos uma situagao ideal e nao vamos nos preocupar com a condi¢ao
de cobertura destes vértices. Caso contrario, algum vértice v € V\T tera que entrar
na solugdo e é neste ponto que se enquadra (R1). Esta regra, que até entdo nao
era utilizada, com o recurso do flag (variavel auxiliar) podera ajudar na redugao do

grafo. Ela vai remover i € W, se i for coberto por todo v € V\T.

A regra (R3) dever ser aplicada antes de (R1), pois poderéa reduzir o conjunto

VAT, o que ira ajudar na aplicabilidade desta regra.
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Caso a regra (R2) seja aplicada antes da (R1), pode ser que ela exclua todos
os vértices de W entdo (R1) nao sera utilizada, pois [W| = 0. Caso contrario, se
apés aplicarmos a regra (R2) e o conjunto W ainda nao estiver vazio, entdo vamos
aplicar a regra (R1). Feito isso, caso o conjunto W esteja vazio, nés saberemos que
serd necessario se incluir um vértice de V\T na rota para que nenhum né de W,
do grafo original, fique descoberto. Vejamos como a ordem de aplicacao das regras
pode influenciar na redugao do grafo. Suponha que a regra (R1) foi utilizada antes
da (R3). Para o exemplo da Figura 4.9, suponhamos que o prémio minimo esteja

atendido pelos vértices de T'.

SO

m Vérticesde T

%

A

® Veértices de W
A Veértices de V\T

Figura 4.9: Grafo associado a uma instincia do PRR-CP

Se aplicassemos a regra (R1), ao grafo da Figura 4.9, ela ndo eliminaria nenhum
vértice de TV, pois nem todos os vértices de V\T cobrem algum vértice de W. Con-
tudo, aplicando a regra (R3) obtemos o grafo da Figura 4.11. Assim, se aplicarmos
a regra (R1), ao grafo da Figura 4.11 poderemos eliminar os vértices de W que sao
cobertos por todos os v € V\T. Além disso, é interessante aplicarmos (R2) antes
de (R1) uma vez que (R2) pode tornar conjunto W vazio entao a regra (R1) sera
desnecessaria. Caso contrario, saberemos que seréd preciso acrescentar um elemento
de V\T na rota para que a solucdo seja valida no grafo original. Vejamos, entdo, na

Figura 4.12 a redugao do grafo pela regra (R2).
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RCE
ORES

1

B Vérticesde T

® Vértices de W

A Vértices de V\T

Figura 4.10: Grafo associado a uma instincia do PRR-CP, apos aplicagao da regra

(R4)

-
S

(1

1

W Vérticesde T

® Vértices de W

A Vértices de V\T

X Vértices removidos

Figura 4.11: Grafo associado a uma instancia do PRR-CP, apds a redugao pela regra

(R3)

Na Figura 4.13, apos a reducao pela regra (R1) obtemos |W| = 0, sabemos entao,

que para se obter a rota 6tima associada ao grafo original teremos que incluir um
vértice de V\T do grafo reduzido.

A regra (R3) so tera efeito se a restri¢gao do prémio minimo for atendida pelos

vértices de T. As regras (R1) e (R2) podem ser aplicadas de forma incondicional,
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"Q\’

"

m Vérticesde T

%

A

® Veértices de W
A Vértices de V\T

X Vértices removidos

Figura 4.12: Grafo associado ao PRR-CP, apés a redugao pela regra (R2)

[ |
|
Flag =1
m Vérticesde T .
® Vértices de W
A Vértices de V\T .

X Vértices removidos

Figura 4.13: Grafo associado ao PRR-CP, apés a redugao pela regra (R1)

pois os vértices de W nao possuem prémios e também nao podem entrar na rota.

Vejamos agora, regras para eliminar vértices de V'\T quando estes vértices forem
necessarios para atender a restricao do prémio minimo e todo o conjunto W ja estiver

coberto. Para isso vamos estudar dois casos.

Caso (1): existe um v; € V\T cuja inclusao atende ao Prémio Minimo e o seu
custo de insercao na rota corrente menor que o custo de insercao dos demais v, de

VAT que atendem a mesma restrigdo. Entao, vamos eliminar todos os vy € V\T,
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Flag = 1

m Vérticesde T ® __  Solugao

@® Vértices de W m Vérticesde T

-— ® .
A Vértices de V\T Vértices de W
A Veértices de V\T

(A) (B)

Figura 4.14: (A) Grafo Original, com rota étima associada. (B) Grafo Reduzido,

com rota dtima associada.

tal que v; # vi. No exemplo da Figura 4.15.a, temos todo w; € W coberto e trés
vértices de V\T. Suponhamos que associado a cada vy esteja um prémio maior ou
igual & quantia que falta para completar o PRIZE (prémio minimo). Assim, serdo

eliminados todos os vy € V\T, exceto aquele cuja inclusdo seja minima (Figura

4.15.1).

Caso(2): Este é uma generalizacao do caso anterior. Onde existem k vértices
de V\T que atendem ao prémio minimo. Seja A a quantidade de prémios que falta

ser coletada na atual solucao para atingir a quantidade PRIZFE e,

CZ‘:{U]‘ < V\T, Z pj Z A}

UjECi

Neste caso, vamos verificar para qual destes conjuntos o custo da inclusao sera

minima. E excluiremos os demais conjuntos.

Em cada conjunto C; a soma de seus prémios atende a diferenca (A). Porém,
o melhor conjunto, o de custo minimo, para inclusao é o C3. Portanto, os demais

serao excluidos (Figura 4.15.d).
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OXQ ONG
A X
A X
(a) (b)
3, Cs_—,
CORCYICORC
A ® A °
C1 C2 C1 C2
Al ‘A g g

(€)

G

()

(d)

Solucéo
B Veérticesde T

® \értices de W

A Veéertices de V\T

X Vertices removidos

Figura 4.15: (a) Grafo associado a uma instancia do PRR-CP, para andlise do Caso(1).

(b) Redugao do grafo da Figura 4.15.a. (¢) Grafo associado a uma instdncia do PRR-CP

para andlise do Caso(2). (d) Redugao do grafo da Figura 4.15.c (e) Rota associada a

instancia da Figura 4.15.¢



Capitulo 5

Heuristicas para o PRR-CP

5.1 Introducao

O método GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedures) [40] é um
procedimento iterativo onde cada iteracao é composta de uma fase de construcao,
na qual uma solucao viavel é construida, e de uma fase de busca local, cujo objetivo

¢ encontrar um otimo local. Ambas as fases sao descritas a seguir.

Na fase construtiva, uma solucao viavel é construida também iterativamente,
inserindo-se na solucao parcial um elemento de cada vez. A cada iteracao da fase
construtiva, sao avaliados apenas elementos que podem ser adicionados a solucao
sem violar as restricoes de viabilidade. Esses elementos sao chamados elementos
candidatos. A escolha do préximo elemento a ser adicionado a solucao é determi-
nada ordenando-se todos os elementos candidatos em uma lista de candidatos C', de
acordo com uma func¢ao gulosa g : C' — R. Essa fun¢ao mede o beneficio associado a
selecao de cada elemento. A heuristica é adaptativa porque os beneficios associados
a cada elemento sao atualizados a cada iteracao da fase construtiva, para incorporar
as mudancas causadas pela escolha dos elementos anteriores. A componente proba-
bilistica é caracterizada pela escolha aleatoria de um dos melhores candidatos de C,
que nao necessariamente o melhor. A lista dos melhores candidatos é denominada

de Lista de Candidatos Restrita (LCR), que difere de C' pois LCR contem apenas
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os melhores elementos de C.

A Figura 5.1 mostra o pseudo-codigo do procedimento semi-guloso usado na fase

construtiva.

1 procedimento CONSTRUTIVO((semente)
2 z =0

3 Inicialize o conjunto de candidatos C;

4 Enquanto C # () faga

5. Construa LCR;

6 i = rand(semente);

7 Selecione s; de LCR;

8 x=xU{s;};

9 Atualize o conjunto de candidatos C;

10. retorne (z);

Figura 5.1: Algoritmo usado na fase construtiva.

Na maior parte dos casos, é possivel melhorar a solu¢ao construida, aplicando-se
uma busca local a ela. A fase de Busca procura melhorar s solugao construida. Os
algoritmos de busca local funcionam de maneira iterativa, substituindo sucessiva-
mente a solu¢ao corrente por outra melhor em sua vizinhanca. O pseudo-codigo de

0

um algoritmo bésico de busca local iniciado a partir de uma solugao x” construida

na fase de construcao e usando-se uma vizinhanca N é apresentado na figura 5.2.

1. procedimento BUSCA LOCAL(2?)

2 Inicialize z = x°;

3 Enquanto existe 2’ € N(z) tal que f(2’) < f(z) faga
4. Selecione ' € N(x) tal que f(2') < f(z);

5 =21

6 retorne (z);

Figura 5.2: Procedimento bésico de busca local (para um problema de minimizagao).
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A idéia béasica da metaheuristica GRASP consiste de um procedimento do tipo
multi-partida usando diferentes solucoes iniciais como pontos de partida para a busca
local. Uma solucao x é dita como pertencente ao vale de um 6timo local quando, a
partir de uma busca local iniciada em x, é possivel atingir este 6¢timo local. Caso
uma das solugoes iniciais esteja em um vale de um 6timo global, a busca local ira
encontrar este 6timo global. Caso contrario, a solucao do algoritmo serd um 6timo

local.

procedimento GRASP
Repita por Max_Tter

1

2

3. Construa uma solucao randémica gulosa;

4 Use busca local para melhorar a qualidade da solucao construida;
5

Atualize a melhor solucao encontrada;

Figura 5.3: Algoritmo GRASP bésico.

Uma solugao no vale de um 6timo global sera eventualmente produzida, caso um
numero grande de solucoes geradas aleatoriamente seja usado para iniciar a busca
local. Porém, solucoes produzidas aleatoriamente sao, em geral, de baixa qualidade.
Além disso, o numero de movimentos necessarios para que solugoes geradas aleato-
riamente (e que estejam no vale de um 6timo global) atinjam o 6timo possivelmente
serd muito elevado ou até mesmo exponencial no tamanho do problema. Por outro
lado, algoritmos gulosos geralmente produzem solucoes de melhor qualidade do que
as geradas aleatoriamente. O uso de solucoes gulosas como ponto de partida para
uma busca local, em geral, levara a boas solugoes, porém, sub-6timas, i.e., solugoes
de qualidade inferior a qualidade dos 6timos globais. Isso acontece porque a diversi-
dade das solugoes produzidas por um algoritmo guloso ¢ muito pequena. Caso nao
existam elementos com valores idénticos produzidos pela fungao gulosa, ou caso uma
regra deterministica seja usada para selecionar entre esses elementos, o algoritmo
guloso produzirda sempre a mesma solugao. Para garantir diversidade de solugoes e
ao mesmo tempo, um controle na qualidade das solugoes produzidas, a metaheu-

ristica. GRASP usa um algoritmo nao totalmente guloso, pois ele nao vai escolher
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necessariamente o melhor elemento para entrar na solugao, mas sim um elemento

entre os melhores, para produzir as solucoes iniciais usadas em cada iteracao.

A figura 5.3 mostra o pseudo-codigo de um procedimento GRASP no qual sao

realizados MAX ITER iteragoes.

A seguir, sao propostos um algoritmo de construcao, ADD, dois algoritmos de
busca local, o primeiro que chamamos de BL.1 e o segundo, busca local BL.2 e mais

um algoritmo de Reconexao de Caminhos, mais conhecido na literatura como Path

Relinking (PR).

5.1.1 Algoritmo de Construgao

Usamos um algoritmo de construgao por adi¢ao de vértices denominado ADD.
Baseado em um critério de insercao, de tal modo que a solucao parcial comece a ser
construida a partir de uma rota inicial contendo todos os vértices de T, gerada pela

heuristica do Caixeiro Viajante conhecida como Heuristica de Inser¢ao Mais Barata.

A partir de LDisp, lista dos vértices nao pertencentes a rota parcial, ¢ montada
a Lista de Candidatos Restrita (LCR), com os p melhores elementos de LDisp, onde
p = 30% do tamanho de LDisp. Os vértices sao inseridos em LCR de acordo com o

seguinte critério de selecao:

. .\ Cppt+Bo(k)
P(k,i,J) = G ote]

paracada k=1,...net,7=1,...ne A, B,C >0

Onde:

e P(k,i,j) fornece o beneficio de inserir o vértice k entre os vértices adjacentes

1 e j da rota corrente;
e L é o indice do vértice candidato a insercao;

e ¢, j sao os indices dos vértices da rota parcial entre os quais o vértice k sera

inserido;
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e pr € o prémio de k;

® C;j. Cik, Ck; sao as distancias Euclidianas entre os respectivos vértices;

A, B, C, constantes inteiras;

¢(k) representa o nimero de vértices do conjunto W que sdo cobertos por k,

e nao sao cobertos pelos outros vértices da rota parcial.

Os vértices sao inseridos na rota parcial até que uma rota viavel para o PRR-CP
tenha sido obtida, i.e., todo w € W esteja coberto e o prémio minimo tenha sido

coletado.

1.  Algoritmo ADD: HEURISTICA DE CONSTRUGAO POR ADIGAO DE VERTICES

2 Entrada:
3 ROTA «— {v|veT}
4. CUSTO-ROTA « CUSTO-ROTA (ROTA);
5 Pcolet «— Z Pj;
JET
6 LCR « n melhores elementos de LDisp;
7. Enquanto (critério de parada néo satisfeito) faga
8 ESCOLHIDO « vértice escolhido aleatoriamente de L.CR;
9 Pcolet«< Pcolet + Prémio associado &8 ESCOLHIDO;
10. atualiza LCR;
11. POSICAO «— melhor posicio para inserir ESCOLHIDO na ROTA;
12. ROTA « insere-rota (ROTA, POSICAO);
13. CUSTO-ROTA « recalcula CUSTO-ROTA (ROTA);

Figura 5.4: Algoritmo para construcao de uma solugao inicial por adi¢ao de vértices

Na linha 3, do algoritmo ADD, figura 5.4, obtemos a rota parcial inicial, formada
pelos vértices de T'. Ainda que esta rota seja inviavel, a insercao dos demais vértices
é capaz de ajusti-la. Na linha 4, inicializamos o custo da rota, com o custo da rota
parcial formada somente pelos vértices de 1. Na linha 6, inicializamos a Lista de
Candidatos Restrita com os n melhores vértices disponiveis para adi¢ao, LDisp. De

LDisp fazem parte todos os vértices do grafo nao pertencentes a rota. O algoritmo
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prossegue com a escolha de um vértice de LCR até que o critério de parada seja
atendido, ou seja, até que todo w € W esteja coberto e PRIZFE tenha sido obtido
(linha 7). Na linha 9, atualizamos o total de prémios coletado até o momento. Na
linha 10, atualizamos LCR, uma vez que o nimero de vértices descobertos muda a
cada iteracdo. Na linha 11, a variavel POSICAO armazena o par ordenado entre
o qual ESCOLHIDO seré inserido, que vai ser determinada por uma heuristica do
Problema do Caixeiro Viajante (PCV). Neste caso, a heuristica de Inser¢ao mais
Barata. Na linha 12, a funcao insere-rota vai inserir o vértice ESCOLHIDO, na
ROTA, na POSICAQO determinada. Na linha 13, a funcéo recalcula CUSTO-ROTA

val atualizar o custo da rota.

5.1.2 Algoritmos de Busca Local

A busca local, normalmente, é a fase mais dispendiosa, em termos de tempo
computacional, de uma metaheuristica. E nesta fase que varios 6timos locais sao
analisados a fim de se tentar obter um 6timo global. Descrevemos a seguir, duas

propostas de busca local para o PRR-CP.

Algoritmo de Busca Local - BL1

Dada uma solucao viavel efetuar todas as trocas do tipo:

e Colocar um v; € V\T', mas nao pertencente a rota atual e,

e Retirar vy € V\T), pertencente a rota atual.

A cada permutacao avalia-se a viabilidade da solucao resultante. Este algoritmo
é executado até que uma solugao melhor do que a solucao inicial, construida na
primeira fase do GRASP, seja encontrada. Note que no pior caso toda a vizinhanca

da solugao inicial terd que ser percorrida.

Na linha 3, do algoritmo BL1, figura 5.5, define-se o conjunto V' das vizinhancas,

este conjunto é inicializado com todos os vértices que nao fazem parte da solucao
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1.  Algoritmo BL1:
2. Entrada
3. Definir o conjunto de V = {v € V\T, mas nA£o pertencente & rota atual}
4. Rota-Inicial « solucao inicial viavel, fornecida por uma heuristica de construcao;
5. Rota-Atual < Rota-Inicial;
6. Melhor-Rota « Rota-Atual;
7. Pcolet Z P;,
jEROTA
8. Custo-Atual < custo associado & Rota -Inicial;
9. Melhor-Custo « Custo-Atual;
10. Enquanto (critério de parada néo satisfeito) faga
11. Gerar uma solu¢ao Rota-Nova na vizinhanca V' de Rota-Atual;
12. Rota-Atual < Rota-Nova;
13. Custo-Atual < custo associado & Rota-Nova;
14. Se Custo-Atual < Melhor-Custo entao
15. Melhor-Rota <« Rota-Atual;
16. Melhor-Custo < Custo-Atual;

Figura 5.5: Algoritmo de busca local baseado na remoc¢ao de vértices seguida de

sucessivas adicoes

fornecida pela heuristica de construcao, na qual a busca local sera realizada. Na
linha 4, inicializa-se a varidvel Rota-Inicial, nela armazena-se a solucao fornecida
pela busca local. Na linha 5, inicializa-se a variavel Rota-Atual com Rota-Inicial.
Na linha 6, inicializa-se Melhor-Rota com Rota-Atual. Na linha 7, inicializa-se a
variavel Pcolet, com o prémio coletado pela Rota-Inicial. Na linha 8, o Custo-Atual
é inicializado com o custo da Rota-Inicial. Na linha 9, o Melhor-Custo é inicializado
com o Custo-Atual. O algoritmo prossegue fazendo as trocas das vizinhancas até que
uma solucao melhor do que a solucao inicial seja encontrada, linha 10. Na linha 11,
uma Rota-Nova (viavel) na vizinhanga V' da Rota-Atual é gerada da seguinte forma,
retira-se um vértice optativo de Rota-Atual e coloca-se um vértice da vizinhanga em
Rota-Nova. Neste ponto também checamos a viabilidade de Rota-Nova, ou seja, se
ela cobre todos os vértices de W e se o prémio minimo (PRIZE) ¢ coletado. Na

linha 12, atualiza-se a Rota-Atual com a Rota-Nova, que acabou de ser gerada. Na
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linha 13, atualiza-se o Custo-Atual com o custo da Rota-Nova. Se o custo da Rota-
Atual (Custo-Atual) for melhor do que o custo da Melhor-Rota (Melhor-Custo),
linha 14, entao deve-se atualizar a Melhor-Rota e o Melhor-Custo, linhas 15 e 16,

respectivamente.

Algoritmo de Busca Local - BL2

Baseados na metaheuristica VNS ( Variable Neighbourhood Search) proposta por
Hansen e Mladenovic [29], que consiste basicamente em uma sistematica troca de
vizinhanca associada a um algoritmo randomico de busca local, desenvolvemos nosso
algoritmo de busca. Contrariamente a outras metaheuristicas baseadas em métodos
de busca local, VNS nao segue uma trajetoria, mas explora incrementalmente vi-
zinhancas distantes da solucao corrente, atualizando esta solucao somente quando
uma melhora puder ser realizada. Neste caso, freqiientes caracteristicas da solucao

atual sao guardadas e utilizadas para a obtencao de solugoes vizinhas promissoras.

Apesar do nosso algoritmo de busca local se assemelhar a um VNS, ele nao
pode ser chamado de VNS pois nao explora incrementalmete as vizinhancas de uma
solugao inicial. Ao invés disso, ele explora a vizinjanc¢a V1 da solugao e ao encontrar
uma melhor solucao nesta vizinhanca o algoritmo passara a explorar a vizinhanca
V2 desta segunda solucao, encontrando uma melhor solugao em V2, o algoritmo

passara a explorar a vizinhanca V'3 desta terceira solucao.

Desta forma, as vizinhancas de busca associadas a uma solucao sao definidas do
seguinte modo:

o V] = {Colocar um vértice nao pertencente a solucao atual e retirar um vértice

da solugao atual.};

e 15, = {colocar dois vértices ndo pertencentes a solu¢ao atual e retirar dois

vértices da solucao atual. };

o V,, = {colocar n vértices ndo pertencentes a solu¢ao atual e retirar n vértices

da solugdo atual.}; onde, o valor de n pode variar até | V' \ T |.
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1. Algoritmo BL-2:
2. Entrada
3. Definir o conjunto de estruturas de vizinhanga V,,
4. Rota-Inicial « solucdo inicial viavel para o PRR-CP fornecida por uma heuristica de construcao;
5. Rota-Atual < Rota-Inicial;
6. Melhor-Rota « Rota-Atual;
7. Pcolet «— Z Pj;
jEROTA
8. Custo-Atual « custo associado a Rota -Inicial;
9. Melhor-Custo « Custo-Atual;
10. n <« 1;
11. Enquanto (n < np,,..) faga
12. Enquanto (critério de parada néo satisfeito) faga
13. Gerar uma solugdo Rota-Nova na vizinhanga V,, de Rota-Atual,
14. Rota-Atual < Rota-Nova;
15. Se Custo-Atual < Melhor-Custo entao
16. Melhor-Rota « Rota-Atual;
17. Melhor-Custo « Custo-Atual;
18. n«—n+1;

Figura 5.6: Algoritmo de busca local BL.2

Na linha 3, do algoritmo BL-2, figura 5.6, defini-se o conjunto V,, das vizinhancas,
este conjunto é inicializado com todos os vértices que nao fazem parte da solugao
fornecida pela heuristica de construcao. Na linha 4, inicializa-se a variavel Rota-
Inicial, nela armazena-se a solucao fornecida pela busca local. Na linha 5, inicializa-
se a variavel Rota-Atual com Rota-Inicial. Na linha 6, inicializa-se Melhor-Rota
com Rota-Atual. Na linha 7, inicializa-se a variavel Pcolet com o prémio coletado
pela Rota-Inicial. Na linha 8, o Custo-Atual é inicializado com o custo da Rota-
Inicial. Na linha 9, o Melhor-Custo é inicializado com o Custo-Atual. O loop mais
externo, linha 11, serd executado tantas vezes quantas forem o niimero de estruturas
de vizinhancas de BL-2. Por isso inicializamos a variavel inteira n com 1, na linha
10 e a incrementamos na linha 19. O algoritmo prossegue fazendo as trocas das

vizinhancas até todo o conjunto V,, de vizinhos tenha sido percorrido, linha 12.
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Na linha 13, uma Rota-Nova (viavel) na vizinhanca V,, da Rota-Atual é gerada da
seguinte forma, retiram-se n vértices optativos de Rota-Atual e colocam-se n vértices
da vizinhanca em Rota-Nova. Neste ponto também checamos a viabilidade de Rota-
Nova, ou seja, se ela cobre todos os vértices de W e se o prémio minimo (PRIZFE)
é coletado. Na linha 14, atualiza-se a Rota-Atual com a Rota-Nova, que acabou
de ser gerada. Na linha 15, atualiza-se o Custo-Atual com o custo da Rota-Nova.
Se o custo da Rota-Atual (Custo-Atual) for melhor do que o custo da Melhor-Rota
(Melhor-Custo), linha 16, entao deve-se atualizar a Melhor-Rota e o Melhor-Custo,

linhas 17 e 18, respectivamente.

5.1.3 Reconexao de caminhos

A Reconexao de Caminhos (RC) foi inicialmente introduzida no contexto da
metaheuristica Busca Tabu [26], como uma abordagem para integrar estratégias de
intensificacdo e diversificagdo ao processo de busca. Em [25] é apresentado um le-
vantamento sobre reconexao de caminhos. A técnica consiste em explorar trajetorias
que conectam solucoes de alta qualidade, comecando de uma solu¢ao base e gerando
um caminho na vizinhanca dessa solucao na direcao de outra solucao, chamada de
solugao alvo. Esse caminho é gerado selecionando-se movimentos que introduzam
atributos da solugao alvo na solucao base. A cada passo, todos os movimentos que
incorporam atributos da solucao alvo sao analisados e o melhor movimento é esco-
lhido. Essa abordagem ¢ denominada reconexao de caminhos porque quaisquer duas
solugoes visitadas por um algoritmo de busca tabu estao ligadas por uma seqiiéncia
de movimentos.

solucao base solucao alvo

. Caminho na vizinhanca das solugoes
0O e
—0—

Figura 5.7: Reconexao de caminhos: exploracao de trajetérias que conectam solugoes

de alta qualidade (elite)
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A reconexao de caminhos incorporada a um algoritmo GRASP tem como objetivo
intensificar a busca em regioes onde solugoes de qualidade tenham sido encontradas.
Seu uso foi introduzido por Laguna e Marti [33|. Na implementacao proposta por
eles, as trés melhores solucoes obtidas pela estratégia sao armazenadas em um con-
junto elite P para serem usadas como solucoes alvo pela reconexao de caminhos.
Apos cada iteracao do algoritmo GRASP, a solucao obtida é comparada as solugoes
armazenadas em P. Caso a nova solugao seja melhor do que alguma das solugoes

armazenadas, o conjunto elite P ¢é atualizado.

A RC pode ser incorporada a uma abordagem GRASP de duas formas basicas.
A primeira delas consiste em aplicar a reconexao apos cada iteracao do algoritmo,
entre a solucao produzida pela busca local e uma solucao do conjunto elite corrente.
A segunda estratégia consiste em realizar a reconexao entre solucoes do proprio
conjunto elite, obtidas durante as iteracoes do GRASP. A figura 5.8 mostra o pseudo-

cddigo de um procedimento GRASP com reconexao de caminhos.

procedimento GRASP COM RECONEXAO DE CAMINHO
Repita por Max Iterations

Construa uma solu¢do randémica gulosa;

Aplique reconexao de caminhos para melhorar a qualidade da solucgio;

1.
2
3
4. Use busca local para tentar melhorar a qualidade da solugao construida;
5
6 Atualize o conjunto elite;

7

Atualize a melhor solucao encontrada;

Figura 5.8: Algoritmo basico de GRASP com reconexao de caminho.

Neste trabalho, a Reconexao de Caminhos (RC) é feita usando-se a solucao
produzida pela busca local como solucao base e todas as solugoes de P, escolhidas
como alvo. Por este motivo, a fim de nao sobrecarregarmos o GRASP com a adigao
deste modulo de RC, utilizamos um conjunto elite bem pequeno, neste caso de
tamanho 3. Além disso, ainda pelo mesmo motivo de nao sobrecarregar o tempo
de processamento do algoritmo, nao vamos ativar a RC em todas as iteragoes do

GRASP. Optamos por ativar a RC de tempos em tempos, apenas quando conjunto
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elite P tiver sido atualizado.

Para fazer a reconexdo nos separamos os vértices de V\T da solugio base e da
solugdo alvo. A cada iteracao da reconexao, um vértice de V\T pertencente a solu-
cao alvo é introduzido na solucao base. Note que neste passo nenhum processamento
muito grande é feito na escolha do vértice que vai entrar na solucao base, apenas
pegamos o primeiro vértice sa solucao alvo e o acrescentamos na solugao base. Fa-
zemos isso com o intuito de nao onerarmos o tempo de processamento do algoritmo
como um todo. Apds se introduzir um vértice na solugao base, o algoritmo ira tentar
retirar os vértices de V' \T nao pertencentes a solugio alvo e ird avaliar o custo dessa
solucao gerada. Somente a melhor solugao gerada é guardada. Note que, a remocao
destes vértices s6 serd possivel caso esse passo nao gere uma solucao inviavel, ou
seja, caso nenhum vértice de W fique descoberto e PRIZE seja coletado. Portanto,

em nenhum passo da reconexao uma solucao inviavel é gerada.



Capitulo 6

Resultados Computacionais

Nesta secao apresentamos os resultados computacionais com os dois procedimen-
tos GRASP propostos. O GRASP que chamamos de GRASP1, consiste do algoritmo
de construgao ADD e da busca local BL1. E o GRASP2, consiste do algoritmo de
construcao ADD e da busca local BL-VNS.

Uma comparacao entre os resultados obtidos pelas heuristicas e o 6timo fornecido
pelo método exato, usando a formulagao matemaética proposta, e ainda os resultados
obtidos com a aplicacao das regras de reducao nas instancias testadas no método
exato sao apresentados. Nos nomes das instancias, os prefixos numeéricos indicam o

tamanho da mesma.

Devido a auséncia de instancias para o PRR ou o PRR-CP nas bibliotecas der
instancias na Internet. Foi implementado um conjunto de instancias para testes
usando um plano cartesiano de 100 x 100, as coordenadas foram geradas aleatori-

manente, e a distancia usada é a euclidiana.

Os testes foram realizados em um micro computador Atlhon, com processador

de 2GHz e 1Gb de memoria RAM.

As tabelas 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 mostram a taxa de reducao obtida com a aplicacao
das regras aqui propostas. Nas segunda, terceira e quarta colunas temos as di-

mensoes de cada conjunto associado ao PRR-CP, |W/|, conjunto dos vértices que
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devem ser cobertos, |V \ T'|, conjunto dos vértices que podem entrar na rota e |7/,
conjunto dos vértices que devem estar na rota. Na quinta coluna temos o niimero
total de vértices do Grafo Original (GO). Na sexta coluna temos o tamanho do
Grafo Reduzido (GR), que consiste no grafo original apos a aplicacdo das regras de
reducao. E finalmente, na ultima coluna temos o percentual de reducao dos grafos,

apo6s o uso das regras propostas.

Os resultados das tabelas 6.1 - 6.4 mostram o impacto das regras de reducgao
aqui propostas para o PRR-CP, onde em média houve uma reducao de 20% para

grafos de diferentes dimensoes.

6.1 Avaliacao das heuristicas GRASP

Esta secao apresenta os resultados computacionais obtidos com as heuristicas
GRASP propostas para instancias de até 500 vértices. As tabelas 6.5 e 6.6 mostram
o desvio das metaheuristicas para os grafos originais e reduzidos. Este desvio é
calculado entre a média das solugoes obtidas pelo algoritmo (executados trés vezes

cada) e a melhor média considerando todos as heuristicas:
| ( média das solugoes - melhor solugao heuristica) <+ média das solugoes| .

Em 6.5, da segunda a quinta coluna, apresentamos os resultados obtidos pelo
GRASP1, com os grafos originais (GO) e reduzidos (GR), com e sem a aplicac¢ao
da Reconexao de Caminhos (RC), respectivamente. Em 6.6 mostramos os mesmos
resultados para o GRASP2. Note que, em muitos casos a qualidade da solucao me-
lhora para os grafos reduzidos (GR). Isso acontece devido a diminui¢do no tamanho
do grafo de entrada e consequentemente na diminui¢ao do espago de busca das so-
lugoes. Facilitando, dessa forma, o trabalho da heuristica para encontrar solucoes

de boa qualidade.

As tabelas 6.7 e 6.8 mostram o tempo de processamento das heuristicas GRASP1
e GRASP2, para os grafos originais e reduzidos, com e sem a aplicacao da Reconexao

de Caminhos (RC), respectivamente. Neste caso, em particular, com o objetivo de
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TESTE | |[W| | [V\T| | |T| | WUV|-GO | [W{JV|-GR | % reducao
1 9 6 15 | 30 24 20
2 15 9 6 30 25 17
3 6 12 12 | 30 22 27
4 3 15 12 | 30 21 30
) 12 12 6 30 20 33
6 3 12 15 | 30 18 40
7 15 12 3 30 20 33
8 12 9 9 30 20 33
9 3 9 18 | 30 18 40
10 6 9 15 | 30 18 40
11 15 10 25 | 50 43 14
12 25 15 10 | 50 45 10
13 10 20 20 | 50 42 16
14 5 25 20 | 50 41 18
15 20 20 10 | 50 44 12
16 ) 20 25 | 50 41 18
17 25 20 ) 50 45 10
18 25 15 10 | 50 45 10
19 20 15 15 | 50 44 12
20 10 15 25 | 50 42 16
21 20 50 30 | 100 100 0
22 50 30 20 | 100 85 15
23 20 40 40 | 100 82 18
24 10 50 40 | 100 78 22
25 40 40 20 | 100 84 16
26 10 40 50 | 100 78 22
27 50 40 10 | 100 85 15
28 40 30 30 | 100 84 16
29 10 30 60 | 100 78 22
30 20 30 50 | 100 82 18

Tabela 6.1: Reducao do Grafo, com até 100 vértices, usando as regras propostas

para o PRR-CP
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TESTE | |W| | [V\T| | |T| | WUV|-GO | [W{JV]|-GR | % reducao
31 45 30 75 | 150 124 17
32 75 45 30 | 150 125 17
33 30 60 60 | 150 122 18
34 15 75 60 | 150 118 21
35 60 60 30 | 150 124 17
36 15 60 75 | 150 118 21
37 75 60 15 | 150 125 17
38 60 45 45 | 130 124 17
39 15 45 90 | 150 118 21
40 30 45 75 | 150 122 18
41 40 100 60 | 200 200 0
42 100 | 60 40 | 200 170 15
43 60 100 40 | 200 200 0
44 20 100 80 | 200 149 26
45 80 80 40 | 200 169 16
46 20 80 100 | 200 163 19
47 100 | 80 20 | 200 170 15
48 80 60 60 | 200 169 16
49 20 60 120 | 200 113 44
50 40 60 100 | 200 117 42

Tabela 6.2: Reducao do Grafo, com até 200 vértices, usando as regras propostas

para o PRR-CP
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TESTE | |W| | [V\T| | |T| | WUV|-GO | [W{JV]|-GR | % reducao
o1 75 50 125 | 250 197 21
92 125 | 75 20 | 250 175 25
93 a0 100 100 | 250 170 32
54 25 125 100 | 250 163 35
95 100 | 100 a0 | 250 199 20
o6 25 100 125 | 250 193 23
o7 125 | 100 25 | 250 200 20
o8 100 | 75 75 | 250 200 20
99 25 75 150 | 250 193 23
60 50 75 125 | 250 197 21
61 90 60 150 | 300 236 21
62 90 150 60 | 300 300 0
63 60 120 120 | 300 220 27
64 30 150 120 | 300 212 29
65 120 | 120 60 | 300 200 33
66 30 120 150 | 300 195 35
67 150 | 120 30 | 300 200 33
68 120 | 90 90 | 300 209 30
69 30 90 180 | 300 204 32
60 60 90 150 | 300 207 31

Tabela 6.3: Reducao do Grafo, com até 300 vértices, usando as regras propostas

para o PRR-CP
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TESTE | |W| | |V\T| | |T| | WUV]|-GO | [WV]|-GR | % redugao
71 120 | 80 200 | 400 316 21
72 200 | 120 80 | 400 301 25
73 80 160 160 | 400 295 26
74 120 | 200 80 | 400 400 0
75 160 | 160 80 | 400 250 38
76 40 160 200 | 400 245 39
77 200 | 160 40 | 400 250 38
78 160 | 120 120 | 400 279 30
79 40 120 240 | 400 274 32
80 80 120 200 | 400 277 31
81 150 | 100 250 | 500 396 21
82 250 | 150 100 | 500 374 25
83 150 | 250 100 | 500 500 0
84 50 250 200 | 500 362 28
85 200 | 200 100 | 500 350 30
86 50 200 250 | 500 344 31
87 250 | 200 20 | 500 500 0
88 200 | 150 150 | 500 350 30
89 50 150 300 | 500 344 31
90 100 | 150 250 | 500 348 30
91 300 | 200 500 | 1000 796 20
92 500 | 300 200 | 1000 749 25
93 200 | 400 400 | 1000 745 26
94 100 | 500 400 | 1000 737 26
95 400 | 400 200 | 1000 650 35
96 100 | 400 500 | 1000 645 36
97 500 | 400 100 | 1000 650 35
98 400 | 300 300 | 1000 699 30
99 100 | 300 600 | 1000 694 31
100 200 | 300 500 | 1000 697 30

Tabela 6.4: Reducao do Grafo, com até 1.000 vértices, usando as regras propostas

para o PRR-CP
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TESTE | GRASP1(GO) | GRASP1(GR) | GRASP1+RC(GO) | GRASP1+RC(GR)
50.a 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
50.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
50.c 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
100.a 0,0014 0,0014 0,0000 0,0014
100.b 0,0028 0,0028 0,0042 0,0028
100.c 0,0014 0,0014 0,0014 0,0014
200.a 0,0243 0,0321 0,0038 0,0107
200.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
200.c 0,0230 0,0160 0,0010 0,0000
300.a 0,0817 0,0933 0,0156 0,0082
300.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
300.c 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
400.a 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
400.b 0,0351 0,0351 0,0056 0,0042
400.c 0,1115 0,0921 0,0180 0,0083
500.a 0,0469 0,0515 0,0017 0,0034
500.b 0,0640 0,0586 0,0035 0,0029
500.c 0,0411 0,0512 0,0000 0,0012
Média 0,0206 0,02419 0,0030 0,0024

Tabela 6.5: Desvio obtido pela heuristica GRASP1 em instancias de médio e grande

porte

nao sobrecarregarmos o tempo de processamento das heuristicas foi implementada

um RC suavizada. Ou seja, o tamanho do conjunto elite é bem pequeno e esta nao

é aplicada em todas as iteracoes do GRASP. Além disso, nao foi pesquisado a cada

passo da RC o melhor movimento a ser feito. Ao invés disso, pegamos o primeiro

vértice de V\T da lista de vértices que pertencem a solugao alvo, mas nao pertence

a solucao base e insere-se este vértice na solucao base. Feito isso, tentamos retirar

os demais vértices que pertencem a solugao base, mas nao pertencem a solugao alvo.
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TESTE | GRASP2(GO) | GRASP2(GR) | GRASP2+RC(GO) | GRASP2+RC(GR)
50.a 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
50.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
50.c 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
100.a 0,0014 0,0014 0,0000 0,0014
100.b 0,0056 0,0028 0,0000 0,0028
100.c 0,0000 0,0014 0,0014 0,0014
200.a 0,0321 0,0321 0,0000 0,0077
200.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
200.c 0,0160 0,0200 0,0030 0,0040
300.a 0,0858 0,0809 0,0148 0,0000
300.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
300.c 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
400.a 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
400.b 0,0358 0,0386 0,0084 0,0000
400.c 0,1018 0,1060 0,0450 0,0000
500.a 0,0538 0,0504 0,0000 0,0074
500.b 0,0634 0,0598 0,0000 0,0035
500.c 0,0443 0,0449 0,0031 0,0006
Média 0,0244 0,02435 0,0042 0,0016

Tabela 6.6: Desvio obtido pela heuristica GRASP2 em instancias de médio e grande

porte
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TESTE | GRASP1(GO) | GRASP1(GR) | GRASP1+RC(GO) | GRASP1+RC(GR)
50.a 0,0000 0,0000 0,0100 0,0125
50.b 0,0000 0,0000 0,1900 0,1875
50.c 0,0000 0,0000 0,2350 0,2450
100.a 1.0000 1.0000 1,5500 1,5600
100.b 0,0000 0,0000 0,5975 0,6225
100.c 1.0000 1.0000 1,4000 1,3900
200.a 13,0000 13,0000 13,7400 13,7600
200.b 0,0000 0,0000 0,1200 0,1200
200.c 13,8050 13,5500 13,8300 13,5100
300.a 30,0000 29,0000 30,0000 30,1200
300.b 0,0000 0,0000 0,3300 0,3200
300.c 41,5000 41,0000 41,8300 41,6900
400.a 63,5000 0,0000 60,3600 0,4000
400.b 26,0000 26,0000 26,6500 26,3000
400.c 75,7500 74,5000 76,1800 75,1900
500.a 126,0000 127.,5000 130,0000 125,0400
500.b 248,2500 247.7500 246,2900 248,7700
500.c 108,7500 109,5000 109,7200 109,3300

Tabela 6.7: Tempo médio de processamento,em segundos, para GRASP1
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TESTE | GRASP2(GO) | GRASP2(GR) | GRASP2+RC(GO) | GRASP2+RC(GR)
50.a 0,0100 0,0100 0,0125 0,0125
50.b 0,1900 0,1925 0,1900 0,1950
50.c 0,2375 0,2425 0,2475 0,2400
100.a 1,5300 1.5700 1,5700 1,5600
100.b 0,5875 0,5600 0,5600 0,6250
100.c 1,3900 1.3900 1,3900 1,5300
200.a 13,7200 13,8500 13,7300 13,8400
200.b 0,1100 0,1000 0,1200 0,1200
200.c 13,0000 13,0000 13,7600 13,5900
300.a 30,0400 29,9300 30,0200 28,6900
300.b 0,3000 0,2900 0,3300 0,3100
300.c 41,8900 41,8100 41,9800 41,8400
400.a 63,1100 0,3800 60,3600 0,4000
400.b 26,6500 26,2700 26,3700 26,3400
400.c 76,2900 75,0000 75,9900 75,0000
500.a 126,4800 126,4700 126,7000 126,3700
500.b 248,2000 247.,2500 247.6900 249,8600
500.c 114,7800 115,3500 109,4000 109,4000

Tabela 6.8: Tempo médio de processamento,em segundos, para GRASP2
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TESTE

GRASP1(GO)

GRASP1(GR)

GRASP1+RC(GO)

GRASP1+RC(GR)
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Tabela 6.9: Desvio entre as solugoes obtidas pela heuristica GRASP1

exatas

e as solugoes

6.2 Comparacao entre o GRASP e o método exato

Nesta secao apresentamos uma comparacao entre as heuristicas aqui propostas

e o método exato, utilizando a formulacao matemética proposta. Nas tabelas 6.9 e

6.10, a primeira coluna indica o tamanho da instancia testada, a segunda e terceira

coluna indica o desvio das solu¢oes heuristicas em relagao ao 6timo global, fornecido

pelo XPRESS-MP [15]. Note nas tabelas 6.9 e 6.10 que o GRASP sem RC conseguiu

chegar no 6timo para quase todas as instancias testadas. Enquanto que o GRASP

com RC conseguiu atingir o 6timo para todas as instancias. Nestes exemplos, nao

pode ser verificado um impacto significativo nos grafos reduzidos (GR) devido ao

tamanho das instancias, que sao bem pequenas.
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TESTE

GRASP2(GO)

GRASP2(GR)

GRASP2+RC(GO)

GRASP2+RC(GR)

10.a

10.b

10.c
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Tabela 6.10: Desvio entre as solugoes obtidas pela heuristica GRASP2 e as solugoes

exatas
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6.3 Uso das regras de reducao no método exato

Nesta secao apresentamos o impacto das regras de reducao no desempenho do
método exato que utiliza a formulacao aqui proposta e o software XPRESS-MP
[15]. Na tabela 6.11, na primeira coluna temos o tamanho das instancias testadas,
na segunda coluna temos a performance do método exato sem o uso das regras
de reducao, e na terceira coluna temos a performance, com o uso das regras. A
performance (tempo de execucao) é medida em segundos. O (x) nas colunas indicam

que o XPRESS-MP nao chegou no 6timo, ap6s quatro horas de processamento.

Na tabela 6.11 podemos observar o impacto das regras de redu¢ao no método
exato. Para a instancia 30.c, por exemplo, com o grafo original nao foi possivel
chegarmos no 6timo. Entretanto com o grafo reduzindo em 218 segundos se obteve a
solucao 6tima. Por outro lado, para a instancia 30.b nao houve diminui¢ao alguma no

tempo de processamento. Isso ocorreu, pois nao houve reducao para esta instancia.

6.4 Andalise do Impacto das regras de reducao nas

heuristicas e no método exato

Os resultados ilustrados nas tabelas 6.5- 6.11 mostram o impacto do uso das
regras de redugao propostas na qualidade das solugoes geradas pelas heuristicas,
bem como nos tempos computacionais exigidos tanto pelas heuristicas quanto pelo

método exato.

Além disso, observamos que o uso das regras permite a obtencao de solugoes

exatas para instancias de dimensoes maiores (tabela 6.11).

Em relacao as heuristicas GRASP aqui propostas, verifica-se que tanto o GRASP1
como o GRASP2 apresentam um desempenho muito bom como observado nas com-

paragoes com o método exato (tabelas 6.9 e 6.10).

Observamos também que na média a busca local VNS apresenta resultados ligei-

ramente superiores aos obtidos pela busca BLL1 (GRASP1). Outro aspecto relevante,
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TESTE | EXATO-GO | EXATO-GR
10.a 0 0

10.b 0 0

10.c 0 0

15.a 0 0

15.b 0 0

15.c 0 0

20.a 6 0

20.b 6 0

20.c 792 613
30.a 3 0

30.b 10.757 10.757
30.c * 218
40.a 10.756 10.744
40.b * 15
40.c 3967 219

Tabela 6.11: Performance do método exato com e sem o uso das regras de redugao
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¢ a melhora que o modulo de reconexdo de caminhos (RC) proporciona ao GRASP,

sem onerar significativamente os tempos computacionais.

Em relagao aos tempos computacionais do método exato comparando com os
tempos das heuristicas observou-se uma diferenca significativa onde o XPRESS che-
gou a exigir em alguns casos mais de 4 horas, o GRASP para estas instancias exigiu

apenas alguns segundos.

Adicionalmente, uma nova bateria de testes foi executada, agora com o intuito
de avaliar a robustez das heuristicas aqui propostas em relacao a sua convergéncia

para valores alvos sub-6timos.

6.5 Distribuicao de probabilidade das Heuristicas
GRASP

O objetivo desta se¢ao é estudar o comportamento médio das heuristicas GRASP
e de algumas de suas variantes com reconexao de caminhos. Referéncias deste estudo
podem ser encontradas em [2]. Nesta nova bateria de testes, usamos como critério
de parada um valor alvo 7 da funcao objetivo para o GRASP, este vai ser executado
até que encontre uma solucao com valor pelo menos tao bom quanto 7. Este crité-
rio de parada permite comparar os tempos de execucao média de cada algoritmo,
considerando-se que as solugoes obtidas nao precisam ser necessariamente idénticas,
mas sim de mesma qualidade. O objetivo destes testes é verificar a performance
meédia das heuristicas aqui propostas em termos do tempo necessario para se atingir

solucoes sub-6timas.

Para cada par problema teste/valor alvo, mediu-se o tempo de execugdo neces-
sario para se obter uma solugao com custo pelo menos tao bom quanto o valor alvo

e analisou-se a distribuicao desses tempos.
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6.5.1 Projeto dos experimentos

Nessa secao serao descritos os experimentos realizados. Para cada um dos al-
goritmos GRASP apresentados neste trabalho, a distribuicao da probabilidade do
tempo para valor alvo foi estudada para trés problemas testes. Tomamos como valor
alvo a média entre o valor médio obtido pelas heuristicas e o melhor valor da fun-
¢ao objetivo. Foram realizados 100 execucoes do programa para cada par problema
teste/valor alvo. Em cada execucdo, o programa foi interrompido apés encontrar
uma solucao de custo pelo menos tao bom quanto o valor alvo, e o seu tempo total
de CPU (em segundos) foi registrado. Para cada uma das 100 execugoes de cada
par, o gerador de nimeros aleatérios foi inicializado com uma semente diferente,

assim, as execucoes sao independentes.

Para cada par problema teste/valor alvo, os tempos de execu¢ao medidos sao
ordenados de forma crescente. Ao i-ésimo tempo de execugao ordenado (t;) é asso-
ciada uma probabilidade p; = (i — 1/2)/n. Os pontos z; = (t;,p;) parai =1,...,n
sao plotados em um grafico, segundo a definicdo dada em [2]. Nestes gréaficos,
cada curva representa o desempenho de um algoritmo e quanto mais a esquerda
estiver a curva melhor serd desempenho do algoritmo associado. As figuras 6.1
- 6.6 ilustram, separadamente, os gréaficos das distribuicoes exponenciais dos al-
goritmos GRASP1, GRASP1(Red), GRASP1+PR, GRASP1+PR(Red), GRASP2,
GRASP2(Red), GRASP2+PR, GRASP2+PR(Red), para instancias de tamanho
200, 300 e 400.

O objetivo desta secao é analisar o impacto das regras de reducao e do modulo de
reconexao de caminhos (RC) nas heuristicas GRASP. Para isso, selecionamos uma
instancia de 200, 300 e 400 vértices do PRR-CP e para cada instancia determinamos

um valor alvo a ser atingido.

Pelos resultados observados nas figuras 6.1 a 6.6 notamos que o modulo de re-
conexao melhora sensivelmente o desempenho do GRASP na sua convergéncia para

valores subdtimos.

Por exemplo, na figura 6.2, na avaliacao do GRASP2, observamos que as versoes
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probabilidade

"GRASP1"
s s s "GRASP1(Red)" ------
R [ ; "GRASPL+PR" -weeeeereens
3 — : "GRASPL+PR(Red)" ==~

0.01 0.1 1 10 100 1000
tempo para sub’otimo (s)
Figura 6.1: Grafico das distribui¢cdes exponenciais para uma instancia de tamanho

200, utilizando o algoritmo GRASP1

com RC usando o grafo original (GRASP2+RC) e o grafo reduzido (GRASP2+RC(Red))
tem uma probabilidade de obter uma convergéncia de 100% em torno de 10 segundos.
Neste tempo, as versoes sem RC apresentam uma probabilidade de convergéncia de
apenas 10%. Nos demais testes (figuras 6.1, 6.3, 6.4, 6.5 e 6.6) observamos um
comportamento similar mostrando com isso, a eficiéncia do médulo de reconexao de

caminhos.

Além disso, os resultados das figuras 6.1 a 6.6 nos mostram também que todas
as versoes do GRASP, mesmo as mais lentas (GRASP1 e 2 sem RC) convergem
para o valor alvo num tempo razoavel (menos de 1000 segundos). Isso mostra a
robustez destas heuristicas em diferentes testes computacionais, o que da a elas a
confiabilidade necessaria para sua utilizacao na solucao de problemas de otimizacao

combinatoria.
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probabilidade

"GRASP2"

[ "GRASP2(Red)" ------

i "GRASP2+PR" eeeeeeees

! "GRASP2+PR(Red)" ------

0 L P L ——g--7 L L il L L L
0.01 0.1 1 10 100 1000

tempo para sub’otimo (s)

Figura 6.2: Grafico das distribui¢cdes exponenciais para uma instancia de tamanho

200, utilizando o algoritmo GRASP2
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probabilidade

"GRASP1"

1 "GRASP1(Red)" ------
i "GRASP1+PR" eereeeeeees
| : 1 "GRASP1+PR(Red)" ------
0 1 1 1 1 Z 1 1L ., ) ) ! ] I
0.01 0.1 1 10 100

tempo para sub’otimo (s)

1000

Figura 6.3: Grafico das distribuicdes exponenciais para uma instancia de tamanho

300, utilizando o algoritmo GRASP1
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probabilidade

"GRASP2"

[H
:l: "GRASP2(Red)" -----
i "GRASP2+PR" eeeeeeees
e "GRASP2+I|3R(Red)" oo
0.01 0.1 1 10 100

tempo para sub’otimo (s)

1000

Figura 6.4: Grafico das distribui¢cdes exponenciais para uma instancia de tamanho

300, utilizando o algoritmo GRASP2
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probabilidade

"GRASP1"

"GRASP1(Red)" —----:

: : : "GRASP1+PR" .............

: ! : "GRASP1+PR(Red)" ------
0 . PPN R S S e Bl -
0.01 0.1 1 10 100 1000

tempo para sub’otimo (s)

Figura 6.5: Grafico das distribui¢cdes exponenciais para uma instancia de tamanho

400, utilizando o algoritmo GRASP1



6.5 Distribuicao de probabilidade das Heuristicas GRASP 65

probabilidade
o
[}

I
~

0.2

"GRASP2"
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"GRASP2+PR" oo
i "GRASP2+I|3R(Red)" o
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0.01 0.1 1 0 00 o
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Figura 6.6: Grafico das distribui¢cdes exponenciais para uma instancia de tamanho

400, utilizando o algoritmo GRASP2



Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Apresenta-se neste trabalho uma nova generalizacao do TSP definido como “O
Problema de Recobrimento de Rotas com Coleta de Prémios” (PRR-CP). Como

contribuigoes, apresenta-se:

(i) Uma formulagao matematica descrevendo-o como um problema de programa-
¢ao linear inteira. A formulagdo ao contrario da maioria das formulagoes do TSP
exige apenas um nimero polinomial de restri¢oes para evitar a formacao de rotas

desconexas da origem;

(ii) Sdo propostas regras para reduzir as dimensoes do grafo associado. Nos testes
realizados, mostrou-se a importancia do uso destas regras que conseguem reduzir em

média as dimensdes do problema em cerca de 20%;

(iii) Devido a elevada complexidade computacional do problema tratado, sdo
apresentadas heuristicas usando conceitos de GRASP, VNS e Reconexao de Ca-
minhos para resolver aproximadamente o PRR-CP. O desempenho das heuristicas
mostrou-se bastante satisfatério encontrando a solucao 6tima na maioria dos casos
onde o 6timo é conhecido. Além disso, mostrou-se a eficacia das regras de reducao
que melhoram significativamente a performance tanto de métodos exatos como das

heuristicas;

(iv) Finalmente, tratamos de uma questao crucial da maioria das heuristicas, que
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¢ seu desempenho irregular para um conjunto de instancias arbitrarias. Para tratar
desta questao mostrou-se através de exaustivas simulagoes de um grupo de instan-
cias, o comportamento das heuristicas aqui propostas em relacao a sua convergéncia
para valores alvos pré- estabelecidos. Os resultados mostram uma robustez da heu-
ristica onde a convergéncia para 100% das execucoes é obtida sempre em tempos

computacionais satisfatorios.

Como sugestoes para trabalhos futuros, podemos incluir o uso de outras heuristi-
cas para o PRR-~CP, o desenvolvimento de outras regras de reducao e a paralelizacao

dos algoritmos aqui propostos.
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