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Resumo

Apresenta-se nesse trabalho um modelo matemaético expresso por um sistema de
equacoes diferenciais que descreve a dinamica de quatro categorias de individuos:
susceptiveis, latentes, doentes com tuberculose pulmonar e doentes com tuberculose
extra-pulmonar. O modelo como apresentado, torna possivel avaliar a influéncia de:
casos de reinfeccao, conversao de doentes nao infectantes em infectantes, diferentes
possibilidades de tratamento e o sucesso ou falha dessas intervencgoes e casos de re-
cidiva. Considera-se também que individuos curados permanecem com o bacilo, o
que significa que esses retornam para a categoria dos infectados ou latentes. Dessa
forma, analisa-se inicialmente a dinamica da tuberculose na auséncia de tratamento,
considerando apenas cura natural. A influéncia do abandono do tratamento é anal-
isada considerando-se que o paciente que nao conclui o tratamento continua doente
(infectante ou nao). Resultados da andlise de estabilidade sdo apresentados e us-
ando parametros encontrados na literatura e em todos os casos analisados emprega-
se o Método de Monte Carlo para fazer a andlise de incerteza, a qual permite uma
avaliacao dos efeitos da incerteza nos valores dos parametros simulados nas variaveis
epidemioldgicas de saida ao longo do tempo para o modelo proposto.



Abstract

In this work we present a model formed by a system of differential equations that
describe tha dynamic of 4 groups of individuals: susceptible, latent, infectious tuber-
culosis (pulmonary tuberculosis, to sputum-smear positive) and noinfectious (pul-
monary but to sputum-smear negative or extrapulmonary). As considered here, the
model makes possible to evaluate the influence of: reinfection cases, conversion of
noninfectious for the infectious tuberculosis, different possibilities of treatments and
the sucess or failure of these interventions. We also consider that cured individual
remains infected, which means that they return to the category of the latent ones.
In this way, we initially analyze the dynamics of the tuberculosis with treatment
absence, considering only natural healing. Treatment s influence is also presented
considering that patients that do not complete treatment continues with the ilness
(infectious or noninfectious). Results are presented using parameters found in the
literature and in all analyzed cases we employ Monte Carlo’s Method to make un-
certainty analysis which allow us to evaluate the uncertainty effect on the simulated
parameters values for the outcome variables over time of the epidemiological model.



Glossario

individuos suscetiveis

individuos infectados

individuos doentes infectantes

individuos doentes nao-infectantes

populagao total (N= S+L+T;+7,)

nimero de individuos que migram ou nascem a cada unidade de tempo
proporcao de novos infectados que desenvolvem a doenca em até um ano
probabilidade de desenvolver a tuberculose infectante, em até um ano
probabilidade de desenvolver tuberculose infectante, apés um ano de infeccao
taxa de progressao para a tuberculose

taxa de mortalidade devida a tuberculose

taxa de mortalidade por outras causas

coeficiente de transmissao da tuberculose
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Capitulo 1

Introducao

O ressurgimento de epidemias como a de tuberculose, considerada erradicada em
alguns paises, constitui um grande desafio na definicao de politicas ptblicas para
a saude, exigindo o desenvolvimento e a implantacao de estratégias de agao que
tenham como principal objetivo a informagao, o combate e a erradicagao da doenca.

A tuberculose, como no passado, volta a representar um sério problema social. E
a doenca que mais se apresenta como causa-mortis dos acometidos pelo HIV quando
comparada a qualquer outra doenga, ¢ também a que mais mata mulheres mesmo se
comparada com as doencas maternas e entre adultos e jovens, é a doenca infecciosa
que mais faz vitimas [19].

Os dados fornecidos pela OMS (Organizagdo Mundial de Saide) retratam que
existem entre 12,1 e 22,5 milhoes de individuos acometidos pela tuberculose em
todo o mundo e que 1,9 bilhao de pessoas estejam infectadas pelo Mycobacterium
Tuberculosis [31].

No Brasil estima-se que 43.600.000 pessoas estejam infectadas e que 130.000
novos casos sejam gerados a cada ano, caracterizando um quadro critico e colocando
o Brasil entre os paises de maior incidéncia da doenca no mundo, tais como, fndia,
Indonésia, Paquistao e Bangladesh [22, 19].

Em recente artigo publicado no Jornal Folha de Sao Paulo em 28 de marco de
2004, Christopher Dye, pesquisador e consultor da OMS sobre a tuberculose e que
tem varios trabalhos publicados em modelagem matematica afirma que o Brasil é o
pais em desenvolvimento onde as politicas para combate a epidemia de tuberculose
tem tido resultados mais lentos, piores que em outros paises mais pobres, como
fndia, Indonésia, Paquistao e até Bangladesh. Concordando com essa avaliagao, o
Ministro Humberto Costa acrescenta que os aumentos observados nos indices da
tuberculose no Brasil estao relacionados tanto a falhas no diagndstico como também
na descontinuidade do tratamento. Pode-se citar o abandono do tratamento como
um fator que atua fortemente nos niimeros indicadores da doenca pois gera grande
efeito em nivel de epidemia. Através desse abandono a tuberculose se dissemina,
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uma vez que os individuos com tuberculose pulmonar continuam transmitindo a
doenca ou ainda adquirem um tipo de tuberculose resistente aos medicamentos.

Modelos matematicos descritos por equagoes diferenciais podem ser de grande
utilidade nao s6 para o entendimento da dinamica de transmissao e disseminacao de
uma epidemia de tuberculose como também pode contribuir na defini¢cao de melhores
intervengoes para o controle e potencial erradicacao da doenca.

A aplicacao da modelagem matematica no estudo de doencas infecciosas tem
inicio em 1906. Desde entao varios trabalhos propuseram modelos matematicos
para diversos tipos de doenga, como por exemplo, a maldria [20, 27, 28|.

Modelos matematicos de carater simples sao propostos para a tuberculose a par-
tir de 1960 [33], o que auxiliou tanto no entendimento da dinamica dessa epidemia
como também na avaliacao dos efeitos de possiveis intervencoes. A partir de 1993,
tendo a OMS declarado a tuberculose uma emergéncia mundial em virtude do au-
mento do nimero de casos, principalmente aliado a epidemia de AIDS, o interesse
pela tuberculose é renovado e um grande nimero de modelos matematicos com a
finalidade de auxiliar na definicao de politicas publicas sao propostos, tais como:
2, 3, 5, 15, 17, 24].

O presente trabalho apresenta no Capitulo 2 uma breve descricao da tuberculose.
No Capitulo 3 descreve-se suscintamente as principais caracteristicas dos modelos
encontrados na literatura, as caracteristicas da epidemia a ser modelada e o modelo
proposto. A seguir, apresenta-se no Capitulo 4 os resultados da anélise de estabil-
idade. Testes computacionais, presentes no Capitulo 5, validam os resultados da
analise feita e apresenta-se simulacoes para avaliar a influéncia do sucesso do trata-
mento, as consequéncias do abandono do tratamento, entre outros. No Capitulo 6
apresenta-se a analise de incerteza que é utilizada para a obtencao de resultados
quantitativos e no Capitulo 7, conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Sobre a tuberculose

A tuberculose (TB) é uma doenca infecto-contagiosa que tem como agente trans-
missor o Mycobacterium Tuberculosis ou bacilo de Koch, tendo como principal hos-
pedeiro e transmissor o homem.

A expansao da tuberculose tem como sua aliada a falsa idéia de que a doenca esta
erradicada, sendo freqiientemente confundida com outras doencas, o que faz com que
os individuos acometidos pela moléstia freqiientemente nao obtenham tratamento
necessario. Isso promove nao s6 um maior comprometimento da saide do individuo,
como também o disseminar da doenca uma vez que o individuo com tuberculose
pode ser uma possivel fonte de disseminacao.

O individuo com tuberculose pulmonar responsavel pela disseminacao da doenca
transmite o bacilo através do processo da fala e de expectoragoes, tais como: tosse,
espirro, entre outras, pois libera no ar goticulas que contém em seu interior o agente
causador da TB. Um individuo que entre em contato com esse ar contaminado pode
inalar o bacilo e esse pode se instalar em seu organismo.

Estando o individuo infectado com esse bacilo ele pode se instalar nos pulmoes
ou através da corrente sanguinea atingir outros 6rgaos do corpo, tais como: os rins,
0S 0Ss0s, as meninges, entre outros.

Dos individuos que tiveram contato com o bacilo aproximadamente 10% sao
infectados pelo agente causador da tuberculose. Desses em torno de 5% desenvolvem
a doenca nos primeiros anos, isto é, por progressao direta e os outros 5% podem
desenvolvé-la ao longo de sua vida de uma forma mais lenta, pela ativagao dos bacilos
ja existentes no organismo, ou seja, por reativagao endégena [22].

Uma vez tratada a tuberculose tem cura. Um dos maiores problemas no com-
bate a doenca esta relacionado ao abandono do tratamento, que é uma das maiores
preocupagoes em nivel mundial. A quimioterapia tem duragdo minima de 6 meses,
e um meés apds o inicio do tratamento o individuo tem a falsa sensagao de estar
curado e freqiientemente abandona esse tratamento, continuando a ser transmissor
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da tuberculose, no caso da tuberculose pulmonar, ou adquirindo a tuberculose re-
sistente aos medicamentos. Quanto maior for o indice de abandono maiores serao as
possibilidades de que se tenham individuos acometidos pela tuberculose resistente
aos medicamentos, dificultando ainda mais o tratamento e cura desses individuos e
que passem a ser agentes transmissores desse tipo de tuberculose.

Segundo declaracao da OMS a melhor intervencao no combate a tuberculose é
o tratamento supervisionado ou Tratamento Diretamente Observado (DOT), que
compreende a notificacao de casos e o acompanhamento dos doentes na ingestao de
medicamentos, garantindo a conclusao desse tratamento.

2.1 A tuberculose no Brasil

No dia 24 de marco de 1882 Robert Koch relatou a descoberta do agente causador
da tuberculose, dando inicio a uma série de pesquisas que tinham por finalidade a
busca de medicamentos que pudessem ser utilizados para a erradicacao da doenca.
Apesar de muitos estudos terem surgido sé na metade do século XX é que se obteve
medicamentos eficazes. Com a utilizagao desses medicamentos os indices da epi-
demia melhoraram e muitos paises consideraram a tuberculose erradicada.

No Brasil o declinio observado nos indices da tuberculose ao final dos anos 90,
o qual sinalizava nao s6 um potencial controle, como também uma melhora no
combate a doenca, foi descontinuado com o aparecimento da epidemia de AIDS,
sendo constatado um crescimento no nimero de casos, processo esse que atingiu a
maioria dos paises do mundo [18, 19].

Apesar da taxa de mortalidade devido a tuberculose ter entrado em declinio,
a taxa de abandono do tratamento continuou aumentando, o que contribuiu para
o cardter ascendente da incidéncia de casos [18, 19]. A situacdo que se observou
nos anos 90 teve como fator atuante a extingao da Campanha Nacional Contra a
Tuberculose (CNCT), que aconteceu em 1991 [19].

Segundo o Plano Nacional de Controle Contra a Tuberculose (PNCT), do Min-
istério da Saude, esta situacao mostrou-se agravada pela ma utilizacao dos recursos
publicos no campo da satide, pela situacao sécio-economica precaria da populacao
brasileira e pela contribuicao da epidemia de AIDS na disseminagao da doencga. Este
cenario perdurou mesmo com esforgcos por parte de instituicoes que buscaram de-
senvolver, principalmente a partir de 1993, juntamente com a Fundacao Nacional
de Saude, medidas que tinham por finalidade melhorar o combate a doenca nao sé
pela especializagao de profissionais da drea de saude, como também das técnicas de
tratamento [19].

Mesmo com todos esses esforcos despendidos, a nao priorizacao da campanha
contra a tuberculose faz com que o plano vigente no pais, o PCNT, tenha um
nimero crescente de abandono e sua efetividade diminuida [19].
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Em 1995 o Brasil encontrava-se em uma situagao critica quanto as politicas
publicas, denotada pela falta de medicamentos para o tratamento dos doentes nos
postos de saide [25]. Essa situagao pode ser constatada pelos nimeros da tuber-
culose no ano em questao, onde 52% das pessoas contaminadas com a doenca era
do tipo infectante e contava-se com elevada taxa de abandono, que atingia a ordem
de 25% e com sub-notificacoes estimadas em torno de 30%, o que prejudicava o
estabelecimento de dados de uma forma mais precisa [19].

No final dos anos 90, nao s6 pacientes que estavam com tuberculose e com AIDS,
como também os que obtiveram alguma forma de resisténcia aos medicamentos
utilizados, tém a possibilidade de receber tratamentos especificos, onde o Brasil é o
unico pafs a oferecé-lo gratuitamente em sua totalidade [18].

Em recente artigo publicado no Jornal Saide Prev [7] do dia 20 de maio de 2004,
Fernando Fiuza de Melo, médico pneumologista do Instituto Clemente Ferreira,
orgao da Secretaria de Saude do Estado de Sao Paulo, declara que o tratamento
da doenca foi negligenciado no Brasil nos tltimos anos e ressalta que o pais ja teve
melhores momentos. Declara ainda que o problema da tuberculose no pais é de
ordem social e que a politica de tratamento multi-drogas pioneira no Brasil entre
os paises de terceiro mundo e a gratuidade do tratamento em sua totalidade ja
nao se mostram suficientes para o controle da doenca. O especialista segue afir-
mando que um dos graves problemas em relacao ao tratamento no pais é a falta
de investimentos em modelos de tratamento préprios. Como o Brasil segue mod-
elos americanos de tratamento, e a realidade norte-americana é bem diferente da
brasileira, estes modelos podem ser inadequados, trazendo resultados contrarios ao
esperado. Outro problema grave é o abandono que gera grande nimero de casos
resistentes aos medicamentos, o que prejudica o combate a doenca, uma vez que ha
40 anos nenhum novo medicamento foi criado especificamente para a tuberculose.



Capitulo 3

Modelo proposto e taxa de
reprodutibilidade

3.1 Introducao

Ao utilizar um modelo mateméatico para descrever algum fenémeno, considera-se um
conjunto de caracteristicas e categorias que se deseja apresentar no modelo para que
esse seja capaz de responder a questoes de interesse. Muitas vezes, inclui-se grande
numero de categorias para tentar descrever complexidades naturais do fenémeno
e para se obter maior realismo. Esses modelos além de nao permitirem melhores
conclusoes, podem ter a andlise matematica dificultada ou inviabilizada. Dessa
forma, é de grande importancia determinar inicialmente quais os fatores considerados
indispenséaveis para que o modelo seja capaz de responder as questdes requeridas [32]
e, se possivel permitir a andlise qualitativa desse modelo.

3.1.1 Modelos

Vérios trabalhos encontrados na literatura propoe modelos para a epidemia de tu-
berculose [3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 15, 14, 23, 24, 30].

Esses modelos se diferenciam quanto a diversos fatores que podem influenciar
no entendimento da evolucao da doenca, como por exemplo, a divisao da populacao
que varia de 2 a 17 categorias, a utilizagao ou nao de intervengoes, como por ex-
emplo: tratamento, vacinacao e quimioprofilaxia. Exemplificando, os modelos pro-
postos em [8, 9, 11, 12] nao consideram a progressao direta como uma das formas
de transmissao. Uma vez infectado o individuo permanece com o bacilo latente em
seu organismo. Ao desenvolver a tuberculose pulmonar, o individuo pode receber
tratamento e ser curado, migrando para a categoria dos individuos tratados. Nos
modelos apresentados em [9, 11, 12], o individuo permanece nessa categoria até que
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entre novamente em contato com individuos infectantes e siga para a categoria dos
individuos infectados.

Trabalhos propostos em [2, 3, 4, 5] apresentam modelos que assumem a progressao
direta como uma das formas que individuos infectantes podem transmitir o bacilo.
Uma vez infectado, o individuo pode desenvolver a tuberculose rapidamente, em
até um ano, ou pode desenvolve-la de uma forma lenta, anos apds a infeccao. Em
ambos os casos, o individuo pode ter a tuberculose pulmonar ou extra-pulmonar.
Considera-se também que individuos doentes podem ter sua cura de forma natural
[4, 5] ou por tratamento [3, 6]. No caso da cura natural, os individuos migram para
a categoria dos recuperados, tendo probabilidade de voltar a desenvolver a doenca
por recidiva [4, 5]. Em [3, 6] considera-se o tratamento como forma de intervencao e
os individuos curados seguem para uma categoria diferenciada, efetivamente trata-
dos, nao sendo considerada a possibilidade de recidiva. Em [6] considera-se, além
do tratamento, a quimioprofilaxia como forma de intervencao.

Em [14, 15] propoe-se modelos para a epidemia de tuberculose que além de con-
siderar a progressao direta como uma das formas de transmissao, tém como prin-
cipal caracteristica a utilizacdo do tratamento de individuos doentes como forma
de intervencao contra a expansao da tuberculose. Esses modelos incluem uma cat-
egoria diferenciada para os individuos que nao obtém sucesso no tratamento, ou
seja, categoria de tratamento falho. Em [14], avalia-se os efeitos da resisténcia aos
medicamentos, considerando diferentes categorias de individuos que tiveram falha
no tratamento.

Através da andlise dos modelos apresentados nos trabalhos descritos, optou-se
por simplificar o modelo proposto por Dye et al [15], citado no Capitulo 1, que além
de possibilitar a avaliagao dos efeitos do tratamento com sucesso e as conseqiiéncias
do abandono desse tratamento, inclui complexidades da doenca que dificultam a
analise do sistema de equacoes diferenciais associado, bem como a obtencao da taxa
de reprodutibilidade efetiva, que tem grande importancia quando o objetivo é fazer
uma analise qualitativa do modelo em questao.

O modelo apresentado em [15], que é um modelo matematico mais detalhado
para a epidemia de tuberculose, é composto por nove categorias de individuos:
os suscetiveis, os infectados, os individuos que desenvolvem a tuberculose, a do
tipo infectante e do tipo nao-infectante, os individuos curados por cura natural ou
por tratamento, os individuos imunizados e os que nao concluiram o tratamento
(tratamento falho). Considera-se nesse modelo que os individuos suscetiveis podem
adquirir imunidade ao bacilo através da vacinagao podendo ao longo dos anos perder
essa imunidade e ficar novamente suscetivel ao bacilo. Ao ser infectado o individuo
pode desenvolver a tuberculose rapidamente ou desenvolvé-la anos apos a infecgao.

Assume-se no modelo proposto por Christopher Dye que individuos que desen-
volvem a tuberculose podem ser curados naturalmente ou por tratamento. No caso
do individuo ficar curado sem nenhuma intervencao por medicamentos, esse mi-
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gra para a categoria dos individuos que tém cura natural. Os individuos que re-
cebem tratamento, podem ter sucesso nesse tratamento e retornar a categoria dos
individuos infectados, ou nao obter sucesso, devido ao abandono, seguindo para a
categoria dos que tém falha no tratamento. Em ambos os casos, tanto os individuos
que se curam naturalmente quanto os que obtém cura por tratamento, continuam
infectados com o bacilo, podendo desenvolver novamente a doenca.

3.2 Epidemia a modelar

Nesse trabalho propoe-se um modelo simplificado, com poucas categorias de in-
dividuos, que tem como objetivo principal a avaliagdo da politica DOT de trata-
mento. Dessa forma, a importancia do tratamento com sucesso e as conseqiiéncias
do abandono desse tratamento na evolucao da doenca devem ser avaliadas.

3.2.1 Sobre o modelo proposto

Para o objetivo descrito anteriormente, admite-se que parte dos individuos que en-
tram em contato com bacilo da tuberculose podem ser infectados. Uma vez contam-
inado o individuo pode desenvolver a doenga rapidamente ou ter o bacilo incubado
em seu organismo, podendo desenvolver ou nao a doenca em algum momento de
sua vida. Ao desenvolver a doenca o individuo pode adquirir a tuberculose pul-
monar, responsavel pela expansao da epidemia, ou outras formas de tuberculose.
Considera-se que o individuo possa ter sua doenca detectada ou nao, e caso tenha a
doenca notificada, pode receber tratamento e conclui-lo ou abandona-lo. No caso de
tratamento concluido admite-se que o individuo se cura, mas continua com o bacilo.
Considera-se também que o individuo que abandona o tratamento continua doente e
caso seja portador da tuberculose pulmonar, continua sendo um agente transmissor
da doenca. Além disso, considera-se casos de recidiva, onde parte dos portadores do
bacilo, os que ja tiveram tuberculose e se curaram, voltam a desenvolver a doenca.

Em relagdo ao modelo proposto em [15], ndo se considera as categorias dos in-
dividuos vacinados e dos que se curam naturalmente, uma vez que tem-se como
objetivo principal a avaliagao da importancia do tratamento na evolugao da epi-
demia de tuberculose. Como proposto, reduzindo-se o nimero de categorias e o
nimero de parametros e consequentemente das equacoes que descrevem o modelo,
esse permite que se faca a analise de estabilidade dos pontos criticos do sistema de
equagoes diferenciais associado e que se obtenha a taxa de reprodutibilidade efetiva.
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3.2.2 Modelo matematico

O modelo matematico proposto no presente trabalho consiste de um sistema de qua-
tro equacoes diferenciais ordinarias que descrevem a variacao de quatro categorias
de individuos ao longo do tempo ().

Dessa forma, a populagao total N(t) é subdividida nas seguintes categorias:
individuos que nunca tiveram contato com o bacilo, como por exemplo, os nascidos e
os que migraram, sao denominados suscetiveis S(t); L(t) é a categoria dos individuos
infectados, isto é, os que possuem o bacilo mas nao desenvolvem a doenca (latentes);
T;(t) a dos individuos que desenvolvem a tuberculose pulmonar, responsaveis pela
transmissao da doenga (infectantes) e T, () os individuos que adquirem a tuberculose
extra-pulmonar e que nao sao infectantes.

Como apresentado no diagrama de fluxo da Figura 3.1, ao adquirirem o agente
causador da tuberculose, uma parcela p dos individuos suscetiveis desenvolve a
doenga rapidamente (em até um ano apés a infec¢ao), sendo que destes, uma pro-
porgao f desenvolve a tuberculose pulmonar enquanto (1 — f) a extra-pulmonar.
Dos individuos que nao desenvolvem a tuberculose no primeiro ano apds a infecgao,
(1 — p) permanecem infectados, e s6 uma pequena fracdo v adquirem a doenga.
Neste caso, uma parcela ¢ é associada a tuberculose pulmonar e (1 — ¢) a outros
tipos de tuberculose. Inclui-se nesse modelo a possibilidade de se avaliar o efeito
do tratamento em uma epidemia de tuberculose considerando que da parcela de
individuos que foram diagnosticados e receberam tratamento (d) somente uma pro-
porgao (e) é considerada curada, sendo que a outra permanece doente. Dentre os
individuos infectados estao aqueles que foram curados por tratamento, uma vez que
esses individuos permanecem com o bacilo em seu organismo.

Com base nisso, o modelo proposto nesse trabalho ¢é descrito pelo seguinte sistema
nao-linear de equacoes diferenciais:

(B0 =7~ (V50

O = (1= p)AS(t) + ed(Ti(t) + Tu(t) — (v + p) L(1)

ML — pFAS(t) + quL(t) — (p + e + ed)Ti(t)

[ o = (1= HAS(H) + (1 — @QuL(t) — (u + pu + ed) T, (2)

onde A = (T; é a taxa de risco de infeccao, sendo [ o coeficiente de transmissao,
dado por:

8= (ECR)

SRS

(3.2)
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Figura 3.1: Modelo da Tuberculose

onde ECR ¢ o nimero médio de infeccoes geradas por um caso de tuberculose por
unidade de tempo, 7 é o nimero de individuos que migram ou nascem por unidade
de tempo e y; e p sao as taxas de mortalidade por tuberculose e por outras causas,
respectivamente. Para simplificar a notacao, considera-se em todo o trabalho que
S(t)=S,L(t)=L, Ti(t) =T, e T,,(t) = T,.

Na avaliacao da evolucao da doenca, bem como das possiveis intervengoes que
possam ser administradas com o objetivo de controle e erradicagao da tuberculose,
uma das varidveis de grande importancia é a taxa de reprodutibilidade, uma vez
que através dela pode-se estimar a severidade de uma epidemia. A taxa de repro-
dutibilidade para o modelo proposto é apresentada no Capitulo 4.



Capitulo 4

Analise de estabilidade

4.1 Introducao

O estudo da estabilidade de um sistema tem por objetivo determinar se pequenas
alteracoes em suas condigoes iniciais levam a pequenas ou grandes alteracoes em
sua solugao ao longo do tempo. Pequenas variagoes denotam casos de estabilidade
e grandes variagoes, instabilidade [16, 29].

No caso do modelo representar uma doenca infecciosa, como é o caso do pre-
sente trabalho, a andlise de estabilidade pode permitir, por exemplo, definir em que
condicoes uma epidemia pode ser erradicada ou se transformar em uma endemia.
Pode também permitir, por exemplo, definir qual parcela de individuos infectantes
devem ser tratados com sucesso para que uma epidemia nao se instale.

Para se fazer uma analise de estabilidade do sistema de equacoes diferenciais
associado ao modelo, primeiramente é necessario que se defina os pontos de equilibrio
desse sistema. Dessa forma, nesse capitulo apresenta-se na Secao 4.2 os pontos de
equilibrio, trivial e nao-trivial. A seguir na Secao 4.3 faz-se a analise de estabilidade
em torno desses pontos.

4.2 Pontos de equilibrio

4.2.1 Introducao

Um fator importante na anélise qualitativa de um modelo matematico é a obtencao
dos pontos criticos do sistema de equagoes diferenciais associado ao modelo. Pontos
criticos, pontos estacionarios ou pontos de equilibrio sao pontos obtidos quando se
tornam nulas as derivadas que descrevem o comportamento das variaveis de estado
ao longo do tempo. O ponto de equilibrio é estavel quando valores em sua vizinhanca,

12
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gradativamente se aproximam desse ponto e € instavel, caso contrario. Logo, é
de grande importancia que se avalie o comportamento dos pontos localizados na
vizinhanca dos pontos de equilibrio. Para um modelo epidemiolégico, o ponto de
equilibrio trivial é o ponto obtido na auséncia da doencga e o nao-trivial quando a
doenca se encontra em nivel endémico. Através da andlise qualitativa desses pontos
de equilibrio, pode-se responder questoes sobre a estabilidade do sistema de equacgoes
diferenciais associado ao modelo.

Para o modelo proposto no presente trabalho, cujo sistema de equacoes diferen-
ciais associado ¢é apresentado em (3.1), obtém-se os pontos de equilibrio de forma
usual, ou seja, tornando iguais a zero todas as variacoes das categorias de individuos
que compoem o sistema, isto é:

dS _dL _dT _dT, _
dt  dt dt  dt

ou seja:

%:w—(u+ﬁTi)S:0 (4.1)

O (L p)AST 4 (T4 L) — (0 @)L = 0 (42)

dT;
dt

=pfBST; + quL — (u+ iy +ed)T; =0 (4.3)

% — p(1 = F)BST: + (1 — QWL — (i + pu + )T = 0 (4.4)
4.2.2 Ponto de equilibrio trivial

Como o ponto de equilibrio trivial é definido na auséncia de doenga, considera-se
L=T,=T,=0em (4.1), (4.2), (4.3), (4.4). Dessa forma esse ponto de equilibrio
pode ser dado por:

St —

=

(4.5)
L'=T'=T,=0

Sendo St, Lt, T;*, T,,' as coordenadas do ponto de equilibrio trivial.
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4.2.3 Ponto de equilibrio nao trivial

As coordenadas do ponto de equilibrio ndo-trivial, S™, L™ T™ T" sio obtidas

diretamente das equagoes (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) isolando-se S, L, T; e T,,, respec-
tivamente, fornecendo:

™

nt — . n 5Tnt (46)
1 — ntTﬂt Tnt Tnt
VA
Lnt
T — 9 48
U it ed— pfBS™ 48)
1— ntTnt 1 — Lnt

P+ pe +ed

E usual ao descrever um ponto de equilibrio colocar todas as variaveis de estado em
funcao somente dos parametros do sistema. Dessa forma, através de substituicoes
sucessivas obtém-se:

. m
BT

nt

(4.10)

nt __ ﬁﬂ-
L™ = {W[(1—p)(,u+ut+ed)+p(1—f)ed]+ed(u—i—,ut+ed)} X

Tt
: (4.11)

) ((v+u)(ﬂ+ut+ed)—ed(1—qw

nt qv[<1_p>(ﬂ+ﬂt+€d)+6dp] T B
g _{[@+wﬂw+m+an—dﬂ f}ﬂ+ﬂﬁfd 3 (4.12)

mt __ nt (1—(])1) { ﬁﬂ-
b =1 {[<v+u><u+ut+ed>—ed(l—q)v} o BT

oo A (AR}

o+ e+ ed pt BTM) L+ + ed
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Observa-se nas expressoes de L™, T e T em (4.11), (4.12), (4.13), respectiva-
mente, que todas as categorias estdo em fungao de T e que T" estd em fungdo
somente dos parametros do sistema, o que torna possivel descrever todas as variaveis

de estado somente em funcao desses parametros.

4.3 Taxa de reprodutibilidade

4.3.1 Introducao

Uma das medidas de grande importancia utilizada para avaliar qualitativamente
um modelo matematico que descreve uma doenca é denominada taxa de repro-
dutibilidade efetiva (R§). Essa taxa é definida como o nimero de casos secundérios
da doenca gerados a partir da introducao de um caso infectante numa populagao
inteiramente suscetivel que tenha um tratamento instituido [3]. A taxa de repro-
dutibilidade ¢ obtida a partir dos parametros do modelo e, tem grande importancia
quando se deseja propor politicas de tratamento, pois através dessa taxa pode-se
obter a taxa de tratamento necessaria para que se controle ou erradique uma doenca.
Em estudos demograficos, obtém-se informacoes a respeito do crescimento popula-
cional a partir da taxa de reprodutibilidade [34]. Da mesma forma, em estudos
epidemioldgicos pode-se obter conclusoes sobre a evolucao de uma doenga a par-
tir dessa taxa. A comparacao do valor dessa taxa com a unidade pode responder
questoes relacionadas a severidade de uma epidemia, por exemplo: quando o valor
dessa taxa é menor do que um, a doenga ¢é extinta; quando o valor é igual a um, a
doencga atinge um nivel endémico e quando o valor dessa taxa é maior do que um, a
doencga tende a uma epidemia.

4.3.2 RS

Sabe-se que o ponto critico nao-trivial pode ser escrito em funcao de Rf e que a
categoria dos individuos suscetiveis é inversamente proporcional a essa taxa [34], ou
seja:

™

Snt —
PG

(4.14)

Com o objetivo de encontrar a expressao da taxa de reprodutibilidade efetiva
(R§), substitui-se a expressao de T/ na expressao de S™ em (4.10), obtendo-se:

wo\ p p+ e +ed (4 +ed)(v+ p) — edv
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x ((1 —p)+ ﬂ)} B (4.15)

pt g+ ed

comparando-se (4.14) com (4.15), observa-se que R é dada por:

ﬁﬂ) { pf qu
Ry=|— + X
’ (u pot pted (et + ed)(v + p) — edv

x ((1 —p)+ %)} (4.16)

Pode-se observar que para o modelo proposto, Rj pode ser descrita pelo so-
matério de 3 sub-epidemias, B2, R, Rb ou seja:

R, = %(Rgd + Ry + RY) (4.17)

. . . . d , . . ~

A primeira das sub-epidemias R5", estd relacionada aos casos gerados por infecgao

por progressao direta, ou seja, individuos suscetiveis que ficaram doentes em até um
ano apos serem infectados, e é dada por:

R = rf (4.18)
W g+ ed
Os casos relacionados a sub-epidemia R{° sao os gerados por reativacao endégena,
individuos que sao infectados e nao desenvolvem a tuberculose no primeiro ano apos
a infeccao. Esses individuos podem desenvolver a doenga em algum momento de
sua vida, por reativacao dos bacilos que se encontram latentes em seu organismo.
Dessa forma, a sub-epidemia R{° é expressa por:

qu (1 —p)
Bre _ 419
O (vt p)(p+ py + ed) — edv (4.19)

A sub-epidemia Rj ¢ relacionada aos individuos que uma vez curados voltam a
desenvolver a tuberculose, ou seja, casos de recidiva, onde:

. qu (edp)
B = T T et ed) — o] e <d) (4:20)
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Pode-se observar, comparando as parcelas de R§ descritas em (4.18), (4.19) e
(4.20) e o modelo apresentado na Figura 3.1 a relacdo existente entre essas parcelas
e as diferentes possibilidades de um individuo suscetivel desenvolver a tuberculose
pulmonar.

4.3.3 Pontos de equilibrio e Rj

Da mesma forma, que em (4.14) S™ é apresentada em fungao de R§, as categorias
L™ T e T também podem ser colocadas em fungao dessa taxa de reprodutibil-
idade efetiva. Para isto, observa-se que a equagao de 7" dada por:

Tt o qu [(1 — p) (1 + e + ed) + edp] L Pf By

' (p+pe+ed) [(v+p)(p+ pe +ed) —edv]  p+p+ed|

também esta em funcao da taxa de reprodutibilidade efetiva e pode ser escrita como:

T —

)

(RS —1) (4.22)

iSRS

Substituindo-se (4.21) nas expressoes de L™ e de T em (4.11) e (4.13), obtém-se
essas coordenadas também em funcao da taxa de reprodutibilidade efetiva:

nt _ p+ e+ ed ] p(1— f)m Iz
b= ((v+u)(u+ut+ed) — ed(1 —Q)U> { d((u+ut+ed)38 " ﬁ) i
Uopr ;f”] (RE —1) (4.23)
nt _ p(1— f)m (1—q)v y
g _{(u+ut+€d)R8+(v+u)(u+ut+ed)—6d(1—q)v

x[w+ed(( = f)m +ﬁ)]}(Rg’—1) (4.24)

R pt e+ ed)Rg 3

A seguir analisa-se a estabilidade em torno dos pontos de equilibrio trivial (4.5)
e nao-trivial (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9).
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4.4 Estabilidade

Para se fazer a analise de estabilidade utiliza-se, a matriz Jacobiana J definida como:

0s*  95*  9st  9s*
oS oL oT; oTy

oL* oL* oL* OoL*
oS oL oT; 0Ty

ory or; 9Ty OIf
o5 oL o1, o,

oTr  9T:  ATr OTY
oS 9L 9T, 0T»

(4.25)

onde: S§* = ¥ [* =4 — dLi o — dln 505 definidos no sistema de

dt dt o i dt dt

equagoes (3.1) para o modelo proposto . Substituindo-se (3.1) em (4.25) obtém-se

a matriz Jacobiana J associada ao modelo:

J =
—(p+ BT;) 0 —-3S
(1—p)BT; —(v+p) ed+ (1 —p)BS
pfBT; qu —(p + g + ed) + pf3S
p(1— )BT (1 —q)v p(1— f)BS —(p+ p + ed)

4.4.1 Estabilidade do ponto de equilibrio trivial

Avaliando-se a matriz Jacobiana J no ponto de equilibrio trivial definido em (4.5),

obtém-se a matriz J; :

Jt ==
—u | 0 s 0
0 | —(w+p) ed+ (1 —p)ar ed
0 | qu  —(p+p+ed) +pfer 0
0 | (I-qp p(1— f)&r —(p + 4 €d)

Observa-se que a matriz J; é da forma bloco triangular superior e que nesse caso os
autovalores associados podem ser dados pelos autovalores das sub-matrizes definidas
em cada um dos blocos que contém a diagonal principal. Dessa forma tem-se na
diagonal principal uma matriz de ordem 1 cujo autovalor é \; = —pu, e uma matriz
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J* de ordem treés, dada por:

—(v+p) (—:d—l—(l—p)%r ed
J = qu —(u+ut+ed)+pf%” 0
(1-qv p(1— f)&r —(p+ pe + €d)

Para que haja estabilidade no ponto de equilibrio trivial do sistema de equacgoes
(3.1) é necessdrio que os autovalores associados & matriz Jacobiana avaliada nesse
ponto tenham partes reais negativas.

No caso da matriz J¢, o autovalor \; < 0, uma vez que g > 0. Resta verificar
os outros trés autovalores associados a matriz J*. Para verificar o sinal desses
autovalores utiliza-se os seguintes teoremas [1]:

Teorema 4.1 Seja C uma M-matriz nao-singular entao todos os autovalores de C
tém parte real positiva.

Teorema 4.2 Seja C uma matriz nao-singular com elementos fora da diagonal nao-
positivos. A matriz C € uma M-matriz se e somente se:

a) C é uma matriz inversa positiva;

b) C tem todos os elementos da diagonal positivos e eziste uma matriz diagonal
positiva D, tal que a matriz produto CD € estritamente diagonal dominante.

Para se aplicar o Teorema 4.2, define-se inicialmente a matriz A = —J*, com todos
os elementos fora da diagonal nao-positivos e assume-se a seguinte restrigao:

,u+ut+ed>pf577T (4.26)

ficando a matriz A com todos os elementos da diagonal positivos, isto é:

(v4+p) - (ed+(1—p)i—”> —ed
A= —qu (At ted) = pfor 0
~(1-qv  —p(1=fF  ptmted
Para demonstrar que a matriz A satisfaz o item (a) do Teorema 4.2 é necessério
provar que a matriz A~! = % seja positiva, ou seja, que cada um de seus elementos

seja positivo, onde a matriz P, matriz adjunta de A, para simplificar a notacao, é
definida como:

P11 Pio
P—
( P21 Pao )
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onde Py; é uma submatriz de ordem 1, Py, e PY, submatrizes 2 X 1 e Py, uma

submatriz 2 x 2, dadas por:
Pii = (u+p+ed = pfo)(u+ p + ed)
P2 = ( Pl2 D2 )

onde:

Pl = (ed+ 1 —p>%”) (ot ed) +ed 1 = )

piy = ed (u + e+ ed—pf%>
Da mesma forma tem-se:

Pgl = ( p%l p%l )
com:

pél = (pu+ e +ed)qu
B B
Py =p(l — f)qu + (et +ed—pf7 (1—q)v

e, Py, matriz 2X2 dada por:

1,1 12
P, — Do Paa
22 = 21 22
Do Poo

com.:
Py = (v 4 p) (i + py + ed) — ed(1 — q)v
Py = edqu

Py = (v+p)p(1l - J‘”)BM—7T + (€d+ (1 —p)i—ﬂ) (1—qv

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)
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pay = (v + p) (u + o+ ed — pfﬁu—ﬁ) - <ed +(1— m%) qu (4.38)

Como todos os parametros do sistema sao positivos, pode-se observar que todos os
elementos das submatrizes P11, P12, P21 sao positivos, como também o sao os ele-

. (. . 12 21 .
mentos da diagonal secundaria da matriz Paa, dados por ps5 , p35 , restando verificar
o sinal dos termos da diagonal principal e o sinal do determinante da matriz A, que
devem ser todos positivos para que a matriz A~! seja positiva.

Calculando-se o determinante da matriz A, detA, através da expansao em cofatores
pela tdltima coluna, tem-se:

detA = (ju + g + €d) detAy — ed det A, (4.39)

onde A; e A, sao matrizes de cofatores de A de 2* ordem dadas por:

_ _p)8r
A, — v+ (ed—l—(l p) #ﬂ>
—qu  p+p+ed—pfar

Al —qv  pt+p+ed—pfor
T\ —(—qv  —p1-p)Em

O determinante de A; é dado por:

detAy = A} — ﬁu—”A% (4.40)
com:

Al = (v + p)(p + g + ed) — edqu (4.41)

AT =pflv+p) + (1 —p)gu (4.42)

e o determinante de A, é dado por:

detAy = Aj — %”Ag (4.43)

COIml:

Ab = (1 — q)v(p+ ps + ed) (4.44)
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=pfv — pqu (4.45)

Substituindo-se (4.40) e (4.43) em (4.39) e utilizando-se o fato de que :

v+pu=(1—qv+qu+p (4.46)
obtém-se:
detA = (p+ pe + ed)[(p + pe) (v + p) + ped] x {1 _ o X {L—
po (At g+ ed)

e (P )

Pode-se colocar a expressao de detA em funcao da taxa de reprodutibilidade efetiva.
Dessa forma, detA pode ser escrito como:

detA = (pu + p + ed)[(p + i) (v + p) + ped)(1 — Rp) (4.47)

onde o sinal de detA é dado pelo valor de Rf. Se Rf < 1 entao detA > 0. Se
R§ > 1 entao detA < 0. Como visto anteriormente, a condicao para que a matriz
A seja inversa positiva é a de que tanto os elementos da matriz adjunta P como o
detA sejam estritamente positivos. Dessa forma, passa-se a analisar os elementos
da diagonal principal da matriz P adjunta de A.

Como o elemento py, é positivo observa-se na expressio (4.39) que o elemento
pg’; depende de detA e serd positivo se e somente se a condicao R < 1 for verificada.

Logo, conclui-se que a condicao para que a detA e a matriz adjunta P sejam
positivos € a de que Rj < 1.

Para se provar que a matriz A satisfaz o item (b) do Teorema 4.2 assume-se a
existéncia de uma matriz diagonal D de ordem 3, dada por : D = ( dyy doo dss ),
e de uma matriz AD definida pelo produto da matriz A pela matriz D, expressa por:

AD =
(w+p)dy = (ed+ (1-p)Z) d —(ed) dss
—qu dyy <M+Mt+€d pfﬂ ) dao 0
—(1 = qvdn —<( — f)er )d (1 + e + €d) dss

Para que a matriz AD seja estritamente diagonal dominante é necessario que as
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seguintes relacoes sejam verificadas :

(U + u) dll > (Gd + (1 — p)%) dgg + ed d33 (448)
O
u+ut+ed—pf7 doy > qu dyq (4.49)
m
(,U + U + Gd) d33 > (1 — q)v dll +p(1 — f)% d22 (450)

Substituindo (4.48) em (4.49), obtém-se:

ed(,u+,ut+ed—pf%”>

d11 > d33 (451)
(v 10) (4 o+ ed = pf) = (ed+ (1= p)20) qu
d
dog > qv < ds3 (452)
(v +12) (4 o+ ed = pfe) = (ed+ (1= p)20) qu
Substituindo-se (4.51) e (4.52) em (4.50), obtém-se:
(1 + e + €d) detAy — ed det Ao
( detA, dss > 0 (453)
ou, utilizando (4.39) tem-se que:
detA
d 4.54
(detAl) 3 >0 (4:54)

Como detA e detAl sao positivos quando a condicao R < 1 é verificada, tem-se:
ds3 > 0 se e somente se 2§ < 1.

Dessa forma, existe D matriz diagonal positiva, tal que AD é estritamente diagonal
dominante, o que verifica o item (b) do Teorema 4.2.

Conclui-se entao que, para que as condigoes necessarias e suficientes do Teorema
4.2 sejam verdadeiras, ou seja, para que A seja uma M-matriz, a condigao Rf < 1
deve ser verificada. Logo, a respeito da estabilidade trivial do sistema, conclui-se:
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Se Rf < 1 entao detA > 0. Nesse caso, A ¢ uma M-matriz e assim pode-se
afirmar pelo Teorema 4.1 que todos os seus autovalores tém partes reais positivas.
Dessa forma, todos os autovalores da matriz J* = —A tém partes reais negati-
vas, 0 que torna o ponto de equilibrio do sistema de equagoes (3.1) localmente e
assintoticamente estavel (LAS) e a doenga, se introduzida, nao se estabelece.

Se R§ > 1 entao detA < 0. Nesse caso, também pelo Teorema 4.1, pode-se afir-
mar que a matriz J* nao tem todos os seus autovalores com partes reais negativas
logo a doenca podera se estabelecer se introduzida.

4.4.2 Estabilidade do ponto de equilibrio nao-trivial

Para se verificar a estabilidade do ponto de equilibrio nao-trivial do sistema (3.1)
substitui-se as coordenadas desse ponto definidas em (4.14) e (4.22) na matriz Ja-
cobiana associada ao modelo, que fica dada por:

J =
— 0 —f—% 0
(1 =p)u(R;=1)  —(v+p) ed+ (1 —p)ipe ed
pfu(RG—1) @ —(p+pted) +pf g 0
p(1 = Pu(Rs=1) (1 —q)v p(1 = f)ime —(p+ e + ed)

Os autovalores da matriz avaliada no ponto de equilibrio nao trivial sao deter-
minados a partir das raizes do polinomio caracteristico definido pelo determinante

da matriz (J — AI), onde (J — AI) é dada por:

J— A=
—(pRG+X) 0 — 0
L-puR5—1) —(v+u+A) ed + (1 —p) L% ed
pfu(RG—1) qu ~(p+ pe +ed = pfige +A) 0
p(=NuER5—1) (1 -q p(L =) iRe ~(p+ e+ €d + )

onde I é a matriz identidade de mesma ordem que a matriz J.

Calculando-se o determinante da matriz (J — AI) através da expansdo em cofatores
pela dltima coluna, tem-se:

O

pRG

det(J — M) = —(uR§ + ) detJq — detJo (4.55)
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onde:
J1 =
—(v+p+A) ed—i-(l—p)fgg ed
qu —<u+ut+ed—pff§8+>\> 0
(1-q p(1— f) o7 —(p+ e+ ed + N)

(L=p)u(R;—1) —(v+pu+A) ed

Jo=| pfu(Rs—1) qu 0
pA=fE;-1)  (Q=—quv  —(p+pmtedt))

Da mesma forma o detJ; pode ser calculado pela expansao em cofatores pela ultima
coluna da matriz, ou seja:

detJy = (ed) detd} — (1 + py + ed + \) detJ} (4.56)
onde:
v (e +ed—pfET 4\
7= < o e ) ) (457)
(1—qv p(1 = )iz
—(v+p+A ed + (1 —p)2=
71— (v+p+A) (1-p) s (4.58)
qu ~(k+ e+ ed = pf e + A)

Calculando-se os determinantes das matrizes J} e Ji e substituindo-se em (4.56)
tem-se:

detJ1 = —)\3 — )\2]€2 — )\kl — ko (459)

onde:

O

4.60
T (4.60)

ke =v+p+2(p+pu+ed) —pf

kv = [(v+p) + (p+ pe + ed)] <u+ut+ed—pf ﬁﬂe> -
G

—ed(l = q)v+ (v+p)(p+ e+ ed) —

- (ed +(1-p) fgg) qu (4.61)
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o
phG

koz—ed[(u+ut+ed—pf

O
G

- (ed +(1-p) 5;8) qv} (4.62)

Substituindo-se o detJ; na expressao do determinante da matriz caracteristica (J — AI)
em (4.55), obtém-se:

) (1—=qv+qup(l—f) x

X

O
] + (1 + p + €d) {(Wru) (U+Nt+€d—prR8) -

O

det(J — AI) = [M + X K3+ A Ko + A Ky + Ko| — R detJ, (4.63)
Ccoml:

K3 = ky + puR; (4.64)

Ky = ki + pRks (4.65)

Ky = ko + pnR§k (4.66)

Ko = uRgko (4.67)

Calculando-se o determinante de Jo através da expansao em cofatores pela ultima
coluna dessa matriz, tem-se:

dety = (ed) detJ? — (p + pe + ed + \) detJ; (4.68)

onde:

2 pfu(RG—1) qu
i = ( p(1 = flu(Rg—1) (1—qo )

o [ (I=p)u(R§—1) —(v+p+A)
J?‘( pfu(Rs — 1) qu )

Calculando-se os determinantes das matrizes J3 e J3 e substituindo-se em (4.68),
obtém-se:

detJ2 = —)\2 9 — A 21 — R0 (469)
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Ccom:
2 = u(Rg — 1)pf

2= pu(Ry — 1) [pf(u+ py + ed) + (1 — p)qu + pf (v + p)]

20 = p(RG — D) {ed [p(1 = flgu — pf(1 — @)v] + (1 + pu + ed) x
x[(1=p)qv+pf(v+p)}

Substituindo-se o detJs na expressao (4.63), obtém-se:

det(J — AI) = [A* + N K3+ XKy + MK + Ko| + [N Zs + A2y + Zo

com:
Zy = 5122
ARG
O
Zy = <1
PG
O
Zo = eZO
 RG

Logo, o determinante de (J — AI) dado em (4.73), pode ser reescrito como:

det(J = M) = M+ X ag+ A ag + X ay + ag
onde:

O
phG

a3 =2 (pu+ py +ed) + pRy+ v+ —pf

az = (uR§)az + p(RG — 1)a; + aj

Ccoml:

a%:{(u—{—ut—i—ed)—i-(iju)—l— (M+Nt+€d—pf ﬁﬂe)}
pRG

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)
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(4.81)

as = {(u+ut+ed) [(v+u)+ (u+ut+ed—pf We)} -
pRG

- (ed + (1 - p)ﬁ> qu — ed(1 — q)v+

pRG
)} } (1.82)

B

d_
+ {(”HM) (U+ﬂt+€ pfuRo

e com a; e ag dados por:

ay = (R — 1) a} + (RE) af + ko (4.83)
com:
= S ot s+ )+ 04 0]+ (0= plav) (4.8)

afzuRS{(u—ir/Lt—i-d) {(U‘FM)‘F (M+Mt+€d_pf 6};)} -
ML

- ((—:d +(1— p)%) qu — ed(1 — q)v+

+ {(Wru) <u+ut+ed—pffgg)” (4.85)

ag = Z() + Ko (486)

Para se verificar em que condigoes a estabilidade do ponto de equilibrio nao
trivial pode ser assegurada utiliza-se o Teorema de Routh-Hurwitz.

Teorema 4.3 Uma condi¢cao necessaria e suficiente para que todas as raizes do
polinomio caracteristico de grau 4 com coeficientes reais:

a4)\4+a3)\3—|—....+a2)\2+a1)\+a0 =0 (487)
tenha partes reais negativas é a de que todos os determinantes dados por:

My = [ a ] (4.88)
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. a; Qo
My — [ - } (4.80)
[ a1 Qg 0
M3 = as Qaz aq (490)
0 1 as

a1 Qg 0 0
| a3 a2 a1 Qg
M4 o 0 1 as as (49 1>

0 0 0 1

sejam estritamente positivos.

Para se verificar o Teorema 4.3 utiliza-se o seguinte resultado:

Lema 1 : Se o termo independente do polinémio caracteristico em (4.87) for
positivo tem-se que todos os outros coeficientes a; i = 1,....,n — 1, sao também
POsitivos.

Prova. Inicialmente, verifica-se em que condiges o termo independente (ag) do
polinémio caracteristico definido em (4.77) é estritamente positivo. Substituindo-se
as expressoes de Ky e Zy dadas em (4.67) e (4.76) na expressao (4.86), tem-se:

. pr
ap = ,LLROI{ZO + IU_RSZO (492)

Observa-se que ag pode ser descrito em fungao de (R§ — 1) e de R§, ou seja:

_ pr
G

ao 20 + (G — 1)ko + piko (4.93)

ou, reescrevendo em fungao de (R§ — 1), obtém-se:
ap = u(R§ — 1) ag + p af (4.94)

CO1:

ag = {(p + py + ed) [ped + (p+ ) (v + )]} (4.95)

O
pRG

a?):—edKquvaed—pf

I6%8
G

6% B
_prRS) — <€d+(1_p),uR8) qv] (4.96)

)(1—q)v+p(1—f) x

X

qv} + (ko + e+ ed) [(v + p) (o + pe + ed—
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Expandindo-se e simplificando-se as expressoes de aj e aZ pode-se observar que o
termo dependente de (R§ — 1) é maior do que o termo independente dessa parcela.
Logo, se

RS > 1 (4.97)

pode-se garantir que ag € estritamente positivo.

Resta provar que todos os outros coeficientes aq, as € a3 sao positivos. Para isso,
utiliza-se o fato de que ay > 0 e que a restri¢ao (4.26) é verificada. Ainda utiliza-se
o fato de que a expressao (4.38) é positiva e que as parcelas subtrativas pf b o

pnRG
5”—” respectivamente, quando Rf > 1.

(1 —p)f—};j8 sao menores do que pf%7r e(1—p)
Pode-se observar que devido a restri¢ao (4.26) o coeficiente az é positivo. O
coeficiente as é composto por 3 parcelas positivas, como visto na equagao (4.79):
i) a3 é positivo devido a verificacdo da relagio (4.26);
i1) a3 é positivo pela definigao dos parametros do modelo, que sao todos positivos;
iii) a3 é positivo em conseqiiéncia da expressao (4.38) e da restrigao (4.26).
Logo, as > 0. O coeficiente a; também é composto por 3 parcelas:

i) 0 termo aj é positivo, uma vez que todos os parametros do modelo sao positivos
ep<l1;

i) expandindo-se e simplificando-se os termos a? e ky tem-se que ambos sdo
positivos devido a expressao (4.38) e a restrigao (4.26).

Dessa forma, conclui-se que todos os coeficientes do polindémio caracteristico (4.77)
sao estritamente positivos caso ag 0 seja, o que prova o lema.

Para que o Teorema 4.3, de Routh Hurwitz seja verificado as seguintes condigoes
devem ser satisfeitas:

a > 0 (4.98)
ay as —agaz > 0 (499)
as [a1 ay — ag as] —a3 > 0 (4.100)

Como a; > 0, para que a; as — ag az seja positivo, resta provar que:
as [a1 ay — ag as] —aj > 0 (4.101)
Caso esta desigualdade seja verificada, todos os determinantes sao positivos e

pelo Teorema de Routh-Hurwitz, todas as raizes do polindmio caracteristico tem
partes reais negativas. Logo, existe estabilidade no ponto de equilibrio nao-trivial.
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Utilizando as técnicas descritas no Capitulo 6, Secao 6.3, para se fazer a analise
de incerteza, faz-se um estudo sobre o sinal dessa desigualdade, onde se mostra que

as a1 ay — ag az] —a? > 0 para as faixas de parametros utilizadas para uma
epidemia de tuberculose.



Capitulo 5

Algumas simulacoes

Neste capitulo apresentam-se testes computacionais que tém por finalidade:

a) validar os resultados matemadticos obtidos através da andlise de estabilidade;

b) analisar os efeitos do sucesso do tratamento e as conseqiiéncias do abandono;

c) avaliar o efeito da condi¢ao de vida da popula¢ao em uma epidemia;

d) verificar a influéncia da instituicao tardia de politicas publicas de satide em uma
epidemia de tuberculose.

Para se fazer a analise dos resultados utilizam-se as varidveis epidemiolégicas de
saida usuais: incidéncia da infeccao, incidéncia da doenca, prevaléncia da infecgao
e prevaléncia da doenca. Através dessas variaveis, pode-se obter informagcoes im-
portantes para a avaliacao da dinamica da epidemia, bem como para a definicao de
melhores intervengoes a serem implementadas. Essas varidveis sao definidas como:

- incidéncia da infeccao: nimero de individuos que sao infectados a cada unidade
de tempo;

- incidéncia da doencga: niimero de novos casos da doenca a cada unidade de tempo;
- prevaléncia da infeccao: proporcao de individuos infectados em uma populagao;
- prevaléncia da doenca: proporc¢ao de individuos doentes em uma populacao.

Dessa forma, as expressoes desses indicadores sao definidas para cada modelo.
Para o modelo proposto esses indicadores sao dados por:

- incidéncia da infecgao ou novos infectados (I7):
II = BST, (5.1)
- incidéncia da doenga ou novos casos da doenca (ID):

ID = pBST, +vL (5.2)

32
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- prevaléncia da infec¢do ou proporgao de infectados (PI):

L+T,+7T,
Pl=—o—— 5.3
= (53)
- prevaléncia da doenga ou propor¢ao de doentes (PD):
T + 1T,
PD = 5.4
N (5.4)

Em todos os exemplos apresentados utilizou-se o método de Runge- Kutta de 4
ordem dado por:

1
Yiq1 = Y1+ é(kl + 2ks + 2k3 + ky) At

onde At é o intervalo de tempo e:
kl = f(tza yz)

1 1

1 1

sendo

y(t) =[S LT T,)

(7 — (u+ N)S(t) )
(1 =p)AS(t) + ed(Ti(t) + Ta(t)) — (v + p) L(2)

pfAS(t) + quL(t) — (pu + pe + ed)T;(¢)

p(1 = FIAS(t) + (1 — @uL(t) — (p + pe + ed) T (t)

Em todo o trabalho utilizou-se um incremento de tempo fixo. Para se escolher
o valor desse incremento de tempo, varias epidemias foram resolvidas pelo método
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de Runge-Kutta, variando-se o valor de At. Em todos os testes observou-se que a
precisao nao se alterava significativamente para valores de At menores ou iguais a
0.5. Dessa forma, optou-se por utilizar nesse trabalho o valor de At = 0.5.

Todos os exemplos apresentados sao obtidos para uma populacao inicial de 75000
individuos, proposta em [5], onde apenas um ja teve contato com o bacilo e ficou
doente, ou seja, as seguintes condigoes iniciais: N = 75000 com S = 74999, L = 0,
Tr=1eT,=0.

5.1 Comprovacao de resultados da analise

Nesta Secao apresenta-se dois exemplos para validar resultados da andlise. O primeiro
deles descreve o comportamento de uma epidemia para valores proximos da unidade,

sendo um deles maior do que um e outro menor. A seguir, como no Capitulo 4 toda

a analise s6 foi possivel quando a desigualdade:

i
Wy + ed > pf0
i
é verificada, avalia-se o comportamento de uma epidemia quando essa desigualdade
nao se verifica.

5.1.1 Exemplo 1

Como primeiro exemplo avalia-se o comportamento de uma epidemia para diversos
valores de Rf maior, igual e menor do que a unidade. Considera-se o ntimero de
pessoas que migram ou nascem 7 = 1500 e um coeficiente de transmissao § =
0.000155 e que apds a infeccao, uma parcela p = 0.0515 dos individuos infectados
adquire a doenca rapidamente (em até um ano apés a infecgdo), sendo que uma
parcela f = 0.79925 desenvolve a tuberculose pulmonar e os outros desenvolvem
algum tipo de tuberculose extra-pulmonar. Dos individuos que nao desenvolvem
a tuberculose rapidamente (1 — p), a fracdo v = 0.00288 adquire a doenga, sendo
g = 0.504 associada a tuberculose pulmonar e (1 — ¢) a outros tipos de tuberculose,
e = 0.248216 e p = 0.03472, as taxas relacionadas a mortalidade por tuberculose e
por outras causas respectivamente, ou seja:

7 = 1500
3 = 0.000155
p=0515

£ =0.79925
1= 0.03472

e = 0.248216
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q = 0.504
v = 0.0028

20 -
18 A
o 161
= 14 4
[
z 127 a—a RE=1 0927
@ 10 == Rp=1
w e
2 g = Rf =0,9109
S 61
[m)
= 4 i
2 i
|:| o
0 500 1000 1500 2000 2500
anaos
Figura 5.1: Incidéncia da doenca
2 -
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16
S
= 1.4 4
[
= 12 =
z a—a RE=1,0927
g ] == F5=1
g 0.8 s RS =0,9109
o 06 4
[}
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I:I T T vl i vl
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anos

Figura 5.2: Incidéncia da doenca

A Figura 5.1 compara os gréficos da incidéncia da doenga (/D) quando a taxa
de reprodutibilidade efetiva R é menor, igual ou maior do que um, ou seja, R =
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1.0927, R = 1, Rf = 0.9109. Para melhor visualizacao do comportamento da
epidemia apresenta-se na Figura 5.2 o mesmo resultado destacando os primeiros 800
anos da epidemia.

Observa-se que, como na analise, para R < 1 a epidemia ¢ erradicada. Pode-se
também constatar na Figura 5.1 que um outro ponto de equilibrio é obtido para
R§ > 1 com os valores do equilibrio endémico descritos pelas expressoes de (4.6) a
(4.9).

5.1.2 Exemplo 2

Todas as analises apresentadas no Capitulo 4 foram feitas quando a seguinte restrigao
é verificada:

T
o+ e + ed > pfﬁ
1
Pelos exemplos analisados observou-se que uma epidemia que nao obedece a essa
restricao também apresenta estabilidade em seu ponto de equilibrio nao trivial e que
para o ponto de equilibrio trivial essa relagao é satisfeita. Para exemplificar o caso

onde a desigualdade nao é verificada, apresenta-se uma epidemia onde a taxa de
cura ¢ é dada por ¢ = ed e considera-se os seguintes parametros:

m = 1500

£ = 0.00018
p=0.15

f =0.66
w=0.04
q=0.87

v = 0.005

¢ a taxa de cura c ¢ alterada para encontrar diferentes valores de Ig.

Para ¢ = 0.1659 e ¢ = 0.70 obtém-se taxas de reprodutibilidade efetiva maiores
do que 1, R = 1.8948, R = 1.1009 respectivamente e nesses casos j1+p;+ed < #.
Para ¢ = 0.90 obtém-se R§ = 0.9516 < 1 e como descrito, a desigualdade (4.26) se
verifica e a epidemia é erradicada, como pode ser visto na Figura 5.3.
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Figura 5.3: Incidéncia da doenca

5.2 Simulacoes

5.2.1 Qualidade de vida

a—aF=1,8943
== [S=1 1008
L. HE:D A516

Sabe-se que a qualidade de vida dos individuos é determinante no processo de dis-
seminacao da doenca. Por essa razao, pessoas que vivem de forma aglomerada ou
em situagao precaria de moradia e higiene tendem a aumentar o risco de dissem-
inagao da infeccao. Nessa simulacao procura-se avaliar os efeitos do aumento ou
da diminui¢ao do nimero de pessoas que um individuo doente infecta a cada ano.
Como a OMS considera que uma pessoa doente infecta de 3 a 13 outros individuos,
considerou-se nessa simulagao que cada doente contamina 7, 8 ou 9 individuos. Para

cada uma dessas taxas tem-se o valor de Rfj dado por:

ECR =17 — RS = 0.875
ECR=8— RS =1
ECR=9— RS =1.125

Considerou-se também os seguintes parametros:

m = 1500
8 =0.0002133333
p=0.12
f=0.64
w=0.04
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¢ = 0.65397975918
= 0.60
v = 0.005

Pode-se verificar nas Figuras 5.4 a 5.7 que todas as varidveis epidemiolégicas de
saida definidas em (5.1) a (5.4) apresentam o mesmo comportamento. Com ECR
igual a 7 ou 8, adotando a mesma taxa de cura, a epidemia nao se instala e se
instalada é erradicada.

400
350 +
300 S
250 = ECR 7
200 == ECR 5
150 - a—aECR A
100 H
50 4

D*}{—"“{‘{vav\;\;vuvuv\,v
M

novos infectados

anos

Figura 5.4: Incidéncia da infeccao

¢ ECR T
B-—mECR S
d—ie FCR 8

nowos casos da doenca

Anos

Figura 5.5: Incidéncia da doenca
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Se cada doente infectar apenas mais um individuo, ou seja, ECR igual a 9, a taxa
de tratamento responsavel pela erradicacao da epidemia com ECR igual a 8, nao
mais consegue controlar a doenga. Dessa forma, pode-se observar a importancia da
condi¢ao de vida para controle da epidemia, dada pelo niimero de pessoas infectadas
para cada individuo com tuberculose pulmonar.
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Figura 5.6: Prevaléncia da infeccao
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Figura 5.7: Prevaléncia da doenca
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5.2.2 Taxa critica de tratamento

Para se encontrar a taxa minima de tratamento necessaria para a erradicagao da
epidemia, utiliza-se a expressao de R. Substituindo-se os parametros da epidemia
na expressao de Rf, obtém-se uma expressao que tem como unica incégnita a taxa
de tratamento. Igualando-se essa expressao a um, ou seja, Rj = 1, encontra-se a
taxa critica de tratamento. Dessa forma, para os parametros:

7 = 1500
3 = 0.000155
p=0.0515

£ =0.79925
1= 0.03472
11, = 0.248216
q = 0.504

v = 0.0028

pode-se encontrar a taxa critica dada por c.; = 0.2464. As Figuras 5.8 a 5.11
apresentam resultados para variaveis epidemioldgicas para diferentes taxas de cura.

20 =020
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— =080
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0 100 200 300

anas

Figura 5.8: Incidéncia da infec¢ao
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Figura 5.9: Incidéncia da doenca
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Figura 5.10: Prevaléncia da infeccao

Pode-se observar nas Figuras 5.8 a 5.11 que com taxas de cura de valor menor do
que o valor da taxa critica de tratamento (¢ < c¢..;) a epidemia nao é erradicada, e
para valores de ¢ maiores do que essa taxa (¢ > cq4) a epidemia pode ser debelada
sendo que a partir de ¢ = 0.4 os indices de melhora da epidemia de tuberculose sao
menos expressivos.
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Figura 5.11: Prevaléncia da doenca

5.2.3 Importancia do tratamento com sucesso

Como dito no Capitulo 1 um dos maiores problemas para a erradicagao da epidemia
¢ o abandono do tratamento, onde o individuo continua sendo uma fonte de trans-
missao da doenca. Para se avaliar a influéncia do sucesso do tratamento, a taxa de
cura c ¢ substituida pelo produto ed, onde d é a taxa de deteccao com tratamento
e € a efetividade desse tratamento. Variando-se € pode-se avaliar o efeito do sucesso
do tratamento em uma epidemia. Nessa simulagao, para a epidemia:

m = 1500

£ =0,00018
p=0,1
f=20,66
w=20,04
e = 0,461
q=0,87

v = 0,005

tem-se que se 80% dos casos forem detectados e tratados, a epidemia nao se instala
ou seja, se d = 0.8 e 100% dos casos tratados obtiverem sucesso no tratamento
(e = 1). Para avaliar a influéncia do sucesso do tratamento, e assume os valores de
0.30, 0.50, 0.7, 0.76, 0.8 e 1.
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Figura 5.13: Incidéncia da doenca

Pode-se observar pelas Figuras 5.12 a 5.15, a importancia da conclusao do trata-
mento com sucesso, ou seja, quando o individuo deixa de ser um transmissor da
doenca. Por essa razao, a OMS considera o DOT, que compreende a notificagao
de casos e o acompanhamento dos doentes na ingestao de medicamentos, a politica
mais eficiente de tratamento.
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Figura 5.15: Prevaléncia da doenga

5.2.4 A importancia da manutencao de politicas de trata-
mento

Para avaliar a importancia de que politicas publicas de satide sejam colocadas em
pratica e mantidas ao longo do tempo foram geradas comparagoes entre os com-
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portamentos assumidos pela mesma populacao quando uma politica de controle
é instituida 11 anos apdés um individuo infectante ter contato com uma populagao
suscetivel e comparada com a situagao onde a politica de controle é instituida 4 anos
depois, ou seja, 15 anos depois desse individuo entrar em contato com a populagao
de individuos suscetiveis. Para isso, adotou-se os seguintes parametros:

m = 1500

£ = 0,00002
p=0,12
f=0,64
w=20,04

e = 0,46

c = 0.578087
q=0,60

v = 0,005

5000
4500
4000
3500
3000
2600
2000
1500
1000

500

1 1
_—-.!_

m— crit_11
st it 15

novos infectados

Figura 5.16: Incidéncia da infeccao

As Figuras 5.16 a 5.19 apresentam resultados para as variaveis epidemiolédgicas
para cura natural e taxa critica de tratamento, nesse caso c..;; = 0.57808703, quando
ela é instituida 11 anos ap6s o primeiro contato da populagdo com o bacilo (crit;)
e quando a mesma politica ¢é instituida 4 anos depois (critys).

Verifica-se que nesse caso, a incidéncia da doenca tem o seu valor maximo au-
mentado em 100%.
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Capitulo 6

Analise de incerteza - uma
aplicacao

Nos capitulos anteriores analisou-se qualitativamente o comportamento de uma epi-
demia de tuberculose considerando-se que cada um dos parametros pode ser uni-
camente determinado. Quando se deseja fazer uma andlise quantitativa do com-
portamento da epidemia, que possa considerar a incerteza dos dados de entrada,
ha a necessidade de se fazer uma analise de incerteza. Essa analise permite que se
avalie o efeito da incerteza dos valores dos parametros de entrada nas variaveis epi-
demiolégicas de saida. Para representar a incerteza na estimativa de cada dado de
entrada utiliza-se as fungoes de distribuigao de probabilidade (FDP), que relacionam
o valor de cada parametro com a sua respectiva probabilidade de ocorréncia.

Com isso, pode-se simular varias epidemias utilizando para cada parametro faixas
de valores. No presente trabalho utiliza-se faixas e suas respectivas FDPs como
sugerido em [5]. Como saida tem-se medidas de posi¢ao [26], como por exemplo a
mediana que é um valor que separa para cada intervalo de tempo os valores em duas
partes: os 50% valores maiores e os outros 50% menores.

Neste trabalho utilizou-se a Técnica de Rejeigao do Método de Monte Carlo, para
se fazer esta andlise. Antes de descrever esta técnica apresenta-se a seguir as FDP’s
utilizadas para definir a probabilidade de ocorréncia dos parametros associados a
uma epidemia de tuberculose [5, 13].

6.1 Funcoes de distribuicao de probabilidade

Cada FDP descreve a faixa de valores que o parametro pode assumir e sua proba-
bilidade de ocorréncia.

48
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Interpretacso Simboloe | Unidade | Minimo | Moda | Maximo

Meédia de novos infectados ECR ﬂllﬂ_l 3.0 7.0 13.0
causados por umn doente

Expectativa de vida 1/ ano 25.0 —_ 75.0

Proporgio dos novos
infectados que ficam P - 0.0 0.05 0.30

doentes em 1 ano

: -1
e v ano | 0.00256| — | 0.00527
latentes que adoecetn

Probabiidade de ter
tuberculose mfecciosa £ _ 0.50 0.70 0.85

para os que adoecem
1 ano apds a infecgdo

Frobabilidade de ter
tuberculose mfecciosa

para os infectados q - 0.50 0.85 1.0
latentes
g ) ano ' | 0.058 | 0.139| 0.461

dewido a tuberculose

Tabela 6.1: Parametros

Dessa forma, baseado na biologia da historia natural da tuberculose, as FDP’s
podem ser uniformes ou nao-uniformes. Nesse tltimo caso utiliza-se nesse trabalho
a distribuigao triangular como sugerido em [5].

A funcao de distribuicdo de probabilidade uniforme associa a mesma probabil-
idade de ocorréncia para qualquer valor do parametro considerado. Seu grafico é
expresso por um retangulo com area 1 e tem sua base definida como a diferenca entre
o valor maximo e o valor minimo que o parametro pode assumir e a altura sendo
determinada para que a area do retangulo seja a unidade, como pode ser observado
na Figura 6.1 para a distribuicdo da taxa de mortalidade (x) mostrada na Tabela
6.1.
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Area=100% =1

0 25.0 50.0 75.0 n

Figura 6.1: Distribuicao de probabilidade uniforme

A FDP triangular tem a probabilidade diferenciada de ocorréncia, onde a maior
probabilidade de ocorréncia (moda) esta no vértice do triangulo de drea 1 e a base é
a diferenca entre os valores méaximo e minimo que o parametro normalmente assume.
Como exemplo apresenta-se na Figura 6.2 a FDP da taxa de mortalidade devido a
tuberculose ().

Observando a Tabela 6.1, nota-se que os parametros p, v tém distribuicao uni-
forme e os parametros p, f, q, u;, EFCR, a distribuicao triangular.

F'y
Probabilidade( i)
4.96
Area=100% =1
-
0 0058  0.139(moda) 0.461 g

Figura 6.2: Distribuicao de probabilidade triangular
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6.2 A Técnica de Rejeicao e o algoritmo utilizado

Com o objetivo de se sortear um valor para cada um dos parametros utiliza-se
um Método de Monte Carlo, denominado Técnica de Rejeigao [21], definida pelos
seguintes passos:

— cria-se o grafico da func¢ao densidade de probabilidade (FDP) do
parametro;

— Cria-se um retangulo cuja largura é definida pelos valores limites do
parametro (do valor minimo até o valor méximo) e a altura desse
retangulo é o valor maximo assumido para a FDP em questao;

— a area do retangulo ¢ dividida em pontos discretos, definindo uma
malha uniforme. Estes pontos possuem duas coordenadas (z,y) onde
x representa um valor numérico do parametro;

— sorteia-se de maneira aleatdria, um valor para x e, depois (indepen-
dente do valor de ), um valor y. Assim se obtém um ponto (z,y)
onde x é um possivel valor para o parametro considerado;

l

calcula-se o valor da FDP no ponto x sorteado ( FDP(z));

— caso y seja menor ou igual a FDP(z) o valor do parametro z serd
aceito e y representa a probabilidade de x acontecer se estiver sobre
ou abaixo da curva da FDP. Se y é maior que a FDP(z), x serd
rejeitado e um novo ponto (z,y) do retangulo serd sorteado e testado;

— 0 processo se repete até se obter um valor z aceitavel para o parametro
considerado.

Utilizando uma FDP triangular, como a do parametro de mortalidade dev-
ida a tuberculose, exemplifica-se a Técnica de Rejeicao que é aplicada a todos os
parametros definidos no modelo. A figura 6.3 ilustra a malha discreta bidimensional
de pontos (z,y) sorteados independentemente. Um ponto discreto é aceito caso es-
teja dentro da area da funcao de probabilidade. Quando um ponto sorteado esta
fora da darea, este é desprezado e outro ponto é sorteado. No momento que um ponto
estd contido na regiao de aceitacao o valor discreto da abcissa (x do ponto sorteado)
é o valor numérico do parametro que sera utilizado na epidemia atual.
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Figura 6.3: Técnica de Rejeicao

6.3 Analise de incerteza

Uma tnica simulacao nao fornece um bom resultado quantitativo para o compor-
tamento de uma epidemia, pois esse pode variar muito dependendo dos parametros
adotados. Dessa forma, para se fazer a andlise de incerteza, resolve-se n epidemias
com os parametros gerados pela Técnica de Rejeicao.

Gerando-se esses resultados é possivel tirar conclusoes estatisticas como a me-
diana dentre outros. Estas estatisticas fornecem faixas de resultados quantitativos
que sao mais precisos quanto maior for o niimero de simulagoes.

O simulador implementado para se fazer a andlise de incerteza calcula para as
variaveis epidemioldgicas de saida - incidéncia da infeccao e da doenca e prevaléncia
da infeccao e da doenca - a mediana e o 1° e o 3° quartil [26] como sugerido em [5].
Com esses resultados obtem-se faixas provaveis para essas variaveis eliminando os
25% menores resultados e os 25% maiores a cada incremento de tempo. Utilizando
o método de Runge-Kutta de 4% ordem para resolver cada epidemia, o simulador
pode ser descrito como:

Escolha dos parametros: Técnica de Rejeicao
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— Lé-se um arquivo com os intervalos dos parametros, os valores iniciais
das variaveis de estado e os niumero de simulagoes a serem efetuadas para
a analise de incerteza.

Epidemias(de 1 ao nimero de epidemias)

— Para cada parametro do sistema:

— Sorteia-se um valor para esse parametro e verifica-
se, pela Técnica de Rejeicao, se esse valor é aceito
ou rejeitado. Se a valor foi rejeitado um outro sera
sorteado e assim sucessivamente até que um valor seja
aceito.

Resolvendo uma epidemia

— Abre-se 4 arquivos onde serao armazenados os resultados
epidemilégicos da epidemia em questao

Percorrendo os anos(de 1 ao nimero de anos)

— Calcula-se um passo pelo método de Runge - Kutta

— Calcula-se os valores: incidéncia de infectados, in-
cidéncia de doentes, prevaléncia de infectados, prevaléncia
de doentes e armazena-se cada uma dessas saidas e o
ano equivalente em um dos arquivos abertos

— Fecha-se os arquivos com os resultados da epidemia cor-
rente.

Estatisticas

— Cria-se os arquivos: 4 arquivos de mediana, 4 arquivos de 1° quartil
e 4 arquivos de 3° quartil

— Cria-se 4 vetores. Cada vetor armazenara os valores de cada uma das
quatro variaveis epidemiolégicas de saida de todas as epidemias em um
determinado ano. Ex: posicao 1 do vetor 1 - os valores de incidéncia de
infectados de todas epidemias no 1° ano.

Percorrendo os anos (de 1 ao niimero de anos)

Percorrendo as epidemias (de 1 ao niimero de epidemias)

— Abre-se os 4 arquivos de saida com os dados epi-
demioldgicos calculados e 1é-se os valores correspon-
dentes, para cada ano, dos 4 arquivos e armazena-se
cada um dos 4 valores em seu respectivo vetor.
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— Ordena-se os valores dos 4 vetores.

— Determina-se a mediana de cada um dos vetores e armazena-
se em seu respectivo arquivo de mediana, o ano corrente e o
valor encontrado.

— Determina-se os quartis de cada um dos vetores e armazena-
se os valores em seus respectivos arquivos de quartis, junta-
mente com o ano correspondente.

—Fecha-se os 4 arquivos da epidemia

Finaliza-se o programa

6.4 Uma aplicacao - estabilidade nao-trivial

No Capitulo 4, na demonstracao de estabilidade nao trivial, nao estd demostrado
que a desigualdade (4.101) é maior do que zero, ou seja:

A= (lg(alag — aoag) — (CL1>2 >0 (61)

com ag, ai, ay e ag descritos em (4.86), (4.83), (4.79) e (4.78), respectivamente.

Para se mostrar que a desigualdade A é verificada para possiveis combinagoes
de valores dos parametros descritos na Tabela 6.1, utiliza-se a Técnica de Rejeicao
apresentada anteriormente. Para facilitar essa andlise, reescreve-se o sistema (3.1)
dividindo-se cada varidvel de estado pela populagao total (N) dada por N = S +
L+ T, +T,, obtendo-se:

S — 5 (u+ NS

AL — (1 —p)AS +ed(T; +T,,) — (v + )L
(6.2)

L= pfAS + quLl — (p+ e + ed)T;

T = p(1— FHNS + (1 — q)oL — (u+ iy + ed)T,,

onde:

S T, — T,

’ N’ N

L
N’

=

com A = ST;N e nesse caso o ponto de equilibrio nao-trivial se relaciona com aquele
definido no Capitulo 4 pelas expressoes (4.14), (4.22), (4.23), (4.24) da seguinte
forma:

- Snt T

gnt — = 6.3
N  NuR§ (6.3)
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m_Lmt_( A+ g+ ed ){ed(< p(1 = f)m

+
(v 4 p) (1 + e + ed) — ed(1 — q)v f+ 1 + ed) RS

p (1—p)]| (Rs—1)
+B) TR } N (6.4)
nt __ T;nt _ 1% e
=N T g (6.5)
W:Tﬁ:{ pl—fim (1 q)v §
" N (w4 e +ed)R (v + p)(p+ pe + ed) — ed(1 — q)v

ot e o e

com R ja definido em (4.17), como:

R — i—W(Rﬁd 4R+ RY) (6.7)

Para esse problema utiliza-se a Técnica de Rejeicao apresentada anteriormente
da seguinte forma:

— Para o sistema (6.2), assume-se que a populagdo pode permanecer constante
ou crescer até 100%, ou seja, a taxa de crescimento populacional §; varia entre 0 e
1, considerando-se que os valores nesse intervalo podem ocorrer com igual probabil-

idade de ocorréncia;

— Sorteia-se todos os parametros e a taxa de crescimento populacional para
5000 epidemias;

— Para cada uma delas calcula-se a desigualdade A e a taxa de reprodutibilidade
cfetiva R§.

Observa-se na Figura 6.4, que para as 5000 epidemias geradas, o valor da desigual-
dade A em (4.101) é verificada para todos os eventos onde R§ > 1. Este resultado
complementa a andlise de estabilidade do ponto de equilibrio nao-trivial do Capitulo
4 e ratifica os resultados das simulagoes do Capitulo 5. Exemplos 5.1.1 e 5.1.2, onde
o equilibrio endémico acontece no ponto de equilibrio nao-trivial.
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Figura 6.4: Rf x A

6.5 Um exemplo quantitativo

Para esse exemplo foram geradas 3000 epidemias e calculadas as medianas e os
valores para o 1° e o 3° quartil utilizando 3000 pontos discretos para z e 3000
para y. Utilizou-se os valores dos parametros fornecidos na Tabela 6.1 e as mesmas
condicoes iniciais utilizadas no capitulo anterior, ou seja:

Individuos suscetiveis: S = 74999
Individuos infectados ou latentes: L = 0
Individuos infectantes: 7; = 1

Individuos nao infectantes: 7T, = 0
Populacao total: N = 75000

Para avaliar o efeito de uma politica de tratamento supoe-se que 100% dos ca-
sos sao detectados e calcula-se as variaveis epidemioldgicas de saida definidas em
(5.1) a (5.4) - incidéncia da infec¢ao, incidéncia da doenga, prevaléncia da infecgao,
prevaléncia da doencga - para as seguintes situagoes:

(i) - se apesar da detecgao de casos nenhum tratamento for instituido, por ex-
emplo, por falta de medicamentos. Nesse caso é utilizado para e efetividade do
tratamento, os indices sugeridos em [4, 5] para cura natural, ou seja, € variando de
0.021 a 0.086. Resultados para as variaveis epidemioldgicas descritas anteriormente
sao apresentados nas Figuras 6.5 a 6.8.

(ii) - politica de tratamento precdria, com indice de efetividade e variando de
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0.086 a 0.40 é apresentado. Da mesma forma que a situacao anterior, apresenta-se
resultados para as variaveis epidemioldgicas nas Figuras 6.9 a 6.12.

(iii) - politica de tratamento com efetividade e variando de 0.40 a 0.70. Pode-se
observar nas Figuras 6.13 a 6.16 por exemplo que a mediana se mostra incapaz de
erradicar a epidemia nessa populagao.

(iv) - politica de tratamento com efetividade € variando de 0.70 a 1. As Figuras
6.17 a 6.20 mostram os resultados obtidos quando a efetividade do tratamento atinge
valores acima de 70%.

Em todos os graficos ¢, g3, med representam o 1° e 3° quartil e med a mediana,
respectivamente.

Observa-se que como recomendado pela OMS, a taxa de deteccao de casos deve
ser mantida em valores acima de 70% e a taxa de efetividade do tratamento acima de
85% para que se obtenha melhores resultados no combate a epidemia de tuberculose
[15].
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Figura 6.5: Incidéncia da infecgao (e variando de 0.021 a 0.086)
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Figura 6.20: Prevaléncia da doenca (e variando de 0.70 a 1)



Capitulo 7

Consideracoes finais

Como descrito neste trabalho a tuberculose, considerada até pouco tempo erradicada
em alguns paises do mundo, ressurge com uma preocupagao adicional: a resisténcia
aos medicamentos existentes. Em vérios paises em desenvolvimento ela permanece
em nivel endémico ou até mesmo epidémico, tornando-se um sério problema de satde
publica.

No Brasil, em algumas cidades como o Rio de Janeiro, o nimero de casos notifi-
cados ¢ de 180 casos por 100.000 habitantes, sendo que a OMS considera epidemia
acima de 50 casos por 100.000 habitantes !

Neste contexto, novos desafios sao colocados para definicao de politicas de con-
trole e erradicacao da doenca e a modelagem matematica pode se apresentar como
uma ferramenta adicional no entendimento qualitativo e quantitativo dos fenémenos
e na definicao dessas politicas.

Neste trabalho apresentamos um modelo simples que permite avaliar qualitativa-
mente e quantitativamente a dinamica da tuberculose e o efeito de seus mecanismos
de transmissao sobre uma epidemia. A importancia das condicoes sécio-economicas,
a influéncia da deteccao e tratamento com sucesso, parte da politica chamada de
DOT pela Organizacao Mundial da Satide também podem ser avaliadas. Além disso,
a analise de incerteza permite quantificar o que a variabilidade dos dados pode acar-
retar na dinamica da epidemia.

Esse modelo pode ser utilizado para avaliar outros eventos, como por exemplo,
a importancia da reinfeccao. Sugere-se, para continuidade do trabalho, que se in-
corpore ao modelo um método alternativo ao Método de Monte Carlo, como por
exemplo, o LHS (Latin Hypercube Sample) [5] que deve ser implementado para se
fazer a andlise de incerteza, uma vez que o método utilizado necessita de um grande
nimero de simulacoes para que se obtenha os mesmos resultados.

Sugere-se também que se inclua heterogeneidades no modelo através do acopla-
mento de 2 desses modelos com taxa de contaminacao diferenciadas. Isso pemitiria
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avaliar a influéncia do sucesso no tratamento em regioes com diferentes condig¢oes
de vida.
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