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Resumo

Neste trabalho, apresentamos inicialmente alguns conceitos basicos e defini¢des
presentes na biologia molecular, visando uma maior compreensao de alguns dos problemas
combinatorios mais freqiientes descritos na literatura.

Daremos uma atengdo especial ao problema da seqiiéncia mais proxima (PSMP), que
consiste na determinacdo de uma seqiiéncia de caracteres que mais se aproxima, segundo uma
dada métrica, de um conjunto pré-definido S de seqiiéncias. Assim, dado um conjunto
S = {s1,5,...,5»} de seqiiéncias (todas de tamanho n) sobre um alfabeto X, deseja-se
determinar uma seqii€ncia sy de tamanho » que minimize a maior distancia entre sy € s;, para
todoi € {1...m}.

Estudamos a prova de NP-Completude do PSMP e fizemos uma analise detalhada dos
principais algoritmos aproximativos, deterministicos e randdmicos, existentes na literatura.
Na verdade, a grande maioria dos procedimentos existentes para o problema sao baseados em
métodos probabilisticos. Desta forma, fazemos uma descricdo mais detalhada das técnicas de
arredondamento randdémico e derandomiza¢do, em particular o método das probabilidades
condicionais, mostrando os avan¢os mais recentes obtidos até o momento.

Desenvolvemos finalmente, uma estratégia de derandomiza¢do baseada no método de

estimadores pessimistas introduzida por Raghavan em 1988.

Palavras-chave: Problema da seqiiéncia mais proxima, biologia computacional,

derandomizac¢do, arredondamento randomico.
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Abstract

In this work, we first present some basic concepts and definitions normally used in
molecular biology. They are used, in order to describe some of most important combinatorial
problems posed by the biologists.

We will give a special attention to the Closest String Problem (CSP), which consists in
the determination of a sequence sy of characters (belong to some alphabet X) that is closer to
a given set § = {s1,52,...,5,}of strings of £ each of length n. The objective in this case is to
find a sequence sy such that the maximum distance (according to a given metric) between sy
and s; for i=1...m is minimized.

We study the proof of completeness of the CSP and concentrate our attention in the
deterministic and randomized approximation algorithms listed in the literature. In fact, the
major part of these techniques are based on probabilistic methods. For this reason, we present
the most recent results, and give a detailed description of these strategies such as the
randomized rounding procedure and the derandomization techniques, in particular, the
method of conditional probability.

Finally, we develop a derandomization strategy using pessimistic estimators as

proposed by Raghavan in 1988.

Keywords: closest string problem, computational biology, derandomization, randomized

round.
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Introducao

Desde a descoberta da estrutura do DNA em 1953 por Watson e Crick [Watson &
Crick, 1953a], [Watson & Crick, 1953b], grandes avancos tém sido presenciados na biologia
molecular, que tem como principal objetivo o estudo dos acidos nucléicos e proteinas. A
principal dificuldade desta 4rea ¢ a grande quantidade de dados envolvida.
Conseqiientemente, muitos dos problemas praticos relevantes sdo altamente combinatorios
(muitos deles NP-Dificeis), sendo portanto, fundamental o desenvolvimento de técnicas
eficientes para sua solugdo.

Daremos uma aten¢do especial ao Problema da Seqiiéncia Mais Préoxima-PSMP
(Closest String Problem), apresentando uma coletanea dos principais algoritmos
aproximativos (deterministicos e randomicos) existentes na literatura. Formalmente falando,
seja S = {s51,52,...,5»} um conjunto de seqiiéncias (todas de tamanho ») sobre um alfabeto . O
objetivo serd encontrar uma seqiiéncia sy de tamanho n que minimize a maior distdncia d
entre sy € s, V i=1...m, ou seja, desejamos minimizar d, onde du(sy, s;) < d, para todo i=1...m.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. O capitulo 1 apresenta uma descrigao
sucinta dos principais conceitos ¢ defini¢des da biologia molecular necessarios para uma
melhor compreensao de alguns dos problemas combinatoérios mais freqiientes encontrados na
literatura. No capitulo 2, apresentamos uma pequena amostra destes problemas, destacando
dentre outros, o problema de comparagdo de seqiiéncias, sequenciamento ¢ mapeamento de
DNA, e rearranjo de genomas. No capitulo 3, definimos o problema da seqiiéncia mais
proxima (PSMP), estudamos sua prova de NP-Completude e descrevemos as técnicas de
arredondamento randdmico e derandomiza¢do, em particular estudamos o método das

probabilidades condicionais € o método dos estimadores pessimistas. No capitulo 4,
xiii



apresentamos um algoritmo 2-aproximado bastante natural para o problema e o algoritmo
aproximativo de Ben-Dor et al. [Ben-Dor et al., 1997], um algoritmo com razdao de
performance proximo do valor 6timo para d suficientemente grande. Desenvolvemos ainda, a
estratégia de derandomizagdo baseada no método dos estimadores pessimistas sugerida em
[Ben-Dor et al., 1997]. No capitulo 5, apresentamos o algoritmo 4/3(1+¢&)-aproximado de
Lanctot et al. [Lanctot et al., 1999]. No capitulo 6, apresentamos o esquema de aproximagao
polinomial desenvolvido por Li et al. [Li et al., 2002] e, finalmente, apresentamos as

conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Introducgdo a Biologia Molecular

1.1 Introducao

Desde a descoberta da estrutura do DNA em 1953 por Watson e Crick [Watson &
Crick, 1953a], [Watson & Crick, 1953b], grandes avangos tém sido presenciados na biologia
molecular, cujo principal objetivo € o estudo dos acidos nucléicos e proteinas. Seu problema
mais conhecido ¢ a obten¢do do sequenciamento completo do genoma dos organismos. O
genoma contém a informag¢do necessaria para a existéncia dos seres vivos, controlando
processos vitais, dentre eles a sintese protéica.

A principal dificuldade no estudo de um genoma ¢ a quantidade de dados envolvida. A
informagdo bésica que se deseja extrair do DNA ¢ a seqiiéncia de pares de base, processo
conhecido como sequenciamento. Considere por exemplo, o genoma humano (o organismo
humano possui 23 pares de cromossomos). Um cromossomo humano tem aproximadamente
10® pares de base (unidade de medida do DNA). Por outro lado, a maior seqiiéncia que um
laboratorio pode sequenciar ¢ de aproximadamente 700 pares de base. Desta forma, observe-
se que existe uma diferenca de aproximadamente 10° entre a capacidade atual dos
laboratérios e o tamanho de um cromossomo, aumentando ainda mais, quando comparada ao
genoma completo. Esta diferenca ¢ o cerne da maioria dos problemas encontrados na biologia
molecular (em sua maioria problemas combinatorios). Portanto, a biologia molecular sozinha
ndo seria capaz de lidar com os desafios do sequenciamento genético, na verdade, tais
propésitos somente foram possiveis gracas aos avangos conseguidos na ciéncia da
computacdo. Esta colaboragdo tornou-se tdo importante que deu origem a uma nova area,
conhecida como biologia computacional [Waterman, 1995], [Gusfield, 1997], [Pevzner,
2000], [Meidanis & Setibal, 1997], que se dedica ao estudo de problemas de biologia
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molecular (DNA e proteinas), ¢ como a computagdo pode auxiliar na solu¢do destes
problemas.

Na verdade, em relagdo ao papel da computagdo na biologia molecular alguns autores
[Lancia, 2004] dividem os problemas de biologia molecular em duas areas principais: a
primeira seria a bioinformatica, que estuda os problemas de armazenamento, organizacio e
distribuicdo da grande quantidade dos dados genomicos hoje existentes, e a segunda, a
biologia computacional, que estuda os problemas de interpretacdo e andlise dos dados
gendmicos. Seguindo essa definigdo, serdo tratados aqui os problemas voltados para biologia
computacional.

A computacdo possibilita também que os genomas seqiienciados, seqiiéncia de
proteinas, dentre outras informagdes, sejam armazenados em grandes bancos de dados
( GenBank (http://www.ncbi.nm.nih.gov/) mantido pela National Center for Biotechnology
Information (NCBI), EMBL (http://www.embl-heidelberg.de/), PIR ( http://www.gbd.org/ e
http://www.mips.biochem.mpg.de/ ) , PDB (http://www.pdb.bnl.gov/ ), etc), em sua maioria
disponiveis na internet para pesquisa, possibilitando o acesso de pesquisadores das mais
diversas areas de atuacdo, auxiliando portanto, no diagnodstico e tratamento de doengas,
projetos de novas drogas farmacéuticas, prevencgdo de pragas, etc.

A seguir serdo apresentadas algumas definicdes importantes da biologia molecular
[Brown, 1999], [Cantor & Smith, 2000] para melhor compreensdo dos proximos capitulos

deste trabalho.
1.2  Acidos nucléicos (DNA e RNA)

Acidos nucléicos sio macromoléculas que armazenam as informacdes relativas ao
desenvolvimento e divisdo das células, as quais formam os organismos vivos. Os acidos
nucléicos também sdo responsaveis pela manuten¢do dos organismos em toda sua vida. Na
natureza existem dois tipos de acidos nucléicos: DNA (acido desoxirribonucléico) e RNA

(acido ribonucléico).


http://www.ncbi.nm.nih.gov/
http://www.embl-heidelberg.de/
http://www.gbd.org/
http://www.mips.biochem.mpg.de/
http://www.pdb.bnl.gov/

A estrutura primdria do acido nucléico pode ser vista como uma cadeia linear composta
de simples unidades quimicas chamadas bases nitrogenadas, sdo elas: Adenina (A), Citosina
(C), Guanina (G), Timina (T) e Uracila (U). No DNA s3o encontradas as bases nitrogenadas
A, G, C e T; e no RNA sao encontradas as bases A, C, G e U.

1.2.1 DNA

O DNA ¢ formado por uma dupla fita de cadeias de nucleotideos que formam uma
estrutura helicoidal [Brown, 1999], [Cantor & Smith, 2000]. Cada nucleotideo ¢ formado por
uma molécula de agucar, um fosfato e uma base nitrogenada. Nas moléculas de agucar sao
encontrados cinco atomos de carbono, que sdo enumerados de 1’ a 5’ (vide Figura 1.1). Estes
carbonos sdo importantes para formagao de uma fita do DNA.

Em uma fita de nucleotideos, estes sdo ligados pelo carbono 3’ de um nucleotideo e o
carbono 5’ do nucleotideo vizinho. Por essa razdo uma fita de nucleotideos segue uma
orientacdo, convencionalmente definida no direcionamento do carbono 5’ para o carbono 3’
entre nucleotideos vizinhos (vide Figura 1.1). Note também, que as duas fitas tem orientagdes
opostas.

Ligado ao carbono 1’ estd a base nitrogenada (A, C, G ou T), que ¢ responsavel pela
ligagdo entre as duas fitas, formando assim, a dupla fita do DNA. Cada base nitrogenada de
uma fita estd ligada a outra base da fita complementar. Nota-se que a base A estd sempre
ligada a base T, e a base C estd sempre ligada a base G. Estes pares de bases sdo
complementares, e sdo utilizados como unidade de medida de comprimento de uma molécula

de DNA, denotado por bp (pares de bases).
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Figura 1.1: DNA

Convencionalmente, o DNA ¢ representado como uma seqiiéncia de letras (A, C, G, T),
onde cada letra representa uma base. A Figura 1.2 apresenta um exemplo de uma dupla fita de
uma seqliéncia de DNA, colocando uma fita em cima da outra. Observe que a figura mostra a
paridade entre as bases (A com T e C com G). Nota-se, na figura, que o fim 3’ de uma fita
corresponde ao fim 5’ da outra fita. Esta propriedade ¢ mais conhecida como antiparalelo. A
conseqiiéncia fundamental desta estrutura ¢ o fato de que, dada uma fita, pode-se inferir a
outra fita correspondente (fita complementar). A operacao que possibilita a obtencao da fita
correspondente ¢ chamada complementar reversa. Por exemplo, dada uma fita s = AGACGT,
pode-se obter sua complementar reversa da seguinte forma: primeiramente reverte-se s

obtendo s° = TGCAGA, posteriormente substitui-se cada base com sua base complementar,

obtendo s= ACGTCT.



5 .. TACTGAA .. 3’
3 ... ATGACTT .. ¥

Figura 1.2: Uma dupla fita de seqiiéncia de DNA

representada por uma seqiiéncia de letras

1.2.2 RNA

A molécula de RNA tem apenas uma fita, e ¢ bem curta se comparada a fita de DNA.
Existem trés tipos de moléculas de RNA: RNA mensageiro (mRNA), RNA transportador
(tRNA) e RNA ribossomal (RNA). O RNA também tem fun¢do importante na sintese de

proteinas.

1.3 Gene, cromossomo e genoma

O genoma encontra-se no interior das células dos organismos, armazenado em
estruturas chamadas cromossomos. Nos cromossomos localizam-se 0s genes que sdo
responsaveis pela sintese protéica. Os genes podem ser considerados como segmentos
contiguos e discretos de moléculas de DNA, onde sdo armazenadas as informagdes genéticas.
A informacao contida em cada gene ¢ responsavel pela constru¢do de uma proteina que tem
uma funcao especifica num organismo vivo.

Os organismos vivos podem ser divididos em dois grupos:

- Eucariotos: organismos cujas células possuem ntcleo, onde se encontram os
cromossomos. Incluem-se neste grupo os animais, plantas, fungos e protozoarios.
- Procariotos: organismos cujas células ndo possuem nticleo (bactérias)

Uma outra diferenca entre estas duas divisdes esta relacionada ao numero de
cromossomos presentes em cada célula. Uma célula de procarioto em geral possui apenas um
cromossomo, enquanto uma célula eucaridtica, tem um numero fixo de cromossomos que
varia de espécie para espécie (por exemplo, a célula humana possui 23 pares de

Cromossomos).



Nos procariotos todo o trecho de um gene codifica a proteina. Entretanto, nos
eucariotos, um gene ¢ composto de subtrechos conhecidos como infrons e exons. No processo
de constru¢do de uma proteina, apenas os exons sao utilizados para codifica-la. No segmento
de exons de um gene, cada tripla de nucleotideos forma um codon que codificara um
aminodcido que formara uma proteina. Apesar de existirem 64 combinagdes entre triplas de
nucleotideos (4° combinagdes), apenas 20 aminodcidos sdo codificados (vide Figura 1.3). Isso
ocorre, devido a um aminoacido poder ser representado por mais de uma tripla ou uma tripla
ndo representar nenhum aminodcido (vide Figura 1.3, a tripla ATC nao codifica nenhum

aminoacido). Assim, a seqiiéncia gerada de aminoacidos corresponde a uma proteina.

27 pogicdo da tripla

A G ps &
Fenilalanina (AAA) | Serina (AGA) |Tirosina (ATA) | Cisteina (ACA) | &
4 | Fenilalanina  (AAG) | Serina (AGG) | Tirosina (ATG) | Cisteina (ACG) | ©
Leucina (AAT) | Serina (AGT) |Sem sentide  (ATT) |Semsentide (ACT) | T
Leucina (AAC) | Serina (AGC) | Sewm sentide  (ATC) | Triptofano (ACC) | © w2
Leucina (GAA) |Prolina (GGA) |Histidina (GTA) | Arginina (GCA)Y | & |=
vc—c;_' & Leucina {(GAG) |Prolina {(GGG) | Histidina (GTG) | Arginina (GCG) | ¢ g
= Leucina (GAT) | Prolina (GGT) | Glutamina (GTT) | Arginina GCT) | T IS
8 Leucina (GAC) | Prolina (GGC) | Glutamina (GTC) | Arginina (GCOy | © g
o Isoleucina (TAA) [Treonina (TGA) | Aspargina (TTA) | Serina TCA) | & |2
Ea 1 [Isoleucina (TAG) |Treonina (TGG) | Aspargina (TTG) | Serina (TCG) | & ,_5
2 Isoleucina (TAT) |Treonina (TGT) [Lisina (TTT) | Arginina TCDH | T | &=
:’-' Metionina (TAC) |Treonina (TGC) |Lisina (TTC) | Arginina (TCCy | <
T Valina (CAA) | Alanina (CGA) | Aspartato (CTA) | Glicina (CCA)Y | &
o | Valina (CAG) | Alanina {CGG) | Aspartato (CTG) | Glicina (CCG | ¢
Valina (CAT) | Alanina (CGT) | Glutamato (CTT) | Glicina Ccchy | T
Valina (CAC) | Alanina (CGC) | Glutamato (CTC) | Glicina (CCC)y | ©

Figura 1.3: Tabela do Codigo Genético

1.4 Proteinas

As proteinas sdo macromoléculas organicas que desempenham muitas fungdes num
organismo vivo. As proteinas mais importantes sdo as enzimas que catalizam (aceleram) os

processos quimicos indispensaveis a vida dos organismos.



1.5 Mutacao

A mutacdo ¢ definida como uma alteracdo na seqiiéncia de nucleotideos no DNA,
causada por uma falha no processo de replicagdo. Essa falha no processo de replicagdo pode
ser causada por exposicdo a radiacdo ultravioleta, ou por outras condi¢des ambientais.
Existem dois diferentes niveis de mutagdo. Um ao nivel de gene, e outro ao nivel de
cromossomo. Neste Ultimo, segmentos do DNA podem ser trocados no mesmo cromossomo
ou entre Cromossomos.

Na mutagdo ao nivel de gene, podem ocorrer:

- Substitui¢do: A alteragdo de um nucleotideo na seqii€éncia de DNA.
- Insercdo: A inser¢do de um ou mais nucleotideos na seqiiéncia de DNA.

- Remocgdo: A remocao de um ou mais nucleotideos na seqiiéncia de DNA.

Este tipo de mutagdo pode ser dividido de acordo com sua influéncia na proteina
resultante:
- Missense: A mutagdo altera o codon. Este codon alterado codifica um aminoacido
diferente.
- Silent: A mutagdo nao altera o codon. Essa muta¢ao nao acarreta nenhuma alteragao

na codifica¢ao do aminoacido.

No entanto, deve ser mencionado que apesar da mutacdo alterar um aminoacido, ndo
necessariamente afetard a fung¢do da proteina. Isso porque a similaridade quimica entre
diferentes aminoacidos pode resultar em um pequeno ou nenhum impacto na estrutura final
da proteina, preservando assim sua fungao.

As mutagdes tém uma importincia relevante na biologia molecular. Dentre outras
coisas, criam novas espécies e adaptam as espécies ja existentes para as alteragdes das

condicdes ambientais.



1.6 Mapeamento e Sequenciamento de DNA

Um intenso esfor¢o tem sido feito por varios cientistas em todo mundo para sequenciar
o DNA dos diferentes organismos vivos existentes na natureza, processo conhecido como
Projeto Genoma. Cada organismo tem seu Projeto Genoma, que pode ser desenvolvido por
varias comunidades cientificas e estar espalhada em diferentes localiza¢cdes no mundo. Este
trabalho tem revolucionado a pesquisa médica e biologica e de outras areas afins.

Uma importante parte deste processo consiste no mapeamento fisico. O mapeamento
fisico mostra localizacdes e estima distancias entre marcacdes ao longo do genoma,
cromossomo, ou mesmo uma grande cadeia do genoma. Estas marcagdes podem ser genes ou
simplesmente subseqiiéncias arbitrarias do DNA.

O mapeamento do genoma ¢ uma ferramenta essencial para encontrar novos genes. A
constru¢do do mapeamento fisico de um DNA pode ser feita atualmente por diferentes
técnicas; utilizando enzimas de restricdo, hibridizagdo, dentre outras. Em particular trabalha-
se com pedacos do DNA bem menores que um cromossomo, mas bem maiores a uma
seqiiéncia que pode ser seqiienciada diretamente pelos laboratorios.

Uma outra parte do Projeto Genoma ¢ o sequenciamento, que deseja encontrar a
seqiiéncia completa de nucleotideos do DNA (uma visao mais detalhada do DNA).

Apesar dos avangos tecnologicos na manipulacdo de moléculas de DNA, existe ainda
um limitante nos procedimentos laboratoriais para leitura de uma seqliéncia de DNA,
restringindo-se a leitura de uma seqiiéncia de aproximadamente 700 bp. Desta forma, para
que os processos de mapeamento e sequenciamento sejam realizados, a seqiiéncia de DNA ¢
clivada (cortada) em grandes cadeias, estas cadeias sdo fragmentadas em cadeias ainda
menores, até¢ que alcancem o tamanho adequado para leitura nos laboratérios (com tamanhos
de aproximadamente 700 bp). Apds o estudo destas pequenas cadeias, inicia-se 0 processo
inverso de remontagem das cadeias, até alcancar a cadeia original (DNA completo). E neste
processo de remontagem que se encontram os problemas computacionais mais importantes.

Nota-se que existem duas visdes para o trabalho de leitura e estudo das seqiiéncias de

DNA. O mapeamento fisico, onde se tem uma visdo mais macro da cadeia de DNA,
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trabalhando com grandes blocos de DNA; e o sequenciamento com uma visao micro, onde se
tém pequenos fragmentos de DNA que podem ser lidos pelos laboratorios.

Para que o mapeamento e sequenciamento possam ser realizados, muitas outras técnicas
de laboratorio sdo necessarias, tais como: fragmentagdo, clonagem, medi¢do de fragmentos,

etc, que serdo discutidas a seguir.

1.7 Fragmentacao

Atualmente, existem duas técnicas bésicas para clivar uma molécula de DNA: o método
que utiliza enzimas de restricdo e o método do canhdo (shotgun).

No método que utiliza enzimas de restricdo, as enzimas clivam o DNA em segmentos
especificos chamados de sitios de restrigdo. Os sitios de restricdo tém sua seqiiéncia
conhecida e possuem tamanhos curtos (4, 6 ou 8 bp). Cada enzima de restri¢do tem seu sitio
de restricdo especifico. Quando uma enzima de restricdo ¢ aplicada em uma molécula de
DNA, esta ¢ clivada em todas as ocorréncias do sitio de restricdo especifico a enzima de
restricdo aplicada. Existem centenas de enzimas que reconhecem, respectivamente, diversos
sitios de restricao.

Um dos problemas encontrados na utilizagcdo desta técnica ¢ que podem ser gerados
fragmentos excessivamente grandes. Por outro lado, podem ser gerados fragmentos muito
pequenos, que nao sao uteis nos processos que necessitam utilizar a técnica de fragmentagao.

No método do canhdo, uma solucdo contendo uma seqiiéncia de DNA ¢ submetida a
elevadas taxas de vibragdo, fazendo com que as moléculas sejam clivadas aleatoriamente em
diferentes pontos. O processo de vibragdo pode ser acionado com ar ou com ultra-som,
respectivamente chamados de nebulizagao e sonificacio.

Ap6s a clivagem dos fragmentos, os tamanhos dos fragmentos podem ser calculados
através da técnica conhecida como eletroforese em gel. Neste processo, os fragmentos de
DNA sdo colocados num gel, onde as moléculas do gel, quando resfriadas, formam uma
matriz de poros. Quanto mais concentrada a solu¢do do gel, mais a matriz se concentra, € 0s

poros se tornam menores. Desta forma, aplicando-se uma corrente elétrica nesta solucdo, as
9



moléculas de DNA carregadas negativamente se movem para o polo positivo do campo
elétrico. Como as moléculas de DNA se movem pelos poros formados no gel, as moléculas
mais longas encontram maior resisténcia, movendo-se mais vagarosamente.
Conseqiientemente, os fragmentos menores movem-se mais rapidamente. Desta forma, apos

um certo tempo, pode-se separar as moléculas de DNA pelos seus tamanhos.

1.8 Clonagem

Para fazer experimentos (estudos) com DNA, ¢ necessaria uma quantidade razoavel do
mesmo material, a fim de obter uma maior confianca nos resultados dos experimentos. Por
isso, a necessidade de se clonar varias vezes as seqiiéncias de DNA.

Uma das maneiras de clonar um DNA ¢ usar uma célula hospedeira (virus e bactéria).
Nessa abordagem, uma seqiiéncia de DNA fonte (chamaremos neste trabalho de inserto), que
se deseja clonar, ¢ introduzida no DNA da célula hospedeira, que ao multiplicar-se, replica
seu material genético para seus descendentes junto com a seqiiéncia de DNA inserida. Assim,
apds um determinado periodo de incubacdo, uma quantidade celular exponencial é produzida,
com uma copia da seqiiéncia de DNA fonte. As cdpias da seqiiéncia de DNA sdo retiradas
das células pelo processo de purificagao.

A molécula de DNA que recebe o inserto ¢ chamada de vetor. O DNA resultante da
combinagdo entre o vetor ¢ o inserto ¢ chamado de DNA recombinante. Seguem abaixo,
alguns dos principais vetores usados na clonagem de DNA.

- Plasmideos: Plasmideos sdo moléculas de DNA circulares autbnomas encontradas em
bactérias e leveduras. Seu comprimento em geral varia entre 1 e 10 kb (1000 pares de
base). Os vetores de plasmideos tém em geral 3kb de comprimento. Desta forma, isso
implica na limitagdo dos tamanhos dos insertos.

- Bacteridéfagos: Bacteriofagos sao virus que infectam bactérias. Os virus possuem uma
estrutura simples, composta em geral de uma molécula de DNA ou RNA envolvida
por uma capsula formada de proteinas. Ao infectar uma célula, o virus pode exibir um

comportamento ativo, do qual sdo produzidas copias do DNA viral. Ou podem
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assumir um comportamento passivo, ficando incubado na célula até que
eventualmente assumam seu estado ativo. Os bacteridéfagos, também conhecidos como
fagos, tem seu comportamento e estruturas moleculares bem conhecidos. Um exemplo
desse tipo de vetor ¢ o fago A. Esse fago possui uma cabeca em forma hexagonal que
envolve o DNA gendmico viral de aproximadamente 50 kb. Para ser usado como
vetor de clonagem, o DNA do fago A foi modificado, sendo removido o gene que faz
com que o virus tenha o comportamento passivo (outros segmentos também foram
removidos), desta forma o virus tera um comportamento sempre ativo. Este vetor
permite um inserto de no maximo 25 kb.

Cosmideos: O vetor fabricado com elementos do fago A e do plasmideo ¢ chamado de
cosmideo. Este vetor permite inserto de 35 a 45 kb.

Outros vetores: Existem outros vetores que visam aceitar insertos mais longos, como:

vetores de YACs, do bacteriofago P1, de BACs e de PACs.
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Capitulo 2

Problemas Combinatorios em Biologia Molecular

2.1 Introducio

Muitos dos problemas relevantes na biologia molecular tem natureza altamente
combinatdria e envolvem uma grande quantidade de dados e informacgdo, sendo portanto, de
fundamental importancia o desenvolvimento de técnicas e estratégias eficientes para sua
resolucdo. Dentre as areas da ciéncia da computacdo, a otimizagdo combinatdria ¢ uma
parceira importante para auxiliar a biologia molecular na solu¢do de seus problemas.

Neste capitulo, serdo apresentados alguns dos principais problemas de biologia
molecular que estdo relacionados a area de otimizagdo combinatdria. Nas Secdes 2.2 e 2.3,
sdo apresentados problemas de comparagdao de seqiiéncias, de duas seqiiéncias e multiplas
seqiiéncias respectivamente. Nas Secdes 2.4 a 2.6 sdo apresentadas algumas das técnicas de
mapeamento de DNA que tém como funcdo o sequenciamento de grandes seqiiéncias. Sobre
este tema serdo citadas nas Se¢des 2.4 e 2.5 as técnicas de mapeamento utilizando enzimas de
restricao e na Sec¢do 2.6 apresentamos o problema de mapeamento por hibridizagdao. Na Se¢ao
2.7, abordamos uma das técnicas de remontagem de fragmentos, que trata do problema de
sequenciamento de DNA e finalmente, na Sec¢do 2.8 discute-se sobre o problema de rearranjo

genomico.

2.2 Comparacao e Alinhamento de Seqiiéncias

A comparacdo de seqiiéncias ¢ a operagdo primitiva mais importante dentro da biologia

molecular computacional [Waterman, 1995], [Gusfield, 1997], [Pevzner, 2000], [Meidanis &
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Setiibal, 1997]. A grosso modo, esta operacdo consiste em encontrar que partes das

seqiliéncias sdo parecidas e que partes sao diferentes.

Existem varios problemas onde esta técnica pode ser aplicada. Segue abaixo, alguns

exemplos apresentados em Meidanis e Setubal [Meidanis & Setubal, 1997]:

1)

2)

3)

4)

5)

Sejam duas seqiiéncias do mesmo alfabeto, ambas com o mesmo tamanho (dezenas de
milhares de caracteres). Sabe-se que as seqiiéncias sdo similares, com poucas
diferengas isoladas. A média freqliente dessas diferencas ¢ baixa (uma em cada 100).
Deseja-se encontrar os locais onde estas diferengas ocorrem. Este problema aparece
quando o mesmo gene ¢ seqiienciado por diferentes laboratorios e deseja-se comparar
os resultados.

Sejam duas seqiiéncias do mesmo alfabeto, com poucas centenas de caracteres cada.
Deseja-se saber se existe um prefixo de uma cadeia o qual ¢ similar a um sufixo de
outra cadeia. Este problema e o proximo (3), aparecem no contexto do
sequenciamento de fragmentos, em programas que ajudam no sequenciamento de
larga escala de fragmentos de DNA.

Considere novamente o mesmo problema descrito em (2), desta vez, varias centenas
de seqiiéncias devem ser comparadas. Além disso, sabe-se que a grande maioria dos
pares de seqiiéncia ndo se relaciona, isto é, ndo tem um grau requerido de
similaridade.

Sejam duas seqiiéncias do mesmo alfabeto com poucas centenas de caracteres cada.
Deseja-se saber se existem duas sub-cadeias, uma em cada seqiiéncia, que sdo
similares. Este problema e o proximo (5), aparecem no contexto de busca por locais
similares usando grandes base de dados de bio-seqiiéncias.

Dado o mesmo problema (4), mas ao invés de duas seqiiéncias, uma seqiiéncia deve

ser comparada com milhares de outras.

Para comparagao de seqiiéncias, duas etapas basicas sao fundamentais:

13



1) Alinhamento: faz o emparelhamento das seqiiéncias, de modo que fique clara sua
correspondéncia. No alinhamento sdo adicionados espacos em localizagdes arbitrarias

nas seqiiéncias para que elas fiquem com o mesmo tamanho (vide Exemplo 2.1).

Dadas duas seqiiéncias s=sj...s,, € t=f;...t,, com simbolos pertencentes ao mesmo
alfabeto X, onde m, n > 0. Um alinhamento de s e ¢ representa um mapeamento de s e ¢ nas
seqiiéncias s’ e ¢’, respectivamente, cujos simbolos pertencem ao alfabeto X’=X U {*-‘}, onde
o simbolo ‘-* ¢ chamado de espago, tal que:

- |s’|=1¢| =1, onde |x| representa o tamanho da seqiiéncia x;
- A remocdo dos espagos em s’ e ¢’ levam as seqiiéncias originais s e ¢, respectivamente;

- Nao ¢ permitido um espago (‘-) em uma mesma posicao de s’ e ¢’.

2) Similaridade: fun¢dao que mede o quanto as seqii€ncias sdao similares. Uma das formas
mais utilizadas para calcular a similaridade entre as seqiiéncias de DNA ou RNA, ¢
atribuindo valores na comparacdo de cada posicdo em todo comprimento das
seqiiéncias. No caso das proteinas sdo utilizadas as matrizes PAM [George et al.,
1990], [Dayhoff et al., 1978]. A atribui¢do de valores para seqiiéncias de DNA ou
RNA pode ser dada da seguinte forma (vide Exemplo 2.1):

- Se os caracteres forem iguais soma-se +1;

- Se os caracteres forem diferentes soma-se —1;

- Se tiver espaco soma-se —2.
O célculo da similaridade ¢ dado por:

sim=Yols ., ). @.1)

i=1

onde ¢ :Zx¥ — R é uma funcio simétrica tal que o(a,b) denota o valor da comparagio,

como definido anteriormente, entre o simbolo a € o simbolo b, Vae b € X
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Defini¢ao 2.1: Dadas duas seqiliéncias s e #, encontrar o alinhamento entre elas, de forma a

maximizar a fungdo de similaridade sim (2.1).

Exemplo 2.1: Na comparagdo de seqiiéncias buscamos o alinhamento de similaridade
maxima, ou seja, que torne as seqiiéncias as mais parecidas possiveis. Veja a seguir, 0
alinhamento com similaridade mdéxima entre as seqiéncias s = GACGGATTAG e

t=GATCGGAATAG.

F o oA - 0O O A T T A O

Alinhamento
o oA T QG 3 A A T A O

+H o+ 2 4+ H OH OH O H O H H Similaridade = 4

2.2.1 Aplicacoes da comparacao de seqiiéncias

O primeiro sucesso na comparagao de seqliéncias foi a descoberta da ligacao entre os
genes que causam cancer ¢ um gene envolvido no crescimento e desenvolvimento celular
[Doolittle et al., 1983], [Waterfield et al., 1983]. Oncogenes sdo genes do virus que causam
um tipo de cancer nas células infectadas. O Oncogene v-sys do simian sarcoma virus causa
um descontrole no crescimento da célula e leva os macacos ao cancer. Muito parecido com
growth factor PDGF, uma proteina que estimula o crescimento da célula. Quando estes genes
foram comparados, significantes similaridades foram encontradas. Esta descoberta confirmou
uma conjectura de que o cancer pode ser causado por um gene normal de crescimento, onde o
tempo de crescimento ¢ alterado para um tempo erroneo.

Outra aplicag¢do para comparacao de seqiiéncias ¢ o estudo da evolugdo de espécies. A
evolucdo dos organismos conserva padroes de seqiliéncias por varias geragdes. Quando uma
nova seqiiéncia tem uma grande similaridade com alguma seqiiéncia ja cadastrada na base de
dados de seqiiéncias, existe uma grande chance das seqiiéncias serem homologas, ou seja,
oriundas de um ancestral comum. Assim, novas e uteis hipoteses biologicas sdo formadas

com a comparacao de seqiiéncias.
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2.2.2 Discussao

A programagdo dinamica resolve o problema de compara¢ao de duas seqiiéncias em
tempo polinomial. Needleman ¢ Wunsch [Needleman & Wunsch, 1970] foram os pioneiros
na utilizacdo da programag¢do dindmica nos problemas de comparagdo de seqiiéncias. Eles
apresentaram um algoritmo que maximizava o niimero de coincidéncias subtraindo o niimero
de inser¢des ¢ remocgdes, conhecido como critério de similaridade maxima. Associando
apenas pesos nao negativos para substituicoes, inser¢des e remogdes no alinhamento, Sellers
[Sellers, 1974] apresentou um algoritmo de programacdo dindmica, onde o alinhamento
otimo corresponde a menor distancia (soma de todos os pesos) do alinhamento, conhecido
como critério de distancia minima. Uma referéncia classica na comparagdo de seqiiéncias € o
livro de Sankoff e Kruskal [Sankoff & Kruskal, 1983]. Uma boa revisao sobre alinhamento
otimo, similaridade, distancias e algoritmos relacionados ao assunto podem ser encontrados
em [Waterman, 1989]. Viérios métodos utilizando a programacdo dindmica podem ser
encontrados em [Pearson & Miller, 1992]. Outra referéncia muito utilizada € o livro de Heijne

[Heijne, 1987] para estudo da comparagao de seqii€ncias.

2.3 Alinhamento de Miiltiplas Seqii€éncias

No alinhamento multiplo, comparam-se mais de duas seqiiéncias. Utilizado em
diferentes aplicagdes na biologia molecular, como: encontrar informagdes sobre funcdo e
estrutura das moléculas, estimar distdncias evolucionarias entre as espécies, dentre outras
aplicagdes. Muitas vezes a comparacdo de duas seqiiéncias ndo mostra padrdes bioldgicos
importantes que somente sao mostradas na comparagdo de multiplas seqiiéncias.

Existem varias formas de se calcular a similaridade entre as seqiiéncias no alinhamento
multiplo. Uma delas seria calcular para cada coluna (de todas as seqiiéncias) um valor de
similaridade, seguindo algum critério, e no final teriamos uma somatdria destes valores, onde
o alinhamento 6timo seria definido como o alinhamento que minimize esta somatoria final. A

soma de pares (Sum-of-Pairs) ¢ um exemplo (desta forma de calculo de similaridade)
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bastante comentado na literatura, onde para um alinhamento multiplo 4 = (a;;), o alinhamento

Aj; entre duas seqiiéncias a; € a; pode ser dada por:

S(A@/): d(aih,ajh),
=1
onde d representa a distancia entre simbolos do alfabeto £’=X U {*-‘} e m o tamanho final

das seqiiéncias (apds o alinhamento). A soma de pares para o alinhamento A4 serd dada por

Z,-,,-S(Afj)'

Definicdo 2.2: O alinhamento multiplo das seqiiéncias sy, 52, ..., S, sera representado pelo
conjunto de seqiiéncias s’;, 72, ..., S’, (com espacos), que obtenham a maior similaridade do
alinhamento multiplo, dado que:

- || =|872] =... =54/, onde |s| € o tamanho de s;

- Removendo os espagos de 5’1, s, ..., s, obtém-se respectivamente s, 2, ..., Sy

2.3.1 Discussao

A programacao dinamica resolve o problema de alinhamento multiplo para k£ seqiliéncias
de tamanho 7, em tempo de O((2n)"). Diferentes algoritmos de programagio dinimica foram
apresentados [Sankoff, 1975], [Sankoff, 1985], [Waterman et al., 1976]. Entretanto,
algoritmos exatos para o problema de alinhamento multiplo para valores de k£ muito grande
(muitas seqiiéncias) sdo inviaveis [Wang & Jiang, 1994]. Wang e Jiang mostraram que o
problema ¢ NP-dificil quando utilizado a medida de soma-de-pares (SP measure) e o
alinhamento em 4arvore, para resolucdo do problema. Kececioglu [Kececioglu, 1993]
formalizou a nog¢do de que o alinhamento multiplo pode ser considerado como um conjunto
de alinhamento de duas seqiiéncias, conhecido como problema do peso méaximo (maximum
weight trace problem). Ele provou que o problema ¢ NP-dificil e apresentou um algoritmo

branch-and-bound. Feng e Doolittle [Feng & Doolittle, 1987] usam um par de seqiiéncias
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com a melhor similaridade e a partir destas duas seqii€ncias gera-se uma nova, preservando o
principio de “once a gap, always a gap” (isso implica que no processo de alinhamento,
sempre que se adiciona um gap na seqiliéncia resultante também deve ser adicionado um gap
nas seqliéncias ja alinhadas). Como resultado, o alinhamento multiplo de k seqiiéncias ¢
reduzido para o alinhamento de -1 seqiliéncias, e assim por diante. Muitos outros algoritmos
de alinhamento multiplos usando estratégia similar foram apresentados na literatura [Barton
& Sternberg, 1987], [Taylor, 1987], [Bains, 1986], [Higgins et al., 1996].

Apesar do algoritmo de Feng e Doolittle [Feng & Doolittle, 1987] trabalhar bem para
seqiiéncias proximas (similares), este método ndo garantia performance. O primeiro algoritmo
aproximativo para o problema de alinhamento multiplo a garantir performance (com razao de

aproximacgao 2-2/k) foi proposto por Gusfield [Gusfield, 1993].

2.4 Problema de Digestao Dupla (Double Digest Problem (DDP))

Duas enzimas de restricdo sao aplicadas nas seqiiéncias de DNA clivando-as em
pequenos fragmentos. Os tamanhos destes fragmentos sdo medidos utilizando a técnica de
eletroforese em gel. Conhecendo os tamanhos dos fragmentos gerados pela aplicacdo
individual das duas enzimas enz/ e enz2, ¢ a aplicacdo das duas enzimas juntas, sobre estas
trés seqiiéncias iguais (clonadas), o objetivo serd determinar a seqiiéncia original.

Aplicando as enzimas enzl e enz2 separadamente e, enz/ e enz? juntas, em trés

seqiiéncias iguais clonadas, obtém-se os respectivos conjuntos:

Az{a»

s 1<i<n ), B={b;, 1<i<m } e C={¢,, 1<i<l },

i°

onde cada elemento dos conjuntos acima representa o tamanho de cada fragmento
criado. O total de elementos de cada conjunto 4, B e C ¢ representado respectivamente por #,
mel.

Seja L o tamanho da seqiiéncia original (antes da agdo das enzimas de restricdo) e
supondo que os tamanhos dos fragmentos sao medidos sem erros (caso ideal do problema),

pode-se garantir que:
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Ya;= Yb = >c =L

1<i<n 1<i<m 1<i<l

Seja o uma permutag¢do do conjunto 4 € x uma permutacdo do conjunto B, pode-se

obter a partir destas permutacdes o conjunto das localizagdes de corte (esta definicdo pode ser

melhor entendida no Exemplo 2.2).

repetigdes.

Reordenando o conjunto S, obtém-se:

S={s;,1<j<[/},ondes;<s;,i<]j.

Isto implica que C(o; 1) pode ser definido da seguinte forma:

Clo,w)={c(o,u)=s;j-si.1},paratodo 1 <j </

Defini¢ao 2.3: Dados 3 conjuntos 4, B e C de inteiros, encontrar as permutacdes 4 € o, do

conjunto 4 e B respectivamente, de forma que C = C(y, o).

Segue abaixo um exemplo ilustrativo para melhor compreensao (Exemplo 2.2).

Exemplo 2.2: Sejam 3 seqiiéncias iguais (clonadas). Aplicando a enzima enz/ numa
seqiiéncia de DNA, esta enzima cliva a seqii€ncia em pequenos fragmentos que sdo medidos
pelo processo eletroforese em gel resultando no conjunto de inteiros 4 = {3,8,6,10}.
Aplicando a enzima enz2 na segunda seqiiéncia clonada, obtém-se o conjunto B = {4,5,11,7}

e aplicando as enzimas enz/ e enz2 juntas na terceira e Ultima seqiiéncia clonada, obtém-se o

conjunto C = {3,1,5,2,6,3,7} (vide Figura 2.1).
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[sld s Jof o fs] 7 |

Figura 2.1: Exemplo do DDP

O objetivo é permutar o conjunto 4 e o conjunto B, de forma a sobrepor um conjunto no
outro em diferentes ordens dos fragmentos, observando que os conjuntos estdo desordenados,

e a partir desta sobreposi¢do os novos tamanhos resultem no conjunto C.

S= > a,(j) + >2b,0)

I<j<r 1<j<t

> a,(j)=1{3,11,17,27}
1<j<r

>b,(7) = {4.9,20,27}
1<j<t

S=1{3,4,9,11,17,20,27}
C=13,1,52,6,3,7}

Desta forma, o conjunto C obtido representa uma solugdo para o problema.

2.4.1 Variacoes do Problema

Neste problema pode-se encontrar alguns erros de experimentos de laboratério que nao
serdo modelados aqui, sdo eles:
- Clivagem parcial. A enzima pode falhar e ndo clivar a cadeia no local devido. Assim,
existirdo grandes fragmentos na instancia do problema.
- Tamanho do fragmento. O processo de medida dos fragmentos (eletroforese em gel)
ndo consegue medir os tamanhos dos fragmentos com exatiddo, admitindo erros

tipicos entre 2% e 7%.
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- Pequenos fragmentos podem ser perdidos.
- Doublets. Dois fragmentos com o mesmo tamanho podem se sobrepor, € um pode ser

perdido.

2.4.2 Discussao

Muitos algoritmos tém sido propostos para este problema [Pevzner, 1992], [Pevzner,
1995], [Schmitt & Waterman, 1991], [Waterman & Griggs, 1986], dentre outros. Goldstein e
Waterman [Goldstein & Waterman, 1987] provaram que este problema ¢ NP-completo e
mostraram que o nimero de solu¢des para o DDP cresce exponencialmente a medida que o
niamero de cortes aumenta (isto é, & medida que aumenta o nimero de posi¢des onde as
enzimas clivam a seqiiéncia de DNA). Em 1991, Schmitt e Waterman, mostraram que apesar
do nimero de solugdes crescer exponencialmente, como mostrado em [Goldstein e

Waterman, 1987], a maioria das solugdes sao similares.

2.5 Problema de Digestao Parcial (Partial Digest Problem (PDP))

Este problema ¢ similar ao DDP. No entanto, utiliza-se apenas uma Unica enzima de

restricdo. Esta enzima de restricdo ¢ aplicada varias vezes em uma cadeia de DNA em

periodos diferentes de tempo. O resultado dessa agcdo ¢ um multi-conjunto (Z] de fragmentos

(vide Figura 2.2), onde n representa o numero de posi¢des onde a enzima de restri¢do cliva a
cadeia de DNA. Similarmente ao DDP, o proposito € encontrar a seqiiéncia original a partir

do multi-conjunto dado.

Defini¢cdo 2.4: Seja a seqiiéncia original X = {Xj, X5, ..., X, | Xi<Xp<..< X,}, onde cada X;
representa uma posi¢ao onde a enzima cliva a seqiiéncia X, para 1 <i < n. Dado o conjunto de
inteiros D = {|X; — X]| l1<i< j < n} (resultado da aplicacdo da enzima de restri¢do na cadeia

de DNA), reconstruir a série original Xj, X, ..., Xj.
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Exemplo 2.3:

Entrada: D=1{2,5,7,7,9,9, 14, 14, 16, 23}
Saida: X=1{0,7,9, 14,23}

Figura 2.2: Exemplo do PDP

2.5.1 Variacoes do Problema

No PDP ocorrem os mesmos erros laboratoriais do problema anterior, desta forma,
varias extensdes do problema classico citado anteriormente foram apresentados na literatura.
Serdo citadas a seguir, duas extensdes na versdo de otimizag¢do, buscando solugdes para

alguns desses erros laboratoriais [Cieliebak et al., 2003].

O problema de minimizagao do super-conjunto do PDP, modela a situagao de omissao
de alguns fragmentos, buscando o conjunto de pontos cujo numero de fragmentos omitidos

seja minimo.
Defini¢ao 2.5: Dado um conjunto D = {d,,d,...,d;} de k inteiros (onde alguns fragmentos

foram perdidos), encontrar o menor conjunto P = {pi,...p,} de m inteiros, tal que

Dcilp,-p,| | 1<i<j<m}.
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O problema de maximizagao do sub-conjunto do PDP modela a situagdo de fragmentos
adicionados erroneamente, buscando o conjunto de pontos cujo numero de fragmentos

adicionais seja minimo, maximizando o conjunto P de pontos.

Defini¢ao 2.6: Dado um conjunto D = {d,,d>,...,d;} de k inteiros, encontrar 0 maior conjunto

P = {p,...pm} de m inteiros, tal que Do{|p, —p,| | 1<i<j<m}.

2.5.2 Discussao

Este problema também ¢ conhecido como problema rodovidrio (turnpike problem),
onde sdo dadas as distancias entre cada uma das cidades, que se encontram numa rodovia
(n2o se conhece a ordem das cidades ao longo da rodovia), deseja-se encontrar a ordem das
cidades ao longo da rodovia [Dakic, 2000]. O PDP pode ser resolvido em tempo pseudo-
polinomial [Lemke & Werman, 1988], [Rosenblatt & Seymour, 1982]. Skiena et al. [Skiena
et al., 1990] propuseram um algoritmo backtracking que tinha uma performance muito boa na
pratica, mas em alguns casos requeria tempo exponencial. Em 1994, Skiena e Sundaram,
propuseram um algoritmo branch-and-bound. Entretanto, ainda ndo se conhece um algoritmo
polinomial para este problema. Cieliebak et al. [Cieliebak et al., 2003] provaram que para o
PDP considerando o caso real, onde erros sao encontrados nas informacdes de entrada (no

conjunto de fragmentos), a complexidade do problema se torna NP-dificil.

2.6 Mapeamento Fisico Usando Hibridizacao

No mapeamento fisico usando hibridizagdo sdo utilizadas as informagdes de
sobreposi¢do entre os fragmentos. Os fragmentos sdo replicados usando a técnica de
clonagem. Depois de copiados, os clones da seqiiéncia de DNA original sdo clivados com
diferentes técnicas (processo de clivagem). As informacdes dos clones sdo obtidas através de
experimentos de hibridizacdo. Nestes experimentos tenta-se verificar se pequenas seqiiéncias,

chamadas de sondas (probes), hibridizam o clone (isto é, se a sonda esta presente no clone).
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A impressao digital (fingerprint) de um clone € representada pelo conjunto de sondas que o
hibridizam. Para dois clones que compartilham parte destas impressdes digitais ¢ muito
provavel que estes tenham regides sobrepostas na cadeia de DNA original, conseqiientemente
¢ muito provavel que os fragmentos sejam adjacentes.

Dada uma biblioteca de clones CL, cujos clones correspondem a subintervalos de
grandes fragmentos de um determinado DNA S, € um conjunto P de sondas. Cada sonda p;
P ¢ rotulada e testada contra os clones da biblioteca. Se um clone contém uma seqiiéncia que
corresponda a sonda testada, esta seqiiéncia sera hibridizada. O resultado destes experimentos
€ uma matriz A jonescsondas qU€ mMostra a relagao clone x sonda (vide Figura 2.3) onde a; = 1, se

a sonda p; hibridiza o clone ¢;, € a;; = 0 caso contrario, para 1 <i< |CL|e 1 <j < |P|.

1. Seleciona um conjunto de clones e probes
| \ ,~ \ )

2. Hibridiza os probes contra os clones

clonel 011010
clone2 L O P
c¢lonel T O o T E
cloned 010000
clones 100001
cloned S A
c¢clone? 009 8l ol
o T Y-
LTI I T
Lo 0000
cooeec o
R e B R
=10~ " =T - =" -]

Matriz de hibridizacao clones x probes

Figura 2.3: Detecgdo de sobreposi¢ao por hibridizagdo

O problema consiste em encontrar a ordem das sondas P que correspondam a suas reais
posicdes no DNA S, de forma que a ordem dos fragmentos do DNA seja encontrada,
conseqiientemente, a seqiiéncia de DNA original ¢ encontrada. A seguir, ¢ apresentado um

modelo clédssico para resolucdo do problema de mapeamento com hibridizacdo sem
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considerar erros de experimentos de laboratorio e considerando também as seguintes
premissas:
- Sondas sdo unicas no fragmento, em um tnico fragmento de DNA uma sonda aparece
apenas uma vez.
- Nao existem erros

- Todos “clones x sondas” sdao encontrados na matriz.

Defini¢do 2.7: Dada uma matriz hibridizada, encontrar a permutacdo das colunas (sondas)
tal que a nova matriz reordenada contenha em cada linha i no maximo um bloco consecutivo

de uns (de sondas marcadas).

2.6.1 Variacoes do Problema

Considerando o problema citado anteriormente, conhecido como mapeamento com
sondas Unicas, pode ser resolvido em tempo polinomial. No entanto, o problema se torna NP-
dificil [Golumbic et al., 1994], quando sdo considerados erros de experimentos laboratoriais,
como:

- Falsos positivos, uma sonda que hibridizou onde ndo existe.
- Falsos negativos, uma sonda que falhou na hibridiza¢do onde deveria existir.
- Inconsisténcia causada por repetidas seqii€ncias

- Clones com informagdes deletadas, incluidas ou alteradas.

Uma definigdo similar a anterior, pode ser modelada da seguinte forma na versdo de

otimizacgao:
Defini¢cdo 2.8: Dada uma matriz hibridizada, encontrar a permutacdo das colunas (sondas)

tal que a nova matriz reordenada minimize, em cada linha 7, o nimero de blocos consecutivos

de uns (de sondas marcadas).
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2.6.2 Discussao

Para a primeira defini¢do (Defini¢do 2.7), um algoritmo polinomial (consecutive ones)
foi apresentado por Booth e Lueker [Booth & Lueker, 1976]. Este algoritmo roda em
O(n+m+r) e codifica de maneira compacta todas as solugdes possiveis (onde » ¢ o nlimero
total de 1s na matriz). Entretanto, melhorias foram apresentadas por [Hsu, 1992], [Meidanis
& Munuera, 1996]. Outras referéncias para o mapeamento por hibridizagdo com sondas
unicas foram estudadas em [Greenberg & Instrail, 1994], [Greenberg & Instrail,1995],
[Alizadeh et al., 1995]. A segunda referéncia contém uma excelente descricdo de varios
aspectos do problema, e vdarios algoritmos foram apresentados. O mapeamento por
hibridizacdo com sondas ndo unicas foi sugerido por Poustka et al. [Poustka et al., 1986]. Em
[Mayraz & Shamir, 1999] foram apresentados algoritmos que trabalham bem com a presenca
de erros de hibridizagdo. Muitas outras extensdes do problema classico sdo encontradas na

literatura.

2.7 Problema da Menor Super-Cadeia Comum (Shortest
Common Superstring (SCS))

A idéia do modelo da menor super-cadeia comum consiste em: dado um conjunto de
cadeias, encontrar a menor cadeia possivel de modo que todas as cadeias originais sejam sub-

cadeias da cadeia solugao.

Defini¢ao 2.9: Dado um conjunto S = {s1,52,...,s,} de cadeias, encontrar a menor cadeia X tal

que cada cadeia s; € S seja uma sub-cadeia de X.

Veja a figura 2.4 a seguir ilustrando este método de sequenciamento de DNA.
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ABRATC ABERACADAEBR A
ACAD A ABRAC
REAaCaAaD
A DARBR
aCaDnA
DABRA
abDAaABR
RaCanD
DABRA
Entrada Saida

Figura 2.4: Entrada e saida para o SCS

2.7.1 Discussao

Este problema ¢ NP-completo [Gallant ez al., 1980]. Turner [Turner, 1989] apresentou
varios algoritmos, incluindo o método guloso. O primeiro algoritmo de aproximacdo
constante relacionado ao tamanho da menor superstring foi apresentado por Blum et al.
[Blum ef al., 1994], que desenvolveram um algoritmo 3-aproximado. Este trabalho se baseou
na relagao do SCS com os problemas do caixeiro viajante € o problema de cobertura ciclica
(cycle cover problem) [Turner, 1989]. A partir de entdo, vérias melhorias na razdo de
aproximacao foram apresentadas. Em [Teng & Yao, 1993] foi apresentado uma razdo de
performance 2+8/9; Czumaj et al. [Czumaj et al., 1994] apresentaram uma razdo de
performance 2+5/6; Kosaraju et al. [Kosaraju et al., 1994] apresentaram uma razao de
performance 2+50/63; e Armen e Stein apresentaram uma razdo de performance 2+3/4
[Armen & Stein, 1995] e 2+2/3 [Armen & Stein, 1996]. A maioria destes algoritmos rodam
no tempo O(|S| + 7°), onde |S| representa o tamanho da superstring e 7 representa o niimero de

fragmentos.

2.8 Rearranjo de Genoma

Atualmente, uma grande quantidade de informagdes genéticas se encontram disponiveis

para pesquisa. Desta forma, um desafio importante para biologia molecular ¢ obter
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conclusdes bioldgicas relevantes. Uma das formas de se estudar estas informagdes é através
da comparacao de genomas, que tem como objetivo buscar semelhancgas e diferencas entre os
genomas dos organismos, desejando encontrar uma “distancia” entre as espécies analisadas
[Pevzner, 2000], [Meidanis & Setubal, 1997].

Observa-se que da mesma forma que seqiiéncias de um gene sdo alteradas (ao nivel de
bases) no decorrer da evolucao molecular, isso também ocorre em um nivel mais alto, onde
grandes trechos de um cromossomo podem ser movidos ou copiados para outra localizagdo,
Nno mesmo cromossomo ou entre cromossomos. Esses movimentos sdo conhecidos como
rearranjo gendmico. O principal proposito no estudo do rearranjo de genomas é encontrar
uma série de operacdes, “rearranjos”, que transformem um genoma em outro. As duas
principais operacdes estudadas no rearranjo de genomas sdo: a reversdo e a transposi¢cdo. A
reversdo inverte a ordem do gene (ou bloco), e a transposicao corta e cola em outra posi¢ao
um gene (ou bloco).

Um modelo possivel para estudar a evolucdo dos genomas ¢é representar os genomas
como permutagdo de genes. O objetivo € encontrar a menor distancia, ou seja, 0 menor
numero de operagdes, para transformar um genoma em outro.

Considere os genes representados como inteiros de 1 a n , e um genoma 7, representado
pela permutacgdo de genes, onde m:{1,2,...,n}+—>{1,2,...,n} pode ser descrito por (7T;7;...7,), € ;i
representa um gene (ou bloco), para 1 <i < n. O gene m;, para 1 <i < n, pode possuir sinal
positivo ou negativo para modelar a orientagao do gene.

Considere a ordem e orientacdo dos genes em um cromossomo representada pela
permutagdo n=(m7;...w,), onde cada m; € um inteiro com sinal, para 1 < || < n e |n)| # |7
onde i#j.

A fungao reversdo r(i,j), definida por dois inteiros i e j, onde 1 < i <j < n, reverte a

ordem e o sinal de my, para i < k <j. Assim, tem-se:

I’(l,_]). (771"'”1'71 T T ”j+1"'”n) = (771"'771'71 T, ”Hl”iﬁjﬂ.“ﬂ.n)

onde 7, significa 7, com o sinal oposto.
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A fungdo transposic¢ao (i,j,k) ¢ definida por trés inteiros i, j e k, onde 1 <i<j<n+l,e
ke[ij]. Esta fun¢do corta a porg¢do entre as posigdes i e j-1(inclusive) e cola na posi¢do k.

Assim, se i <j < k, pode-se escrever:

t(lsjsk)-(ﬂ-l'“7[,',17[,"“7[/,1”‘/' “‘ﬂ-kflﬂ.k“.ﬂ.n): (ﬂ-l ...ﬂ-iflﬂ-j“‘ﬂ.kflﬂ-i“’”,j*lﬂk“.ﬂ.n)

Definicdo 2.10: Dadas duas permutacdes 7 ¢ o, deseja-se computar a menor série de

operagoes (reversao e transposi¢cdo) para transformar 7 em o.

Assim, deseja-se encontrar p 1,02, ..., 04, onde p; € uma operacao de reversido ou de
2 b b
transposi¢ao tal que p .0 4.1...02.01.7 = o € u seja minimo, onde u representa o numero de

operacdes (distincia) de reversao e de transposi¢do entre 1 € G.

Segue abaixo, um exemplo para o calculo da menor distancias entre dois genomas
conhecidos utilizando a operagdo de reversao.

Considere os genomas da alfafa e ervilha (vide Figura 2.5). Cada seta denota um bloco.
Um bloco ¢ uma se¢ao do genoma que contém mais de um gene. A seta denota que o bloco
tem orientagdo. A razdo pelo qual cada bloco tem orientagdo esta diretamente ligada a
orientacdo da fita de DNA (5 — 3’). Dois blocos em diferentes genomas t€m o mesmo

numero (label da seta) se eles sao homdlogos, isto €, contém os mesmos genes.

Alfafa

Ervilha

4 3 2 8 7 1 5 6 11 10 9
Figura 2.5: Genoma cloroplasta da alfafa (genoma inicial) e

genoma cloroplasta da ervilha (genoma final)
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A operagdo reversdo inverte as setas ¢ os blocos. O objetivo é encontrar 0o menor
numero de reversdes para chegar ao genoma final (genoma da ervilha) a partir do genoma
inicial (genoma da alfafa).

Uma solucdo possivel considerando blocos orientados ¢ dada pela Figura 2.6. A
primeira linha representa o genoma da alfafa, ¢ a Gltima linha o genoma da ervilha. A partir
da segunda linha, cada linha ¢ obtida a partir da linha anterior aplicando-se a reversao dos

blocos sublinhados.

3y — «— <& <&

4 3 2 8 7 1 5 6 11 10 9

Figura 2.6: Solug@o para blocos orientados da figura 2.5

Em alguns casos ndo se tem informagao suficiente da orientagdo dos blocos. Assim, o

problema serd tratado sem orientacdo (vide Figura 2.7).

8 7 6.5 4 3 2 1 11 10 9
8 7 1 2 3 4 5 6 11 10 9
4 3 21 7 8 5 6 11 10 9
4 328 715 6 11 10 9

Figura 2.7: Solucao para blocos nido-orientados da figura 2.6

30



2.8.1 Discussao

Em [Bafna & Pevzner, 1996], [Hannenhalli & Pevzner, 1999], [Kececioglu & Sankoff,
1995] foram apresentadas grandes contribuigdes para o assunto rearranjo de genomas. Outras
contribuigdes importantes devem ser citadas; [Berman & Hannenhalli, 1996] que
apresentaram a implementacdo mais eficiente para o algoritmo de reversdo ordenada.
Hannenhalli e Pevzner [Hannenhalli & Pevzner, 1995b] apresentaram uma solugdo
polinomial para o problema de rearranjo de genoma envolvendo conjunto de cromossomos.
Ferreti et al. [Ferreti et al., 1996] estudaram o problema da evolu¢do inferida nas informagdes
sobre que genes ocorrem em qual cromossomo.

Uma analise da evolu¢do gendmica foi apresentada por Sankoff [Sankoff, 1993].
Caprara et al. [Caprara et al., 1995] propuseram um algoritmo para ordenagdo de
permutacgdes nao orientadas com bons resultados na pratica. Caprara [Caprara, 1997] mostrou
que para as permutacdes ndo orientadas este problema ¢ NP-dificil. Para as permutagdes

orientadas existem algoritmos polinomiais (citados anteriormente).
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Capitulo 3

Arredondamento Randomico € o Problema da
Seqiiéncia Mais Proxima (PSMP)

3.1 Introducao

Em muitos problemas da biologia molecular deseja-se comparar e encontrar regioes
comuns ou que sejam proximas a um conjunto de seqiiéncias de DNA, RNA ou proteinas.
Estes problemas sdo encontrados em varias aplicagdes como: busca de regides conservadas
em seqiiéncias nao alinhadas, identificacdo de drogas genéticas, formulacdo de sondas
(probes) genéticas, entre outras [Hertz & Stormo, 1995], [Lawrence & Reilly, 1990], [Posfai et
al., 1989], [Lucas et al., 1991], [Proutski & Holme, 1996], [Stormo, 1990], [Stormo & Hartzell,
1991], [Waterman et al., 1984], [Waterman & Griggs, 1986], [Waterman & Perlwitz, 1984]. No
Problema da Seqiiéncia Mais Préxima — PSMP (Closest String Problem) deseja-se determinar
a seqiiéncia que mais se aproxima, segundo alguma métrica, de um dado conjunto de
seqiiéncias.

O problema da seqiiéncia mais proxima tem sido muito estudado. Frances e Litman
[Frances & Litman, 1997] mostraram que o problema é NP-dificil. Berman ef al. [Berman et
al., 1997] apresentaram um algoritmo exato polinomial de uma versao parametrizada. Neste
caso, a distancia d entre a seqiliéncia a ser determinada e o conjunto dado de seqiiéncias ¢
constante. Ben-Dor et al. [Ben-Dor et al., 1997] ¢ Gasieniec et al. [Gasieniec et al., 1999]
apresentaram um algoritmo aproximativo, com razao de performance proxima do valor 6timo
para d suficientemente grande. Lanctot et al. [Lanctot ef al., 1999] obtiveram um algoritmo
(4/3+¢)-aproximado (para & >0). Li et al. [Li et al., 2002] apresentaram um esquema de
aproximacao polinomial para o problema. Finalmente, Pardalos et al. [Pardalos et al., 2004]

propuseram métodos exatos baseados em branch-and-bound e trés novas formulacdes de
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programacgao linear inteira para o problema. Propuseram também uma heuristica usada para
limitar superiormente o valor da solucao 6tima do PSMP.

Neste capitulo serdo apresentados primeiramente a definicdo do problema e os conceitos
basicos necessdrios. Posteriormente, serdo analisadas a prova de NP-completude e a
utilizagdo da técnica de arredondamento randdémico (Randomized Rounding). Nesta técnica,
basicamente, formula-se o problema original como um problema de programacao linear
inteira, encontra-se a solu¢do relaxada deste modelo, que definird probabilidades a serem
utilizadas na etapa randomica para geracdo de uma solugdo aproximada.

Sera apresentada também a técnica de derandomizagdo, que consiste na construgao de
algoritmos deterministicos, a partir de probabilidades definidas pela relaxagdao linear. Uma
atencdo especial serd dada ao método das probabilidades condicionais € o método dos

estimadores pessimistas.

3.1.1 Definicdo do Problema e Conceitos Basicos

Varias medidas tém sido propostas para medir a distdncia (ou diferenca) entre
seqiiéncias. Utilizaremos a distancia de Hamming, denotada pela funcdo du(.). A distancia de
Hamming entre duas seqiiéncias de mesmo tamanho ¢ calculada simplesmente contando-se o
niamero de posi¢des correspondentes dos caracteres onde as duas seqiiéncias diferem (uma
justificativa mais técnica no uso freqiiente da distancia de Hamming para comparagao de
seqiiéncias na biologia molecular, pode ser encontrada em [Lanctot ef al., 1999]).

Considere um alfabeto finito . Seja s uma seqiiéncia finita do alfabeto X, onde |s|
denota o tamanho de s e s[i] o i-ésimo caractere de s.

Considere um conjunto S = {sy,52,...,5,} de seqiiéncias (todas de tamanho 7), sobre um
alfabeto X. No PSMP deseja-se encontrar uma seqiiéncia sy de tamanho » que minimize d
onde, para cada s; € S, tenhamos dy(sy, ;) < d, para i=1...m.

Formalmente, temos:
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min d
{dH(SH,Si)Sd, i=1l,....m
s.a

sy ext

onde X" representa o conjunto de todas as seqliéncias com n caracteres.

Sao apresentados alguns lemas auxiliares [Motwani & Raghavan, 1995], desigualdades
de Chernoff-Hoeffding (Lemas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4), que serdo utilizados posteriormente na

analise da razdo de aproximacdo dos algoritmos propostos na literatura.

Lema 3.1: Sejam Xj, Xa, ..., X,, varidveis 0-1 aleatorias independentes, onde X; = 1 com

probabilidade p;, 0 < p; <1. Seja X = Z?Zl X, e u= E[X], entdo para qualquer 6> 0,

7,
exp(3) }

1) Pr(X>(l+5),u)<[(l+5)(l+5)

@) Pr(X<(1-8)u)< exp(— %,ué'zj.
Do Lema 3.1, pode-se provar os seguintes resultados:

Lema 3.2: Sejam X;, para 1<i <n, X e x, como definidos no Lema 3.1. Entdo, para qualquer

0<e<l,

1
(1) Pr(X>y+gn)<exp(—§n52j ,

Lema 3.3: Sejam X, X5, ..., X, varidveis aleatorias independentes, onde X; assume valores

no intervalo real [¢,0]. Seja X =X7, X; e 6> 0 entdo:

34



E[X152 J

Pr(X > (1+6)ELX]) < exp(— So-a)?

Lema 3.4: Sejam X, X;, ..., X, varidveis aleatdrias independentes, onde X; assume valores

no intervalo real [¢,0]. Seja X =X | X; e 6> 0 entdo:

2
Pr(X — E[X]> &)< exp| - Lz
(b - a) n

Considere finalmente o seguinte lema auxiliar:

Lema 3.5: Sejam X, X5, ..., X,, variaveis aleatorias arbitrarias. Entdo, max (E[X1], ..., E[X,])

< E[max(Xj, ..., X,)]. Equivalentemente, min (E[X}], ..., E[X,]) < E[min(X], ..., X,)].

3.2 Complexidade do PSMP

O PSMP ¢ classificado como NP-Dificil. Em [Lanctot et al., 1999] foi mostrado
inicialmente, que o problema 3-SAT (NP-Completo) ¢ redutivel ao Problema da Seqiiéncia
Mais Distante na versdo decisdo (PSMD-Decisdo). Logo apods, mostrou-se que o PSMD-
Decisao ¢ redutivel ao PSMP-Decisao.

Para provar que um problema P; ¢ redutivel a um problema P, (representado por

P, « P,), basta transformar uma instancia /; do problema P; em uma instancia /; do problema

P, em tempo polinomial, de tal maneira que, resolvendo-se P,, resolve-se P; implicitamente.

Segue abaixo, a defini¢do do problema auxiliar 3-SAT.
Definicdo 3.1: (Problema 3-SAT) Seja B uma expressdo booleana qualquer na Forma

Normal Conjuntiva - FNC, ou seja, B sera formada por uma conjun¢do de cldusulas e uma

disjungdo de literais. Considere um conjunto C = {cy,cz,...,c,} de cldusulas onde |c)| = 3, para
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i = 1,...,m. Desejamos saber se existe ou nao uma atribui¢do aos literais de B que a torne

verdadeira.

Definicdo 3.2: (Problema PSMD-Decisdo) Dado um conjunto S = {s1,52,...,5»} de
seqiiéncias, todas de tamanho 7, sobre um alfabeto X e d um inteiro positivo. Desejamos saber

se existe uma seqiiéncia sy € X" tal que dy(sr, s,) > d, ¥V i € {l..m}.

A seguir, sera mostrada a prova de NP-Completude do PSMD-Decisdo. Esta prova sera

dividida em dois casos: para o alfabeto [X| > 2 e para o alfabeto binario (|Z| = 2).

Proposicao 3.1: O PSMD-Decisdao ¢ NP-Completo para o caso |[Z| > 2.
Prova: Primeiramente serd analisado o caso particular |X| = 3, onde £={0,1,*}. Logo ap0s,
sera mostrado a generalizacdo para qualquer alfabeto |Z| > 2.

Seja dada uma instancia /,,, do problema 3-SAT com m clausulas {C;, C,, ..., C,} e n
literais {/y, o, ..., [,}. O objetivo serd transformar a instancia /, , numa instancia do problema
PSMD-Decisdo (representada por S, de maneira que, ao resolver o PSMD-Decisdo
estaremos resolvendo o problema 3-SAT implicitamente.

Cada clausula C; (onde i=1..m) da instancia /,,, estard associada a uma seqiiéncia s; de
Smna, onde |s;| = n+2. A seqii€ncia s; sera codificada da seguinte forma, para j = 1..n+2, onde

Jj representa a j-ésima posicao da seqiliéncia s;:

0, se ljeCl-
s, Li]= I, se I;€C;

% ~
, se [;ndo aparece em C;

* se j=n+1ln+2

Além das m seqiiéncias codificadas, como definido acima, serdo adicionadas mais 9
seqiiéncias a instancia Sy, , 4, que servirdo para garantir que a solugdo gerada seja uma solucdo

valida para os problemas 3-SAT e PSMD-Decisao.
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No entanto, estas 9 seqiiéncias adicionadas serdo codificadas diferentemente. As n
primeiras posicdes conterdo sempre o caracter *, e as duas ultimas posi¢des serdo diferentes
para cada uma das 9 seqiiéncias, visto que, sdo duas posi¢des para combinacdo dos 3
caracteres {0,1,*} do alfabeto.

Agora, deseja-se mostrar que a instancia /,,, ¢ satisfativel se, e somente se, existir uma
seqiiéncia sy de tamanho n+2 cuja dy(sy, s;) > d,paral <i<m+9ed=n.

Primeiramente, considere a instancia I, satisfativel para uma atribuigio s’y € {0,1}".
Define-se entdo, sy = 5’500 = 5 [ 1]s’#[2]...s" s[n]00 como solucdo de S, . Para as primeiras
m seqliéncias de S, .., se s’y satisfaz C;, logo, os trés pontos seguintes ocorrem.

- Existe no minimo uma diferenca entre as seqiiéncias sy € s;, entre os caracteres 1 e 0,
nas primeiras n posicoes.

- Existem n - 3 diferencas nas primeiras n posigdes, entre o caracter 0 ou 1 da seqiliéncia
Sy, com o caracter * da seqiiéncia s;.

- Finalmente, existem mais duas diferencas nas duas ultimas posi¢cdes entre as

seqiiéncias sy € s;.

Nas tltimas 9 seqiiéncias, como sy ndo contém nenhum simbolo *, logo, du(s#,Sm+j) = A,
para todo 1 <;j <9. Finalmente, conclui-se que du(sy, s;) = n, para 1 <i <m+9.

Reciprocamente, se sz contiver *, no minimo, uma das 9 ultimas seqiiéncias invalidaré o
PSMD-Decisdo. Esta ¢ a razdo pela qual s’y € {0,1}", induzindo uma atribui¢do para os
literais /;, para j = 1..n. Esta atribui¢do serd satisfatoria para o problema 3-SAT, desde que, no
minimo um literal de cada clausula seja verdadeiro em funcao da diferenca entre s’y € as n
primeiras posicoes de s;, para 1 < i < m. Desta forma, pode-se construir uma solucao para o
problema 3-SAT atribuindo-se verdadeiro a /;, se s’y[j] = 1, e falso caso contrario, para
j=l..n.

Desta forma, pode-se garantir que a seqiliéncia s’y satisfaz o problema 3-SAT, se, e

somente se, a seqiliéncia sy satisfizer o PSMD-Decisao.
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Agora, considere a generalizagdo para o alfabeto |X| > 2. Seja um alfabeto de tamanho p,
onde p > 2, (p-2)p” seqiiéncias extras devero ser adicionadas ao conjunto de m seqiiéncias, o
qual serdo grupados em p-2 grupos, onde cada grupo conterd p* seqiiéncias. Em cada um dos
(p-2) grupos, suas respectivas seqiiéncias conterdo nas primeiras n posigoes apenas um dos
caracteres do alfabeto =-{0,1} (|=-{0,1}| = p-2), e as duas ultimas posicdes a combinacio (p°)
de 2 caracteres do alfabeto.

Considere o exemplo ilustrativo a seguir:

Exemplo 3.1: Considere a seguinte instancia /,,, do problema 3-SAT,
Im’n :{(11 Vlz Vl3)/\(ll Vl_z VZ4)/\(12 Vl_3 \Y4 14)/\(1_2 Vl_3 Vl_4)/\(l_1 Vl3 Vl_4)}.

onde se destacam as seguintes cldusulas,

Neste caso, m = 5 e n = 4. Pode-se construir a seguinte instancia S,,,, em tempo
polinomial (vide Figura 3.1).

Pode-se observar, que dada uma seqiiéncia sy =500 € {0,1}" que satisfaca 0 PSMD-
Decisao, o problema 3-SAT também sera satisfeito por s’y Exemplo: s = 100000.

Note, que as seqiliéncias extras (S,...,S14) Servem para garantir que a solucdo
sulj1€{0,1}, onde j=1..|sy|. Desta forma, se garante solu¢do para os dois problemas citados.
Caso contrario (se ndo adicionasse as seqiiéncias extras), existiriam casos onde ndo se
garantiria solucdo viavel para os dois problemas. Veja contra-exemplo: sy = 1*00%*, ¢

solucdo para o problema 3-SAT, entretanto, ndao ¢ solugdo para o PSMD-Decisao.
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Figura 3.1: Instancia Sy, 4.

Proposicio 3.2: O PSMD-Decisdao ¢ NP-Completo para o caso do alfabeto binario [X| = 2.

Prova: Seja dada uma instincia 7, , do problema 3-SAT com m clausulas {Ci, C,, ..., C,} €
n literais {/,, b, ..., I,}. Para cada clausula C;, constréi-se uma seqiiéncia s; = s;[1]s;[2]...s:{n]
de tamanho 2n € {00,01,11}", onde s,[j] segue o formato definido abaixo, para i=1..m ¢

j=l..n:

00, se [;eC;
s,[j1=411, se [;eC;

01, se [, ndo aparece em C;

Seja a funcdo p(x,i) representada pela seqiiéncia ( 10)"'x(10)"", e P,(x) o conjunto de n
seqiiéncias, onde {p(x,i) | 1 <i < n}. Da mesma forma, seja a func¢do g(x,i) representada pela
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seqiiéncia (01)'x(01)", ¢ Ou(x) o conjunto de n seqiiéncias, onde {g(x,i) | 1 <i < n}. A

instancia S, ..z do PSMD-Decisdo sera representada da seguinte forma:
Smma =P, 00UP,ADHU L, OHU{10)"}UQ,00UQ,A1HUQ,10)ULOD)"}U{s; [1<i<m}

Claramente, pode ser observado que a instancia S, ,s ¢ computada em tempo
polinomial, e igualmente a Proposi¢do 3.1, o propdsito da inclusdo de varios conjuntos de
seqiiéncias extras servem para for¢ar uma solugéo sy € {00,11}".

Agora, serd mostrado que a instancia /,,, ¢ satisfeita se, e somente se, existir uma
seqliéncia sy de tamanho 27 que tenha no minimo n-1 diferencas para cada seqiiéncia do
conjunto Sy, ;4.

Primeiramente, assume-se que existe uma solucdo sy para o problema 3-SAT. Assim,
uma seqiiéncia sy = sp[1]sy[2]...su[n], onde sy €{00,11}" pode ser construida de forma que
exista no minimo n-1 diferencas entre sy e cada seqiiéncia s; € Sy, .4 Segue abaixo a

construcdo da seqiiéncia sy, paraj = 1..n.

. 11, se [ i ¢é Verdadeiro
S =
ulJ] 00, se Zj é Falso

Desde que sy €{00,11}", a distancia para todas as seqiiéncias do conjunto S, 4 sera no
minimo #n-1 (d = n-1). Caso contrario, sy ndo satisfaz o PSMD-Decisao.

Portanto, seja sy € {00,11}" uma seqiiéncia que satisfaz o PSMD-Decisdo, também sera
uma solu¢do do problema 3-SAT, visto que para uma diferenca entre as subseqiiéncias 00 e
11 ou 11 e 00, entre sy e s;, corresponde a um literal verdadeiro na clausula C; (similar a

Proposicao 3.1), para i=1..m.

Proposicao 3.3: PSMD-Decisdao «« PSMP-Decisdao
Prova: Esta proposi¢do mostra a reducdo do PSMD-Decisdo para o PSMP-Decisao,
garantindo desta forma, que o PSMP-Decisao ¢ NP-Completo. Conseqiientemente, o PSMP ¢

NP-Dificil.
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Primeiramente, considera-se o caso onde |X|= 2. Se existe, para 0 PSMD-Decisdo, uma
seqiiéncia sr e uma distancia dr, onde du(sr, s;) = dF, para todo s; € S, logo, existe no minimo
dr diferencas entre sr e s;. Conseqiientemente serdo encontradas no maximo dy = n - dp
diferengas (ndo-coincidéncias) entre sy € s;, onde sy € a seqiiéncia complementar de sp.
Assim, teremos para o PSMP-Decisao, du(sy, s;) < dy para cada s; € S.

O caso binario pode ser generalizado para o caso |Z| > 2 da seguinte forma: dada uma
instancia S do PSMP-Decisao, sem perda de generalidade pode-se utilizar uma fun¢ao nao-
binaria para converter a instancia de entrada, onde |X| > 2, numa instidncia binaria.
Posteriormente, resolve-se o problema no formato binario e no final converte a solucdo

bindria para o alfabeto original. Finalmente, provou-se que o PSMP ¢ NP-Dificil.

3.3 Algoritmos Aproximativos: Deterministicos e Randomicos

Em um problema de otimizacdo combinatoria deseja-se minimizar (ou maximizar) uma
fungdo objetivo f{.) sujeita a um conjunto discreto X de solugdes viaveis. Seja [] um
problema de otimizagdo combinatoria, ¢ I uma instancia qualquer de [] (representada por
I € [I). Se A é um algoritmo aproximativo (deterministico ou randémico) para [ [, entdo x4(I)
¢ o valor da fun¢do objetivo gerado por A, V I € []. O valor da solugdo 6tima associada sera
representado por x*(1).

Idealmente, nos algoritmos aproximativos, deseja-se obter uma solugdo que difira da
solugdo Otima apenas por uma pequena constante. Medidas desse tipo serdo denominadas
medidas de aproxima¢do absoluta. Algoritmos aproximativos que se encaixam nesse
conceito para algum k positivo serdo chamados algoritmos de aproximagdo absoluta. Mais

formalmente, tem-se a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.3: (Algoritmos de aproximacao absoluta)
Um algoritmo aproximativo A sera de aproximagdo absoluta para um problema [] se, e

somente se, para algum inteiro positivo &, tem-se | x4(I) —x*(I) | <k, VI € [].
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Note que a definicao acima se aplica indistintamente para problemas de minimizagao e
maximizacdo. Eliminando-se o modulo da desigualdade, conclui-se diretamente que:
x4(I) £ x*(I)+k para problemas de minimizagdo, e x4(I) > x*(I)-k para problemas de
maximizacao (vide Figura 3.2(a)).

Claramente, conseguir um algoritmo de aproximacao absoluta ¢ o melhor que se espera
obter para problemas NP-Arduos. Infelizmente, para uma grande quantidade de problemas,
algoritmos de aproximacao absoluta sé existirdo se P=NP! Em outras palavras, encontrar um
algoritmo de aproximagdo absoluta para um problema de otimizagdo [T (NP-Arduo) podera
ser tao dificil quanto encontrar um algoritmo de complexidade polinomial para o problema de
decisdo associado! Em funcao disso, criou-se uma outra medida de desempenho denominada
medida de performance relativa.

Garey et al. [Garey et al., 1972] e posteriormente Johnson [Johnson, 1974]
formalizaram o conceito de algoritmos aproximativos. Como discutido anteriormente, um
algoritmo aproximativo deverd, necessariamente, ser polinomial no tamanho de qualquer

instancia para o problema. Considere entdo as seguintes defini¢des:

Definicao 3.4: (Algoritmo f{n)-aproximativo)

Um algoritmo A com solugdo x4(I) ¢ f(n)-aproximado para um problema de
minimiza¢do (de maximizagdo) [] se, e somente se, qualquer que seja a instancia I de
tamanho 7, a solucdo obtida ¢ no maximo (no minimo) f{n) vezes o valor da solu¢do 6tima

x*(D).
Observe através da definigdo acima que, se A € f(n)-aproximado, entdo x4(I) < f(n).x*(1)

para problemas de minimizagdo, ¢ x4(I) > f(n)x*(I) para problemas de maximizacao.

Normalmente, em problemas de maximizagao assume-se que x *(I) > 0.
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Defini¢ao 3.5: (Algoritmo d-aproximativo)
Um algoritmo A f{n)-aproximado ¢ & -aproximado para um problema de minimizagao

(de maximizag¢@o) [ ] se, e somente se, f{n) < & (f(n) > J) para algum 5> 0.

Naturalmente, deve-se ter 6 > 1 em problemas de minimiza¢do, ¢ 0 < 6 < 1 em
problemas de maximizac¢do. Observe ainda que, quanto mais O se aproxima de 1, melhor a
qualidade da solucao obtida pela heuristica. O parametro ¢ ¢ também conhecido como razao
de performance absoluta ou fator de aproximacdo do algoritmo A. Em problemas de

maximizagdo ¢ também comum representar o fator de aproximacdo por 1/6 (vide Figura

3.2(b)).

b 3
win | T FOTE wia | T S0
5>1
) Lo
hd e — x*(I) k=20 g — x*(I)

1 )

— xHD-k —_— JxHD)
{(a) Aproximagiio absoluta (b) Algoritmos Faproximados

Figura 3.2: Razdo de Performance em Problemas de minimiza¢do e maximizacgao

De maneira geral, se um algoritmo aproximativo A ¢ (l1+&)-aproximado para um

problema [], entéo:

x4 (1)-x*(7)
x*(1)

<g, VIiellee>0

Neste caso, basta fazer 6 = 1 - ¢ em problemas de maximizagdo, e 6 = 1 + ¢ em

problemas de minimizacao.
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Defini¢ao 3.6: (Esquema de aproximacgao polinomial)
Uma familia de algoritmos aproximativos para um problema [[, {A.}. é chamada um
esquema de aproximagdo polinomial se, € somente se, o algoritmo A for (1+¢)-aproximado e

seu tempo de processamento for polinomial no tamanho da entrada para ¢ fixo.

Em outras palavras, o algoritmo polinomial A (1+¢)-aproximado pode ser visto como
uma familia de algoritmos {A.& >0}. Vale ressaltar ainda que, se A, ¢ algoritmo (1+¢)-
aproximado para um problema de maximizac¢do entdo 1/6 =1 + ¢ é fator de aproximacao.
Desta forma, o fator de aproximagdo dos problemas de maximizagcdo € minimizagdo sao
sempre maiores que 1, e a Defini¢do 3.6 se aplica a ambos 0s casos.

Para exemplificar esta definigdo, suponha que um algoritmo A, para um problema [
qualquer tenha complexidade igual a n'%, onde £>0 e n é o tamanho do problema. Note que,
embora n"* represente uma fungdo polinomial em n, o tempo de processamento cresce
bastante quando &—>0. Idealmente, deseja-se que o tempo de processamento cres¢a mais
lentamente quando ¢ decresce. Esta situa¢do pode ser mais bem formalizada através da

definicao de esquemas de aproximacdo totalmente polinomiais.

Defini¢ao 3.7: (Esquema de aproximagao totalmente polinomial)
Uma familia de algoritmos aproximativos para um problema [[, {A.}. é chamada de
esquema de aproximacgdo totalmente polinomial se, e somente se, o algoritmo A, for (1+¢&)-

aproximado e seu tempo de processamento for polinomial no tamanho da entradan e 1/¢.

Como exemplo, se A, tem complexidade igual a (1/£)*n” para um problema [] qualquer,

entdo A, define um esquema de aproximagdo totalmente polinomial para [].

Definicao 3.8: (Razdo de performance em uma instancia I)
Seja A um algoritmo aproximativo para um problema de minimizagdo [[. A razdo de

performance na instancia I, representada por R4(I) ¢ definida como:
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Note que, independentemente do problema [] ser de maximiza¢do ou minimizagao, a
performance do algoritmo ¢ melhor quando R,(I) se aproxima de 1.

Considere agora a seguinte defini¢ao de algoritmo randdmico d-aproximado:

Definicao 3.9: (Algoritmo randdémico S-aproximado)

Seja [] um problema de minimizagdo. Um algoritmo randomico A de complexidade
polinomial é &aproximativo para [] se, ¢ somente se, E(x4(I)) < o.x*(I), onde 6> 1 e x4(I) é
uma variavel aleatoria. Se [ ¢ um problema de maximizagdo entdo A é S-aproximativo para

I1 se, e somente se, E(x4(I)) > o.x*(), onde o< 1.

Em outras palavras, pode-se dizer que, se A ¢ um algoritmo randomico S-aproximativo
para um problema de minimizacao entdo Pr[x,(I) < d.x*(I)] > 1/2 onde 6> 1. Analogamente,
Pr[x4(I) = o.x*(1)] = 1/2 para 6< 1 em problemas de maximizagao.

Na determinacdo de uma solucdo randomica aproximada, pode-se por exemplo, atribuir
valores aleatoriamente as variaveis associadas ao problema, satisfazendo obviamente, alguma
distribuicao estatistica. Outra possibilidade interessante ¢ a ado¢ao de Programacao Linear ou
Programa¢dao Semidefinida na geracdo de probabilidades para o algoritmo randdmico
considerado. Nos dois modelos serd possivel utilizar algoritmos polinomiais baseados nos
métodos de pontos interiores [Wright, 1997]. Essa técnica ¢ mais conhecida na literatura

como arredondamento randémico e sera discutida a seguir.
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3.3.1 Arredondamento Randomico (Randomized Rounding)

Na técnica de arredondamento randdmico, introduzida inicialmente por Raghavan e
Thompson [Raghavan & Thompson, 1987], formula-se primeiramente um modelo de
programacao linear inteira associado ao problema original. Em seguida resolve-se o problema
relaxado obtendo-se limitantes inferiores para o valor 6timo do problema original. A solucdo
relaxada gerada definira probabilidades a serem utilizadas na etapa randomica, que
corresponde a geragdo de valores inteiros em func¢do das probabilidades definidas pelas
relaxacoes.

Sem perda de generalidade, considere o seguinte modelo geral de programacao linear
inteira 0-1:

x*(I)=minc’x
Ax>b (PPL)
{x c{0,1}"

onde I representa a instincia formada pelas matrizes 4, b ¢ ¢ sendo 4eR™, ce R™ e
beR™'. A Relaxagdo Linear (RL) do PPL acima é obtida substituindo-se a restri¢do
x€{0,1}", porx € [0,1]".

Pode-se resumir a técnica de arredondamento randémico no procedimento genérico a
seguir (Algoritmo 3.1).

No passo (1) o algoritmo resolve o modelo de relaxagdo linear, obtendo uma solugao
fracionaria y. No passo (2) atribui-se inicialmente o ao valor da solucdo heuristica.
Posteriormente, no passo (3), a solucao fracionaria y define probabilidades na geracdo de uma
solugdo inteira x (arredondamento randomico). E fundamental que a solugdo gerada
randomicamente no passo 3 seja vidvel com probabilidade constante maior que zero (mesmo
que pequena). Desta forma, repeti¢des adicionais do passo 3, sempre salvando a melhor
solugdo viavel a cada passo, reduzem arbitrariamente a probabilidade de falha. Neste caso,
uma falha (ou mau evento) pode indicar uma solucdo inviavel ou uma solugdo cuja razio de

aproximacao esteja fora de um limite pré-estabelecido (razao de performance).
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O critério de parada no Algoritmo 3.1 sera discutido mais adiante quando falamos do

M¢étodo de Monte Carlo.

Inicio
1. Eesolver o modele de relazacio linear (EL) obtendo uma solucdo v £ [0,1]
2 xaplle—co
3. Hepita
a.  Gerar solugio inteira ¥ € {0,117, da seguinte forma:
Priz, =1) =
P == ) S onde i=1..»
b Se{ (% eviavell e (cr:Tr < %x(1)) ) entio
xall) oIz

Até (condicdo de parada)
4 Eetorna xa(T)

Fim

Algoritmo 3.1: Arredondamento Randdmico

Pode-se utilizar as probabilidades obtidas no arredondamento randomico para geragao
de uma solucdo deterministica (derandomizagdo). Desta forma, basta provar que uma solugdo
randomica gerada no passo 3 do Algoritmo 3.1 ¢ solug@o vidvel com probabilidade ndo nula.

Segue, uma sintese do algoritmo para geragao de uma solugdo deterministica.

Inicio
1. Eesolver ¢ modelo de Eelaxacio Linear (EL) obtendo uma solugio vy € [0,1]7

2. Thilizando v constréi-se uma solucfo deterministica derandomizadae x € {0,117

Fim

Algoritmo 3.2: Técnica de Arredondamento Randdmico para geragdo de uma solugdo deterministica
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No passo (1) o algoritmo resolve o modelo de relaxagdo linear, obtendo uma solugao
fraciondria y. Posteriormente, no passo (2), pode-se usar a solug¢do fracionaria y para geracao
de uma solugdo deterministica do problema (derandomizacdo). E fundamental provar que a
solugdo gerada randomicamente no passo 3 do Algoritmo 3.1, ocorra com probabilidade de
sucesso maior que zero! Executa-se entdo a etapa de derandomizagdo (passo 2 do algoritmo

3.2), que sera discutida a seguir.

3.3.2  Derandomizacdo

Em algumas situacdes € possivel construir algoritmos deterministicos com o auxilio de
técnicas probabilisticas. Em outras palavras, deseja-se construir um algoritmo deterministico
sem que se sacrifique muito a qualidade da solugdo e/ou tempo de processamento obtidos no
procedimento randomico. Infelizmente, ndo se conhece um mecanismo universal de
conversao que seja aplicavel a todas as situagoes.

Apesar de ndo existir um termo apropriado em portugués para esta técnica, talvez o
mais conveniente seja chama-la simplesmente de derandomiza¢do (semelhante ao termo
inglés derandomization). Entre os métodos de derandomiza¢do mais conhecidos na literatura
pode-se citar: 0 método de expectancias condicionais, o método dos estimadores pessimistas,
k-wise independence [Alon & Spencer, 1992] entre outros. Neste capitulo serd enfatizado o
método das probabilidades condicionais e 0 método dos estimadores pessimistas introduzido
inicialmente por [Raghavan, 1988]. Neste trabalho, Raghavan mostra que, uma vez garantida
uma solucdo vidvel com probabilidade de sucesso estritamente positiva (passo 3 do
arredondamento randémico), uma solugdo viavel xe{0,1}" do PPL pode ser obtida
deterministicamente.

No método das probabilidades condicionais, faz-se uma analogia com arvores de
decisdo, construindo deterministicamente um vetor x, correspondente ao caminho de descida
da arvore de decisdo.

Considere uma arvore bindria completa 7" com # niveis. O j-ésimo nivel de 7 (onde

je{l..n}) ird representar a atribuicdo de valores 0-1 & variavel aleatoria x;. Cada folha da
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arvore ira corresponder a um bom ou mau evento. O evento sera bom, se a solugdo x obtida
for viavel ou dentro da razao de aproximacao e mau, caso contrario. Em outras palavras, um
mau evento B representa uma solucdo invidvel ou uma solu¢do que ndo satisfaz a razdo de
performance pretendida. O objetivo serd percorrer a arvore 7 da raiz até uma folha boa em

tempo deterministico polinomial (vide Figura 3.3).

LA838888

bore  mau ¥aau bom bora  bom

Figura 3.3: Arvore de decisio para busca de uma solugdo viavel

A caminhada na arvore de decisdo ¢ realizada da seguinte forma. Se a variavel aleatéria
x; ¢ atribuido o valor 1, percorre-se da raiz para seu filho a direita. Se x; = 0, percorre-se para
o filho esquerdo e assim sucessivamente até que se chegue a uma folha da arvore 7.

Note que, cada folha de T, corresponde a uma entre 2" (representada na Figura 3.3 por

x', onde i €{1.. 2"}) seqiiéncias possiveis de x = (x1X2...x,).
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No método probabilistico precisa-se mostrar inicialmente que Pr(B)<1 (probabilidade de
um mau evento), ou equivalentemente, Pr(B)>0 (onde B representa um evento
complementar ou bom evento). A questdo natural que se coloca agora ¢: como percorrer da

raiz até uma folha boa de T ?
Seja P; = Pr(B) e seja Y = (y1, y2, ... y») a solugdo da Relaxacdo Linear RL discutida na

secdo precedente. Da expressdo de probabilidade absoluta tem-se [Meyer, 1983]:
Py = Pr(x;=1).Py(B|x1=1) + Pr(x;=0).P2(B|x;=0)
Como Pr(x;=1) =y, e Pr(x;=0) =1 - y;, tem-se:

Py > yr.min{ Py(Blxi=1) ; Pa(Blx1=0) } + (1 - y1).min{ P>(Bx;=1) ; P»(Bx;=0) }
= Py(B[ %)

Py > Py(B|%,),

onde x,= 1 se, e somente se, Po(Bjx1=1) < P»(BJx1=0) e x,= 0, caso contrario.
1 1

De maneiro geral, seja j um nivel de 7, para j € {l.n}, e P(B|%, .., %) a
probabilidade condicional da ocorréncia de um mau evento, dado que os valores X, ..., ¥,
jé& tenham sido obtidos. Tem-se entdo que:

P] (B )2'1 geses )’(\71_1) 2 mll’l{PlH (B‘)’(\jl geees )’(\:1_1 ,1), P]+1 (B )%l ,,)2'1_1 ,O)} = P]+l (B )2'1 geses )2'1)

Desta forma, a probabilidade de P; sera sempre maior ou igual a probabilidade de Pj.;.
O algoritmo deterministico sugerido sera apresentado a seguir (Algoritmo 3.3).

Observe finalmente que, se P; =Pr(B) < 1:

1> P > Py (B[%)>...> P, (B3)..%, )= Pr( folha)
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Como Pr(folha) < 1, entdo se garante que a solugdo escolhida serd uma boa folha, visto
que, P,.; (B|321....32,, )= Pr(folha)=0. Em outras palavras, a solugdo deterministica obtida ocorre
com probabilidade de erro zero. Como as probabilidades condicionais nem sempre sao

determinadas facilmente, outras técnicas de derandomiza¢do poderdo ser utilizadas [Alon &

Spencer, 1992].

Inicio

1. Paraj=1 até » faga

. {1 5¢ Py (B|:El, o B By (B|;El, E0)
g

0 caso coptrario

Fim Para

2 Eetorna x

Fim

Algoritmo 3.3: Algoritmo de derandomizag¢do, utilizando o método de probabilidades condicionais.

No método dos Estimadores Pessimistas introduzido por Raghavan [Raghavan, 1988§],
as probabilidades condicionais sdo limitadas superiormente através de uma fungdo

U:[0,1]7" — [0,1) (denominada estimador pessimista) satisfazendo as seguintes condigdes:

) Ui(n,..., yn) < 1, onde y é uma solucao da relaxacdo linear do PPL descrito na Se¢ao

3.3.1.

2) U_,-H(ﬁl,...,i_j,y_i+1,...,yn)ZPH](B‘JEI,...,)E_].), onde x, para k=l,...j ¢ uma atribuicdo

dada as variaveis x; € {0,1} ej € {1,....n}.

3) U, (fcl,...,)%j_l,yj,...,yn)z min{UjH ()%1,...,)%]-_1,1,yj+1,...,yn);Uj+1()%1,...,)2j_1,0,yj+1,...,yn )}‘
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O algoritmo de derandomizag¢do sera idéntico aquele descrito acima, bastando substituir
as probabilidades condicionais pelos estimadores pessimistas correspondentes. Obviamente,

neste caso, a fungdo U : [0,1]" — [0,1) devera ser computada facilmente.
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Capitulo 4

Algoritmos aproximativos para o PSMP

4.1 Introducao

Neste capitulo e nos dois capitulos seguintes (Capitulos 5 e 6), serdo apresentados os
principais algoritmos aproximativos citados na literatura para o PSMP. Aqui, dois algoritmos
serdo apresentados. Na Se¢do 4.2 ¢ apresentado um algoritmo 2-aproximado bastante natural
para o problema. Na Secdo 4.3, ¢ apresentado o algoritmo aproximativo de Ben-Dor et al.
[Ben-Dor et al., 1997], um algoritmo com razao de performance préximo do valor 6timo para
d suficientemente grande, onde d representa a maior distancia a ser minimizada (vide Secao
3.1.1). Finalmente, na ultima se¢do, desenvolvemos a estratégia de derandomiza¢do sugerida
em [Ben-Dor et al., 1997]. Através do método dos estimadores pessimistas, mostramos como

construir uma solugdo deterministica através das probabilidades geradas na relaxagdo linear.

4.2 Algoritmo 2-aproximado

Como discutido anteriormente, considere um conjunto S = {sy,s2,...,5,} de seqiiéncias,
todas de tamanho n, sobre um alfabeto X. Seja s,y € X" uma solugdo 6tima e d,, a distancia
6tima para o PSMP. Logo, para cada s; € S, tem-se du(Sops, i) < dopr, para i=1...m (vide Secdo
3.1.1).

Na primeira heuristica apresentada, seleciona-se uma seqiiéncia sz qualquer do conjunto
S como solugdo do problema. Desta forma, pode-se garantir que du(sy, $;) < 2d,y, para
i=1...m. Esse resultado pode ser facilmente provado como a seguir.

Pela desigualdade triangular tem-se, du(su, Si) < du(Su, Sop)t du(si, Sopr). Como para

qualquer s; € S, du(si, Sopr) < dop, pode-se garantir que, para qualquer seqiiéncia s; € S,
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du(Sm, 8i) < 2doy, sendo sy € S uma seqiiéncia escolhida arbitrariamente como solucdo do

problema.

4.3 Algoritmo aproximado de Ben-dor et al.[1997]

4.3.1 Introducao

A estratégia adotada por Ben-Dor ef al. [Ben-Dor et al., 1997] foi formular um modelo
de programacao linear inteira para o PSMP, resolver o modelo de relaxagdo linear, e utilizar
as componentes desta solugdo relaxada como probabilidades no arredondamento randomico
(randomized rounding).

Podera ser observado mais adiante (Capitulos 5 e 6) que as diferencas entre os
resultados obtidos na qualidade dos algoritmos randdémicos aproximativos apresentados na
literatura para o PSMP, sao referentes a pequenas adaptagdes na técnica de arredondamento
randomico, visto que, esta abordagem ¢ empregada na maioria dos algoritmos aqui
apresentados.

Seja X = {0}, 02, ., op} um alfabeto finito de simbolos, S um conjunto de m seqili€ncias
s; € X', e sop @ seqliéncia que se “deseja encontrar” (solugdo otima). Define-se, para cada
caracter o € X e cada caracter s,,/[j], paraj = 1..n, uma variavel bindria x;,, onde x; - = 1 se,
e somente se, S,,[j/] = o, caso contrario xj, = 0. Considere agora o seguinte modelo de

programacao linear inteira:

d ,p =mind (4.1)

Z Yo =] ,j=l.n (4.2)

s.a i > xjadH(O',si[j])gd ,i=1l.m (4.3)
j=1 oe ’

X €101} ,j=l.n;oey (4.4)

No modelo apresentado, (4.1) representa a fungdo objetivo que se deseja minimizar. As

restri¢des (4.2) asseguram que somente um simbolo o € X serd selecionado em cada posicao
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da solugdo s,,. As desigualdades (4.3) especificam que a distancia entre cada seqiiéncia de S
€ Sop» deve ser menor ou igual a d,,. As desigualdades (4.4) indicam que somente valores 0
ou 1 podem ser atribuidos as variaveis x; ;.

Segue abaixo a descri¢do detalhada do algoritmo aproximativo.

Entrada: =1, 52, ..., 5 € 20
Saida: seqifnciasyg € 0 e a distincia dg
Inicio
1. Resolver o modelo de relaxac@o linear, retornande os valores relaxados X, . a

2. Constror a seqiiéncia sg a partir dos valores relaxados T,
Paraj=1, ., »faca

Pr[sH[j] = ri!") =Zg.onde d€ L

1% %m

2. Calcular distincia dy = mﬂ{dﬂ[sﬁ.,si) - Tdy IISH[j],s!-[j]:l}
155%n

4. Eetornar a seqiéncia sge a distineia dg

Fim

Algoritmo 4.1: Algoritmo aproximativo de Ben-Dor et al.[1997]

No passo (1), resolve-se 0 modelo de relaxagdo linear obtendo-se valores fracionarios

para )?j,c, 5

onde I <j<ne oe X Com os valores de x; , no passo (2), constroi-se a solu¢ao

o

sy através do processo de arredondamento randomico. Finalmente, no passo (3), calcula-se a

maior distancia dy, comparando a solu¢do sz com todas as seqiiéncias do conjunto S.

4.3.2 Analise de Aproximacio

>

Como observado no algoritmo acima, sejam X, ,e d solugdes obtidas na relaxagéo

linear. Claramente, observa-se que d < d,,. Os valores de x o sdo valores fracionarios, ndo

representando, necessariamente, uma solucao vidvel para o problema. Note que estes valores
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serdo usados como probabilidades no arredondamento randdémico. A solucdo heuristica
obtida, apos o arredondamento randomico, sera sempre viavel ja que o valor da solugao dy ¢
calculado posteriormente a obtengdo da seqiiéncia sp.

Suponha que sy seja uma solugao (1+d)-aproximada para algum 6> 0. Da defini¢do de
algoritmo randomico aproximativo deve-se provar que E(dy) < (1+0)d,p; para algum 6 > 0,
onde dy = max {du(sm,s;); i=1..m} (vide Figura 4.1). Equivalentemente, pode-se provar que
Pr(dy > (1+0)d,p) < 1, ou seja, a probabilidade de falha € estritamente menor que 1. Desta
forma, no método de Monte Carlo, discutido mais adiante, a probabilidade de falha se
aproxima arbitrariamente de 0 apds sucessivas repeti¢des dos passos 2 e 3 do algoritmo
definido anteriormente (vide Algoritmo 4.1), sempre salvando-se a melhor solu¢do a cada

iteracao.

(1+8)d,, ——

opt

Figura 4.1: Razdo de aproximacao

O estudo da solucdo gerada pela heuristica, serd baseado na probabilidade de falha,
representada pelo evento B = (dy > (1+0)d,). Como discutido anteriormente, € necessario
provar que a probabilidade de falha serd estritamente menor que 1. Dessa forma garante-se
que a probabilidade de sucesso sera sempre maior que 0.

Seja X; = du(si,sy) (para i=1,...,m) variaveis aleatorias representado a distincia entre as

seqiliéncias s; e sy. Considere entdo, o seguinte resultado preliminar:

Lema 4.1: E[X;]<d,y, V i=l..m.

Prova:
E[x,]= Eldy (s.5)) = E{ ildH (SH[j]:Si[j])j|
]:
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= f} Eldy (sy[j1.5[/1)] (pela linearidade da expectincia)
j=1

Da desigualdade (4.3) tem-se que:

= i ) E[xj,aldH(O-’Si[j])

Jj=loex

Note agora que um mau evento ocorre (i.e., B = (dy > (1+0)d,p:)) se, e somente se,
B; = (X; > (1+0)d,) ocorre para pelo menos um indice i € {l..m}. Assim, dado 0 < ¢ <1,
deve-se provar entdo que:

PI(B)zPr( erI.JSgd

i=l
Logo, como E[X] < d,; para i=1..m, e 6> 0, espera-se que:

Pr(B;) = Pr( X, > (1+8)d,,, ) < Pr( X, >(1+0)E(xX,)) <

1

i, Y i=1..m.
m

Da desigualdade de Chernoff-Hoeffding (Lema 3.3), tem-se que:

E[X,]5?

Pr(X; > (1+6)E[X; ] < exp(—m

J, Y i=1l..m.

n
onde X,=3%X;, e Xy = du(si{jlsulj]), para j=l.n, sdo varidveis aleatorias
j=1

independentes assumindo valores no intervalo [0, D], sendo D = max, pes {du(ax, f)} a maior
distancia entre dois caracteres do alfabeto X. Neste caso,a=0¢e b= D.

Finalmente, espera-se que:
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Ou ainda, como E[X;] < dyp::

Pr( X, > (1+6)d,, ) < Visl.m.  (4.5)

Portanto,

3In(m/¢)

Assim, obtém-se um algoritmo [1+D J—aproximado, com probabilidade de

opt

sucesso maior ou igual a (1-&). Equivalentemente, tem-se:

Pr(dH >d,, +D,3d,, 1nim/e))£g, para0 < g<1.

Observe que a qualidade desta aproximacgdo ¢ dependente de d,,.. Em outras palavras,
quanto maior o valor de d,,;, melhor a aproximacdo obtida.

Note também que a razdo de aproximacgao do algoritmo de Ben-Dor et al. [Ben-Dor et
al., 1997] esta diretamente relacionada a probabilidade de falha & onde 0 < &£ < 1. Desta
forma, para melhorar a aproximagdo, deve-se aumentar a probabilidade de falha (& proximo
de 1). Logo, surge a seguinte questdo: melhora-se a aproximagdo aumentando-se a
probabilidade de falha, ou piora-se a aproximagao diminuindo-se a probabilidade de fracasso
£ de uma iteragcdo do algoritmo? Vejamos como tratar desta questao utilizando o método de
Monte Carlo.

A técnica de Monte Carlo pode ser empregada da seguinte forma: fixa-se uma

probabilidade de falha & suficientemente proxima de 1, melhorando desta forma a
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aproximacao (1+0) da solucdo randomica. Agora, o algoritmo pode ser parametrizado,
recebendo como dado de entrada um erro y > 0 desejado, arbitrariamente pequeno. Portanto,
se Pr(B) £ £< 1, entdo Hlog v/ logeﬂ iteracdes, ou seja, um niimero constante de repeticdes do
Algoritmo 4.1, serdo necessdrias para que o resultado seja (1+0J)-aproximado com
probabilidade de sucesso 1-y.

De fato, espera-se que apos k repeticdes do algoritmo se tenha eh< v, onde Pr(B)=c¢cevy

¢ arbitrariamente pequeno. Logo, kloge < logy. Como, loge e logy sdo negativos (pois £<1 ¢

|

v <l) e k € um niimero inteiro, tem-se finalmente:

logy

loge

k(-loge) > (-logy) = &k 2{

O algoritmo de Monte Carlo ¢ sintetizado a seguir.

Entrada: &1, 52, ... & € 27, um numere real g (préximo de 1) & um nimero real vy, onde
0=vy<1 representa a probabilidade de falha B
Saida: seqifnciasy € 27 e a distAncia dg.
Inicio
1. Tnicializar dg<— oo

2. Resolver o modelo de relazacio linear, retornando os valores relaxados X, e a
3. Paraz=1 ate Hlng ¥ ilog £|-| faca
a. Construrr a seqiEncia s g aleatoriamente a partir dos valores relazados T,
Para j=1, ..., xnfaca
Pr[s'H [7] =CT:|=fJ.-,,:,. LT ET
b Caleular 'y =lf£%;fn[dﬂ[s-ﬂ,s,.j}
c. sed gcdygentiodg— dpesyge s g

4. Eetornar melhor solugio sge &

Fim

Algoritmo 4.2: Algoritmo aproximativo de Ben-Dor et al. [1997] - versdo Monte Carlo
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4.3.3 Outra Abordagem

Na andlise vista anteriormente, ndo foi possivel explicitar o, ja que este ¢ fungdo de d,p.
Utilizando uma versdo diferente da desigualdade de Chernoff-Hoeffding (descrita no Lema

3.4) onde X é uma soma de variaveis aleatdrias independentes, tem-se:

2
Pr(X — E[X]>6)< exp(— 252 ] :
D*n

Logo, obtém-se um valor de ¢ limitado inferiormente por:
n
§>D Eln(m/g) ,

e com probabilidade de fracasso dada por:

Pr(dH > d +5)£ &,onde 0 < <1 ¢ uma constante.

De fato, para um algoritmo de aproximagao d,,; + o (vide Defini¢do 3.3 de aproximacdo
absoluta), deve-se provar que E(dy) < doy + 0, para algum 6> 0, onde dy = max {du(su.s);
i=1..m}. Equivalentemente, pode-se provar que Pr(dy > d,; + 6) < I, ou seja, que a
probabilidade de falha ¢ estritamente menor que 1.

O estudo da solug@o gerada serd baseada na probabilidade de falha, representada pelo
mau evento B = (dy > dop + ).
Note agora que um mau evento ocorre se, € somente se, B; = (X; > d,, + 0) ocorre para

pelo menos um indice i € {1..m}. Assim, dado 0 < £< 1, deve-se provar entdo que:
Pr(B)=Pr (

Logo, como E[X;] < d,, , para i=1..m e 6> 0, espera-se que:
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Pr(B;) =Pr( X, >d,, +5) < Pr(X, > E(X,)+5) < <,V i=lm.

£
m
Da desigualdade de Chernoff-Hoeffding (Lema 3.4), tem-se que:

252

n

PriX. —E[X.]>0) <exp| —
bi-strp>o) [@—a)

n
onde X; =Y X,

i » € Xy = du(siljl,sulj]), para j=1..n, sdo variaveis aleatorias assumindo
J=1

valores no intervalo [0,D]. Novamente neste caso,a=0e b= D.

£ 26°
— 2 exp| — 3
m D"n

Finalmente, espera-se que:

Portanto,

0>D gln(m/g)

Assim, obtém-se um algoritmo com probabilidade de sucesso maior ou igual a (1-¢),
onde Pr(dH >d,, + Dwfgln(m/g)J <e,para0<e<l.

4.4 Derandomizacdo

Conforme discutido na Segdo 3.3.2, para aplicacdo do método das probabilidades
condicionais ¢ fundamental que se garanta inicialmente Pr(B) < 1, onde B representa um mau
evento. Se (1+0) € razdo de aproximagdo, no PSMP, um mau evento ocorre sempre que
B = (dy > (1+0)d,,:), onde dy € variavel aleatoria representando o valor da funcdo objetivo.
Veremos mais adiante que as probabilidades condicionais ndo sdo obtidas diretamente, logo

definiremos um estimador pessimista como mostrado na Se¢do 3.3.2.
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Antes de desenvolvermos a derandomiza¢do sugerida em Ben-Dor et al. [Ben-Dor et

al., 1997], considere a seguinte notagdo auxiliar. Representaremos por x, =X, , X, .., X,
_ . _ jo,

onde j € {l, ..., n} e |X| = p, o vetor de variaveis associado a j-ésima posi¢do de sy (solugdo
heuristica). Se todas as componentes de x; ja forem conhecidas teremos entdo

A

X; =X, ,X,, »X,;, . Note neste caso, que cada vetor X, ird representar uma seqiiéncia de
g P

J o127 jo,
valores onde apenas uma coordenada ¢ 1 e as demais sdo 0. Para aplicacdo da técnica de
derandomizag¢do ¢ fundamental que se calcule, na k-ésima iteragdo, a probabilidade

Pr(B|Ak(O-')) Onde Ak(a')E(‘fl’)%Z""?‘%k—l’xkO" :lexko_ :O Va'i O-) (] O-, (S z.

Portanto, o caracter o’ € X escolhido na k-ésima itera¢do devera ser tal que:

Pr(BI& s 5 g )2 rr}irzl{Pr(B|Ak (o))} = Pr(BI&oos oy 1)

(OS]

O processo deverd ser repetido até que tenhamos uma solugdo x = (fcl,... X ) onde

>n

Pr(B|%,,....%,)=0.

bl

A -1 A
Seja d,;,_, = chjg dy, (a,si [j]), para i=1,...,m. Se k = 1 entdo faremosd,, = 0. Na

J

oex

k-ésima iteragdo, calculamos o seguinte problema relaxado RL(k,o ’) associado ao caracter

o' €.
dy o =mind (4.6)
Y X, =1 ,j=k+1l.n (4.7)
oey

S % v dy(oslil)<d—dy i=l.m (4.8)

j=k oeX ’
S VX6 =X, j=lk-1;0e¥ (4.9)
X =1 , para algumo'e (4.10)
X =0 ,para o'+ o (4.11
X5 €[01] ,j=k+l.n;oey (4.12)
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Este modelo ¢ bastante semelhante aquele apresentado em (4.1)-(4.4). Neste caso

entretanto, deve ser observado que o valor d;,_; ¢ uma constante obtida pelas atribuicdes

dadas na restri¢do (4.9). As restri¢des (4.10) e (4.11) asseguram que somente um simbolo

o' € X sera selecionado na k-ésima posi¢do da solugdo heuristica sy. Note que, uma solugao
de RL(k, ") sera do tipo (..., X;_;, %4 » X510 X, ) Onde %, & tal que %,,. =1 € %,, =0, para
todo o# o'. Observe que para cada componente k € {1, ..., n-1} resolvemos p problemas de
programagao linear, ou seja, faremos x,,. =1 para cada o' em 2.

Sem perda de generalidade, poderemos assumir que um mau evento B ocorre sempre
que B= (d g > (1 +0 )c? ) onde d < d,, € o valor da relaxagdo linear de (4.1)-(4.4). Seguindo-

se 0 mesmo raciocinio desenvolvido em 4.3.2 obtemos um algoritmo (1+0)-aproximado para:

_ p [3In(m/e)
d

Além disso, Pr(B)= Pr(dH > (1+ 5)47) <1

Seja X, = Za’ (s,[j}s;[/]) (para cada i=1,..,m) uma varidvel aleatoria

J=k+1

representando uma solugéo heuristica obtida através das relaxagdes x;, paraj = k+1,...n ¢

o € X (solucdo de (4.6)-(4.12)).

Considere agora o seguinte resultado auxiliar:

J— A

Lema 4.2: E[ ,k+1] <d,, —d;, ~d,(c",s,[k]), Vi=l,..m ke {l,..n} e o' €.

Prova: Como X, = Zd [/]), temos que:

J=k+1

B ] =B {zd,,(s,f[fl [A)}

j=k+1

Das desigualdades (4.8)-(4.11) e da linearidade do valor esperado temos:
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n

E[X; 0] = 2 xhilsylil=0)dylosli)

= 'Zk:+1 ZZ?_C_;,G dy(o.s;[j)) < g_‘?i,kﬂ —dy (o, [k])
j=k+loe

E facil ver que d < dy o . Portanto:

E[Xi,k+1] < dy g _‘;’i,k+1 —dy (o, s;[k]) u

Note que B, = (X, >(1+8)d) V i=1,...,m. Portanto:

(Bi|Ak (o) = (Xi,k+1 >+ )y —digy —dy(c'ss; [k]))
Temos entdo que:
Pr(B,| 4 (o) =Pe(X 1 > (14 W o — iy —dy (0.5, (kD). D=1, e k € {10}
Logo do Lema 4.2, temos para V i=1,...,m:

Pr(Bi|Ak (O")):Pr(Xi,k+1 >dig —diy —dy (o5, [k])+ 5d_ko-')
<Pr(X, 51 > E[X, 1 [+ 64y,

Para utilizacdo da desigualdade de Chernoff-Hoeffding conforme descrito no Lema 3.2,

consideraremos o caso binario onde dy(,f) € {0,1}, V ,f € X. Neste caso, teremos:

n

Xijn1 = idH(SH[j]’Si[j]): IS (4.13)

Jj=k+1 J=k+1

e portanto X4 pode ser visto como uma soma de varidveis aleatdrias independentes

vi € {0,1}. Assim y; = 1 sempre que sy[j] # si[j] €, y; = 0 caso contrario. Temos entdo que:
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Pr(B;|4, () < exp[—%gka.ﬁzj <% parai=l,..m.
m
Segue entao que:

Pr(B|4,(c)= Pr[LnjBi|Ak (a')j <3S Pe(B| 4 (o) s — <<l
i=l1 i=1

di 0°
exp 3

Logo, um estimador pessimista U : [0,1]7" — [0,1) pode ser obtido diretamente para as

onde,

probabilidades condicionais fazendo-se:

U(4,(c") =U(fc],...,)%k_l,xka. =lex,, =0 paraoc # o") = +2 , Vke{l,...n} e o’ €Z.
dko-Vg
exp{ 3 ]
Substituindo d,,; por d , é facil ver de (4.5) ¢ (4.14) que: U(%,,... %, )=— = <e&<l1

exp(%j
3

e, portanto, a condi¢do 1 da defini¢do de estimador pessimista € satisfeita.

A condicdo 2 também pode ser verificada diretamente pois:
Pr(B|4; (0)<U(4(0), V k€ {1,.n} e 0’ € .
Finalmente, devemos provar que:
U(&{seer gy Xp oo X,y )2 min{U (4, ("))}, onde k € {1,...,n}.

o'ex
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De fato, note que:

U(Ry s Xp 13 Xp e X,, )= U (4, ("), para algum c'e 2)= +2
dk—l,0'5
exp 3

Como d;_ , <d;,,VoeX, temos em particular que d_; , < max{c?,w,vJ € 2}: dy gn

Segue entao que:

U(i—l""’)}k—l’fkﬁ”"fn)= _m 2 Zmln{U(Ak(O')),VUGZ}Z_—z
dk*l,cr'é dk,o"'5
eXpi EXp

Observe portanto que a fungdo U : [0,1F" — [0,1) define um estimador pessimista para

nossas probabilidades condicionais. Logo, temos o seguinte algoritmo de derandomizagdo

(vide Secdo 3.3.2) sintetizado a seguir.

Entrada: =51, 59, ..., 5 € 2.7

Saida: sequénciasyg € 2.7 e a distincia dx
Inicio

1. Parai=1,. .., =»faca

a. Paracada ¢’ = X faca

1 Ty =1
i, X, =0,para g’ =
11, Eesolver EL{k, o5 ™) e retornar .:JT;:’,:,.-

Fim Para
b, Eetorna 7 tal que oy o= maﬁ;{d_kg = E}
i s

c. sgplik]s— o7

Fim Para

Fim
Algoritmo 4.3: Derandomizagdo de Ben-Dor et al. [Ben-Dor et al., 1997]
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Como cada problema de programacdo linear tem complexidade O(n’L) o algoritmo
acima terd complexidade total igual a O(n’L|Z|) onde L representa o nimero total de bits
utilizado na entrada do problema de programagao linear [Wright, 1997].

Observe agora no caso geral que, para di(a,f) € [0,D] e o, € X onde D € Z" (como
definido em [Ben-Dor et al., 1997]), nao poderemos considerar o Lema 3.2 utilizado para
constru¢do do estimador pessimista U : [0,1]”" — [0,1), como descrito acima. Note que, nas
hipdteses do Lema 3.2, deveremos considerar apenas variaveis 0-1, aleatorias e independentes
entre si (vide (4.13)). O caso geral pode ser convertido em bindrio utilizando-se as variaveis
X € {0,1}, para j=1,..,n e o € Z. Entretanto, as variaveis x;, para j fixo ndo sdo
independentes entre si, 0 que inviabiliza a aplicacdo do Lema 3.2.

Outra alternativa seria a utilizagdo do Lema 3.3, onde temos:

Pr(X, > (1+6)E(X,)< exp[—%j

onde X, :Zn:Xij e X, =d, (s, [7]s,[/]). paraj=1,...n.

J=1

Embora tenhamos Xj independentes entre si (onde Xj; € [0,D]) ndo conseguimos
eliminar E[X;] através de uma majoragdo conveniente, ndo obtendo portanto, um estimador
pessimista.

Como trabalho futuro uma outra alternativa ¢ pesquisar o caso geral utilizando-se outras

desigualdades (majoracdes) distintas daquelas apresentadas por Chernoff-Hoeftding.
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Capitulo 5

Um algoritmo 4/3(1+¢)-aproximado

5.1 Introducao

Neste capitulo estudamos o algoritmo aproximativo apresentado em [Lanctot et al.,
1999]. Através de pequenas adaptacdes nas idéias apresentadas em [Ben-Dor et al., 1997] e
ainda utilizando a técnica de arredondamento randomico, os autores exibem um fator de
aproximagdo constante independente de n, m e d,,. Basicamente na estratégia adotada por
Lanctot, consideram-se apenas as k posi¢des ndo coincidentes (k < n) entre as duas piores

seqiiéncias de S.

5.2 Algoritmo de Lanctot

Antes de apresentar a abordagem de Lanctot et al. [Lanctot et al., 1999] para o PSMP,
considere a seguinte nota¢do auxiliar.

Seja x uma seqiiéncia qualquer em X". As subseqiiéncias x’ e x” representam
respectivamente, os primeiros p caracteres e os ultimos n-p caracteres de x. Por exemplo,

x=x’x", onde x’ = x[1]x[2]...x[p] e X = x[p+1]x[p+2]...x[n], isto &, x € a concatenacgdo de x’ e

99

x”.
Considere novamente, a seguinte formulagdo matematica (simplificada) para o PSMP
original:
min d
dH(s,si)S d, Vi=1,..m
s.a
sex”
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onde X" representa o conjunto de todas as seqiiéncias possiveis dentro do alfabeto X,
sie SeScX.
Com o auxilio da notagdo definida anteriormente, o problema original pode ser reescrito

da seguinte forma:

min d

s.a. { dH(S',s’l-)+ dH(S",S"i)Sd, i=1..,m

onde s’, s’; X es”, s eX'?.

Na estratégia adotada por Lanctot et al. [Lanctot ef al., 1999], inicialmente compara-se
par a par todas as seqiiéncias do conjunto S e utiliza-se as posi¢des coincidentes das duas
“piores” seqiiéncias, s; € 52 como parte da solucdo heuristica a ser obtida. Considerando-se k&
posicdes ndo-coincidentes entre as seqiiéncias s; € s,, pode-se garantir um limite superior de k
para o valor da distancia 6tima para o problema original. Diz-se que o par (s1,s2) define o pior

par de seqiiéncias de S, se du(s1,52) = du(si,s), V ij € {1,..,m} ei#].

)

53

1 2 [ = | n

Figura 5.1: Determinacdo de dy(sy, ;) -

Seja k = dy(s1,52), sem perda de generalidade pode-se assumir que as k diferengas entre
S1 € §p ocorrem nas primeiras k posicoes, isto €, s1[j] # s2[j] se 1< < ke s1[j] = s2[j] se k<j<n
(vide Figura 5.1). Isto ¢ valido porque os caracteres e seqiiéncias do conjunto S podem ser
permutados sem que o valor da solucdo Otima seja alterado. Seja m uma permutagdao em

1,...,n. Para todo comprimento n de uma seqiiéncia ¢, pode-se usar " para denotar a seqiiéncia
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H{n(1)] f[m(2)]...t[m(n)]. Claramente, s,,; ¢ uma solugdo dtima para as seqiiéncias (s, ..., Sm) S€,
e somente se, s” ¢ uma solu¢do Otima para as seqiiéncias (s, ..., ) com 0 mesmo custo d.

Na estratégia apresentada por Lanctot er al. [Lanctot et al., 1999], introduz-se

inicialmente o seguinte modelo de programacao linear inteira auxiliar:

dyop =mind (5.1)
X Vo =1 ,j=1.k (5.2)
oex
k . .
s.a Zl Zzyj,a dy (O',Si[J])Sd —-dy (S"l ,s"l-) ,i=l.m (5.3)
j=1 oe
Vo € {O,l} ,j=lk;oeX (54)

Seja s1,00r = 571,081 @ seqiliéncia que se deseja encontrar (solugdo 6tima), onde s’ 4 €
uma seqiiéncia desconhecida de tamanho k. Define-se, para cada caracter o € ¥ e cada
caracter s’1,[/], para j = l..k, uma variavel binaria y;,, onde y; = 1 se, e somente se,
8’ 1,0mlj/] = 0 €y =0, caso contrario.

Observe que este modelo ¢ bastante semelhante aquele apresentado por Ben-Dor ef al.
[Ben-Dor et al., 1997]. Neste caso entretanto, as desigualdades (5.3) especificam que a
distancia entre cada seqiiéncia de S e a solugdo Otima s’ 5”1, deve ser menor ou igual a
di opi- As desigualdades (5.4) indicam que somente valores 0 ou 1 podem ser atribuidos as
variaveis yj .

Note que ¢ impossivel computar d;,,, eficientemente, a menos que P=NP. Entretanto,
pode-se afirmar que para uma solugdo 6tima de (5.1)-(5.4) da forma s’ 8”1, tem-se dp <
dy opi- Além disso, note que du(s1,s;) < k, Vi € {1,..m}. Logo, se 5’1 0,5"1 ¢ uma solugdo
otima de (5.1)-(5.4), segue que du(S’1,0p571, 8i) < du(s1,5:) < k, Vi € {1,..,m}, ou seja dopy <
diopt < k.

O algoritmo de Lanctot et al. [Lanctot et al., 1999] é também baseado na idéia de
arredondamento randomico e ird buscar solugdes do tipo s’ms”;. Ele pode ser descrito

sinteticamente como a seguir:
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Caso 1: Valor de k “pequeno”.

Pode-se usar uma simples busca exaustiva para encontrar uma solucdo otima s’y 4,871
para (5.1)-(5.4). Serdo necessarias 2| seqiiéncias de tamanho k sobre o alfabeto T para
encontrar uma solug¢ao 6tima. Cada seqii€ncia pode ser comparada as m seqiiéncias de S em
tempo O(mk). O tempo de processamento total sera entio O(|Z|* mk), polinomial em termos
de m.

Caso 2: Valor de k “grande”.

Resolve-se o modelo de relaxacdo linear associado a formulagdo (5.1)-(5.4). Seja d o

valor da solugdo relaxada y; .. Claramente pode-se ver que d,,, > d . A solugdo relaxada
V;o fraciondria ndo representa necessariamente uma solugdo viavel para (5.1)-(5.4). Em

seguida, arredondam-se estes valores (arredondamento randomico) para 0 ou 1 visando a
determinagdo de uma solugdo viavel para (5.1)-(5.4). O algoritmo aproximativo ¢ detalhado a

seguir (Algoritmo 5.1).

Observe que a solucdo vidvel sy obtida ¢ uma solucdo heuristica obtida através da
relaxacdo linear de (5.1)-(5.4), e portanto, ¢ também uma solucdo vidvel para o problema
original.

No passo (1) € calculada a maior distancia k entre duas seqiiéncias do conjunto S. Se k ¢
um valor pequeno, faz-se uma busca exaustiva para encontrar a solu¢do 6tima do problema,
passo (2). Caso contrario, no passo (3), resolve-se o modelo de relaxagdo linear proposto para

o PSMP, obtendo-se valores fracionarios y;,. Estes valores serdo utilizados como

probabilidades no processo de arredondamento randomico para geragdao de uma solucdo
inteira. A partir da solucdo inteira encontrada, compara-se com o resultado obtido no passo
(1), retornando em seguida a melhor solucao obtida (passo 4).

Observe que a complexidade deste algoritmo no passo 1 serd polinomial em m (nimero
de seqiiéncias de S) mesmo quando k£ = n. Neste caso, o procedimento de for¢a bruta, para k
pequeno, terd complexidade igual a O(mlnlz‘). No passo 2, para k grande, a complexidade da

relaxagio linear sera O(n°L) onde L representa o namero total de bits utilizados na entrada de
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dados (para maiores detalhes sobre a complexidade do problema de programacao linear, vide

[Wright, 1997]). Segue portanto que a complexidade total sera O(max{ml“m; n’LY).

Entrada: 51,50, ..,8m 2% 8> 1el < zg< 1 {para &e g constantes).
Naida: sequénciacsg € >
Inicio
1. Detertunar & = dgis,6e2) =max {dalse) iz ieij e {1, )],
2. Nevalor de k pequenc entio
Executar busca exaustiva [Cazo 1}
3. Sendo [Caso 2}

1. Eesolver o modele de relazacfo linear de (5.10-(5.4), retornande oz walores
relaxados F, e a
2. Construir seqiigncias a partir dos valores relaxados 7,
Para;i=1, . kfaca
Pr[s'[j]= 6)=?J-,a., onde FE L
3. Calculard ,; =max{d,[s's"; .5, ) |, parai=1.m

4. Eetornar sg=g se dalsle) Sdgousg =¢8] caso contrario.

Fim

Algoritmo 5.1: Algoritmo 4/3(1+¢)-aproximado

5.3 Anailise de Aproximacio

A 1déia central nesta abordagem ¢ utilizar a formulacao auxiliar (5.1)-(5.4) na solucdo
do problema original, apoiando-se nos mesmos passos da heuristica anterior; relaxacao linear
e arredondamento randdmico. Observa-se entretanto, que a relaxagdo linear e o
arredondamento randomico serdo aqui aplicados no subconjunto de k& posicdes,
diferentemente da heuristica de [Ben-Dor et al., 1997] que eram aplicados indistintamente

para todas as n posicdes.
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Logo, se sy = s’s”; ¢ uma solugdo randomica (1+¢)-aproximada de (5.1)-(5.4) para
algum &> 0 (vide Figura 5.2), segue entdo que: E(dy) < (1+&)di op, oOnde dy € variavel
aleatdria representando o valor da solu¢do heuristica. Equivalentemente, para algum ¢ > 0,

tem-se que Pr(dy > (1+&)di op;) < 1, em uma iteragdo do Algoritmo 5.1.

F 3
4

('l + E:]dlﬂﬁ = Eﬁ + E:ldm 1

T El:d}.r)

Loyt

Figura 5.2: Razdo de aproximagao para o PSMP

Considere agora a seguinte proposi¢ao:

Teorema 5.1: d o, < 4/3dyp:

Prova: Suponha inicialmente:

di,opt < Pdopr, para algum S 21. (5.5)

Considere agora dp(s1,52) > fdop para algum £ > 1 (caso contrario, se dp(s1,52) < Pdop
basta fazer sy = s no Algoritmo 5.1 implicando diretamente em d ., < 4/3d,,). Logo, como

du(s”1,s72) = 0, segue que:

du(s1,52) = du(s’1,5°2) > Pdopr. (5.6)

Pela desigualdade triangular, conclui-se que:

dH(s'1 ,s'z)s dH(S’l ,s'opt)+ dH(s'z,s'opt) (5.7)
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onde Sop; = 8 opsS” opr € solugdo O0tima do problema original. Portanto, substituindo (5.7) em

(5.6) obtém-se:

'
dH(Sl ’S'opt)+ dH(S'Z ’S'opt)> ﬁdopt

Sem perda de generalidade, seja du(s’1,8°0p) > (f2)dop. Como du(s’1,8"opr) +

du(5”1,8” opi) < dopi, conclui-se diretamente que:
d(s"1 5" o )s d oy — ﬁdop, = (ﬂ dop,] (5.8)
Agora, da desigualdade triangular:
dy (s”l ,8"; )S dy (S"l ,S"Opt )+ dy (s”opt ,8"; )

dy (s"op, ,s" )2 dy (s"l ,s" )—dH (s"l ,s"op,), v i=1,...,m. (5.9

Como:

it (5opir;)= iy (51 5%, )+ 57057 )
dy('i 5 )= dy(sopeoss)— dig 5" 5" ), ¥ i1, (5.10)
Substituindo (5.9) em (5.10),
Ay (' o5' )<y (sopeosi )= (5757 )= (57, 5 )
dig\s's sty )< dyg sopnsi )= dpg sy o5 g sy s | W = 1em (501

Como dy (sopt,si)s d,p » substituindo (5.8) em (5.11) obtém-se:
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Portanto:

digpe Sdy (s’opt s™ ,si): dy (S'Op, ,8'; )+ dy (5"1 ,8"; )S Eﬂ)d()p[ , Vi=1,..,m.

Logo, d,,, s(#}dopt (5.12)

Como S 2>1, segue de (5.5) e (5.12) que:

_4-p_
p=—=4/3 m

Lembre-se que o objetivo inicial é provar que Pr(dy > (1+&)di op) < 1, para algum £> 0.
Assim, sem perda de generalidade, do Teorema anterior considere d ., = 4/3d,,;. Portanto, se

B representa um mau evento e £> 0, deve-se provar que:
4
Pr(B) = Pr( dyy > (1+M,, ) = Pr(dy > (1+)d,,, )<1

Seja B; um evento representando falha de uma solugdo sy = s’s”; com relagdo a uma

determinada seqliéncia s;, ou seja, B; ocorre sempre que:
dy (s‘,s',- ) >(1+ &)y op —dy (s"l " ), parai € {1,..,m}.

Pode-se dizer que um mau evento B ocorre, sempre que B; ocorre para pelo menos um

indice i=1,...,m. Em outras palavras, espera-se que, para uma seqiiéncia s; € Se 0> 1:
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- (5.13)

Desta forma:

m __
Observe, equivalentemente, que a probabilidade de sucesso Pr (ﬂBi] >0, sera sempre
i=1

estritamente positiva, onde B,, indicando sucesso, representa o evento complementar de B;.

Note ainda que, com alta probabilidade, pode-se garantir através do método de Monte
Carlo que:

' 1 4 n n .
dy(s'ss'y) <di gy +§$d0pt —dy(s",s"), Vi=l,. m.

Considere agora o seguinte resultado auxiliar:

Lema 5.1: 1 =E[du(s’, s°)] < diopt - du(s”1, 871), ¥V i=1,...,m.
Prova: Considere a seguinte notagao:
k
Seja ¥, =dy (s’,s’[ )= > dy (s'[j1,5,[/1). Note que as variaveis Y;, para i=1..m, podem ser
j=1

vistas como somas de variaveis aleatdrias independentes. Assim:

E[dH (s',s’[ ) = E{ ﬁldH (S'[j]nsi[j]):|
J=

k
=3 Y Pi(s'[j1=0)dy(o.s5,/1)

j=loex

k —_—
=22 Vo dy(o,s:1/1)
j=loex

E[dH(s',s'i )]+ dy (5"1 ,8" )S d

IA

dl,opt

76



Ou seja:

i =E[du(s’, )] < diope - du(s1, 873), parai =1, ..., m. [ ]

Como dip = 4/3d,p < k, tem-se da desigualdade de Chernoff-Hoeffding (Lema 3.2) e

do Lema anterior que:
Pr(Bl. ) = Pr(dH (S',S'i ) >d,,, —dy (s”1 ,8", )+ %a‘dmj

< Pr(dH (S',S',- )> M+ ngPt)

<exp(—%d0pt82j, Y i=1,..m. (5.14)

De (5.13) e (5.14) espera-se que:

: >; = exp[édopt€2j>5m = %dopt82>ln(5m)

Sm 1 5
exp(3 d o€ j

Finalmente, se Pr(B) < 1 entdo:

3In(Sm)

d, . >
opt 2
&

(5.15)

Portanto, como k < 2d,,; (pois 51 € S ¢é solugdo 2-aproximada) temos que, se:

k_ 3In(om)
dopt 2 E > 82
temos que (5.15) serd verdadeira sempre que & > %fm)

&
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Desta forma, garante-se Pr(B) = 1/6 < 1 (probabilidade de um mau evento) sempre que
k = dp(s1,s2) for maior que 6In(dm)/*. Caso contrario, executa-se o procedimento exato de
complexidade polinomial.

Apesar das heuristicas de Ben-Dor et al. (Capitulo 4) e Lanctot et al., apresentado neste
capitulo, serem diferentes em suas razdes de aproximagao, existe um ponto comum entre 0s
dois modelos utilizados. Isto ocorre quando em Lanctot et al. k£ = n, ou seja, a pior distancia
entre duas seqii€éncias do conjunto S corresponde ao proprio tamanho da seqiiéncia. Logo,
pode-se dizer que os dois modelos utilizados sdo coincidentes. Desta forma, como Ben-Dor et
al. trabalha com d,,, isto ¢, com o problema original, pode-se considerar, neste caso
especifico, que em Lanctot et al. tem-se um esquema de aproximacdo polinomial, visto que,
d\ opt = dop. Entretanto, para aquelas instancias onde k < n vale a relag@o di oy < 4/3dop:.

A andlise de derandomizagdo no algoritmo de [Lanctot ef al., 1999] pode ser realizada

analogamente aquela desenvolvida no capitulo anterior para o algoritmo de Ben-Dor et al.
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Capitulo 6

Esquema de aproximag¢ao polinomial para o PSMP

6.1 Introduciao

No esquema de aproximagao para o PSMP, foram utilizadas algumas das caracteristicas
de cada um dos algoritmos anteriores (Capitulo 4 e Capitulo 5). Uma descri¢ao simplificada

da heuristica ¢ dada a seguir. Dado um subconjunto r (r fixo) de seqiiéncias s, ,...,s; do
r

conjunto S = {s1,52,...,Sm}, considere os caracteres onde todas as r seqiiéncias coincidem.
Intuitivamente, existe uma grande chance de que estes caracteres, nas suas respectivas
posicdes, estejam proximos da solugdo 6tima. E possivel mostrar que isto ocorre para pelo
menos um subconjunto de » seqiiéncias. Assim, considerando esses caracteres como parte da
solugdo heuristica, aplica-se a otimizagdo apenas as posicdes onde as r seqiiéncias nao
coincidem. Muito parecida com a estratégia de [Lanctot et al.,1999], a principal diferenca esta
em como [Li ef al., 2002] definem inicialmente a parte fixa da solucdo heuristica (parte pré-
determinada). No entanto, deve ser observado que o esquema de aproximagdo exige um
maior tempo de processamento, comparado aos algoritmos anteriores, necessario para
garantir a aproximacao e a probabilidade de sucesso desejada. Serd mostrado um algoritmo

com razio de aproximacio 1+O(1/r) e complexidade polinomial igual a m“".

6.2 Algoritmo de Li et al. [Li et al., 2002]

Considere r seqiéncias s, ,....s; (onde r < m) de § escolhidas arbitrariamente. O

conjunto de posi¢des coincidentes nas r seqiiéncias sera representado por O, ; (ou

..... i.

simplesmente Q,). Por outro lado, o conjunto complementar de posicdes, serd representado

por P, ={1,...,n}—Q,-1 ’’’’’ ; (ou simplesmente P,). Similar ao algoritmo de [Lanctot et

al.,1999] (Capitulo 5) pode-se assumir o conjunto P, de posi¢des como sendo as primeiras |P,|
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posicdes das seqiiéncias de S. Conseqlientemente, o conjunto Q, representa as ultimas |Q,|
posigdes das seqiiéncias de S.

Seja X = {01, 02, ., 0p} um alfabeto finito de simbolos (p = 2), S = {s1, 52, , S} umM
conjunto de seqiiéncias, onde cada seqliéncia s,€X", e seja sy = ys; ‘Q’_ a seqiiéncia que se
deseja encontrar (solucdo heuristica), onde y ¢ uma seqiiéncia desconhecida de tamanho |P,|.
Define-se, para cada caracter o € X e cada caracter y[/], paraj = 1..|P,|, uma variavel binaria
Vi., onde y; ,~1 se, e somente se, y[j]=0o, caso contrério y; =0.

Li et al. [Li et al., 2002] introduzem inicialmente o seguinte modelo de programacao

linear inteira auxiliar;

d, ,, =mind (6.1)
a;y_/,a =1 ,j=1.|P | (6.2)

s.a i Zéy,-,g z(a,si[j])éd—dH(s,.l\Q,_,s,.\Qr) Ji=1.m (6.3)
;j,:ee{o,l} ,j=1.|P|;0eX (64)

No modelo apresentado, (6.1) representa a fung@o objetivo que se deseja minimizar. As
restricdes (6.2) asseguram que somente um simbolo o € X serd selecionado em cada uma das

|P,| posi¢des da seqiiéncia y. As desigualdades (6.3) especificam que a distincia entre cada
seqiiéncia de Se ys; ‘ o, » deve ser menor ou igual a d. Alem disso, z(o.5,071) =0, ses[jl= o
e y(o,s,[/1) = 1, caso contrario. Finalmente, as restrigdes (6.4) indicam que somente valores

0 ou 1 podem ser atribuidos as variaveis ;..

Note que ¢ impossivel computar d eficientemente, a menos que P=NP. Entretanto,

0, ,opt

pode-se afirmar que para uma solugdo otima de (6.1)-(6.4) da forma ys;|, , tem-se

dop< d

0O, .opt *
O algoritmo de Li et al. [Li et al., 2002], pode ser descrito sinteticamente como a

seguir:
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Para cada subconjunto de r seqiiéncias s, ,...,s; de S, executam-se as etapas a seguir.

l}
Primeiramente, descobre-se o conjunto de posi¢des Q,, onde as r seqiiéncias coincidem.
Conseqiientemente, obtém-se o conjunto P, de posicdes, onde as r seqiiéncias diferem.

Caso 1: Valor de |P,| “pequeno”.

Pode-se usar uma simples busca exaustiva para encontrar uma solugdo otima ys; |,
,

para (6.1)-(6.4). Serdo necessarias |Z|W seqiiéncias de tamanho |P,| sobre o alfabeto X para

encontrar uma solug¢ao 6tima. Cada seqii€ncia pode ser comparada as m seqiiéncias de S em
tempo O(m|P,|). Como veremos adiante |P,| sera igual a O(In m) e portanto, o tempo de

"™ mlnm), polinomial em termos de m e n.

processamento total sera O(m
Caso 2: Valor de |P,| “grande”.
Resolve-se o modelo de relaxagio linear associado & formulagio (6.1)-(6.4). Seja d o

valor da solugdo relaxada y; ,, ndo representando necessariamente uma solugdo viavel para

(6.1)-(6.4). Em seguida, arredondam-se estes valores (arredondamento randémico) para 0 ou
1 visando a determina¢do de uma solucao vidvel para (6.1)-(6.4). O algoritmo aproximativo ¢é
detalhado a seguir.

Observe que a solucdo sy obtida ¢ uma solug@o heuristica do problema auxiliar (6.1)-

(6.4), e portanto, uma solucao para o problema original.

. m . ~ .
O passo (1) serd executado vezes, onde cada iteracdo representa um subconjunto
r

de r seqiiéncias do conjunto S. No passo (1.a), encontra-se o conjunto O, de posicdes onde as
r seqiiéncias coincidem. Conseqiientemente, obtém-se o conjunto P,. Se |P,| € um valor
pequeno, faz-se uma busca exaustiva para encontrar a solu¢ao dtima para o problema auxiliar
(6.1)-(6.4), passo (1.b). Caso contrario, no passo (1.c), resolve-se o modelo de relaxagdo

linear proposto para o PSMP, obtendo-se valores fracionarios y; .. Estes valores serdo

utilizados como probabilidades no processo de arredondamento randémico para geragdo de
uma solugdo inteira. Para cada iteracao do passo (1), armazena-se sempre a melhor solugao.

Na etapa (2), cada seqiiéncia do conjunto S serd considerada solu¢do do problema, desta
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forma, obtém-se a melhor solug¢do dentre as seqiiéncias do conjunto S. Finalmente, na terceira

e ultima etapa, retorna-se a melhor solugdo das duas etapas anteriores (1) e (2).

Entrada: 51, 52, ..., & € 27, utmn inteiro » = 2 e um nimero arbitrariamente pequens = 0
Saida: sequenciasg € 2%
Inicio

1. Para cada subconjunto de r seqigncias { 5;,..,5 } do conjunto ' faga

a. Encontrar o conjunte (b e 5, Onde
g, = L.r' | 5 [j] = . = Sz‘,[f] g jE {1,...,?2}}, oo {1...)2} =40
b, 8e |5 pequenc entdo
TTtilizar a estratégia da busca exaustiva {Caso 1}
c. senfio {Cazo 2}
1. Eesolver a relazacfo do modelo (6.1)-(6.4). Utilizar a relazacio como

probabilidade para o arredondamento randémice, encontrands uma

seqiigncia s de tamanho |5

1. SejaaseqUéncia sy composta de 5H|Q, =5='1|Qr g .SH|E =y. Calcular a
mator distincia &g de sy a 5 (para i = 1) onde sx & solugdo
heuristica.

1. Atualiza melhor solucfo.

2 Parai=1  faca
Calcula a melhor distncia dip utilizando-se uma seqiéncia sg= & do conjunto &

3. Eetorna a melhor solugio dg = min {dm , dam ) obtida nas etapas acima.

Fim.

Algoritmo 6.1: Esquema de aproximagao polinomial para o PSMP
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6.3 Analise de Aproximacao

A idéia central nesta abordagem ¢ utilizar a formulagao auxiliar (6.1)-(6.4) na solug¢ao
do problema original, apoiando-se nas mesmas idé€ias apresentadas nas heuristicas anteriores;
relaxagdo linear e arredondamento randomico. Similar & heuristica de [Lanctot et al.,1999],
que utiliza relaxagdo e o arredondamento randomico em um subconjunto de k posi¢des, [Li et

al., 2002] aplicam as mesmas idéias no conjunto P, de posi¢cdes. Logo, para algum

subconjunto de indices {iy,..., i-} < {l,...,n} escolhido convenientemente, se sy = ys; |y €
r

i
uma solugdo randdmica (1+¢)-aproximada de (6.1)-(6.4) para algum &> 0 (vide Figura 6.1),

segue entdo que: E(dy) < (1+e&)d onde dy = max {dH(ySil‘Q,- , 8;); i=l..m} ¢ variavel

0. ,opt >
aleatdria representando o valor da fungdo objetivo. Equivalentemente, para algum ¢ > 0,

pode-se provar que em uma iteragdo do Algoritmo 6.1:

Pr(dy> (1 + &)d )< Pr(dy>(1+¢e+p)d,, ) <1, paraalgum p € [0,1].

0, ,opt opt

(1+e)d z(ltet+pold,, —

g opr

Figura 6.1: Razdo de aproximagdo do PTA para o PSMP

Antes de provar o resultado acima, sera garantida, inicialmente, a existéncia de indices

i1, i, ..., iy tal que os caracteres do conjunto Q, representem uma boa aproximacao da solugdo

S opt

o, (solugdo otima restrita a O,), onde para todo s; € S,

1
< d 6.5
Qr) 2r—1 opt ( )

dy (Sl‘Qr sio, )y (SI‘Q,- »Sopt
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Para mostrar (6.5), $;,© Sopt ndo serdo comparadas diretamente em (,. Na verdade,
considera-se o conjunto J(l)={j€Qil,i2,...,i,.‘ s, [i]=s,[j]e 5 [j]= Sopt [j]}, para todo s; € S.
Desta forma, serd mostrado que para cada s; € S, |J(J)] < 1/(2r-1).

o, ), para qualquer 2 < k<rel <iy, iy, ..., i < m. Define-

Se,]a pi]giz ,,,,, i :dH (Sil O ’SOPt

1) ’ © o~
—7k  Note que, aumentando &, o nimero de posi¢des onde todos
opt

se ainda p; = min
1<} ..0siy <ma

s, diferem (para j=I,...,k), diminui. Conseqiientemente, o conjunto Oy diminui, e portanto, o

também diminui.
A estratégia ¢ mostrar que:
) [J(D| < (pk- pir1)dops, paratodo s;e Se2 <k<r.

2) Pelo menos uma das sentengas pr-p3, P3-P4, ..., Pr -Pr+1 € N0 maximo 1/(2r-1).

dH(Si’Sj)

opt

Seja p , = max

, pela desigualdade triangular p < 2 (no pior caso). O Lema
1<i, j<m

a seguir, garante a desigualdade (6.5) para p > 1+1/(2r-1), isto €, quando a pior distincia
entre duas seqiiéncias de S ndo encontra um bom resultado, representado aqui por
(1+1/(2r-1))d,p:. Caso contrario, simplesmente utiliza-se como resultado a pior distdncia entre

duas seqiiéncias de S.

Lema 6.1: Para um r constante, onde 2 < r < n, se po > 1+1/(2r-1), entdo existem indices

i1, ..., i, tal que paratodo 1 </ <,

dH(Sl‘Qr’SiI‘Q,.)‘dH(Sl‘Q,’Sopz Q,)S Zrl_ldopr

Prova: Primeiramente, considere o seguinte resultado auxiliar, Parte 1.
Parte 1 Para todo valor de &, onde 2 < k < r e r constante, existem indices 1 <1y, ip, ..., i, < m,

tal que para todo s; € S,
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DI < Pk~ pre)dopr

Prova: Considere os indices 1 < iy, ..., ix < m, onde py = p doy. Note que isso sempre sera

) C . n e ) .
verdade, pois para todas as combinagdes de (kJ existirdo indices 1 < iy, ..., iy < m, onde

Pk = Pk dopr. Entdo, para todo 1 <igiq, igr2, ..., i, <me 1 <[ <m, tem-se:

0)=| {720, | si 1= silil s, (1% 5, ]}

<|{ie0,.| sl sililes, Ul s, | | (6.6)
=[1ie0y..i] 5,11 # s U} 1ie0y | s, L= iL7) € 012 sy L

[ {ier a5l s Ul}=1ie0,. o 5,11 # 5 L}

syl s L) (6.7)

sl 5 U1}~ 1<y

= {jeQil ..... iy

=Py, ~ Pi il

|J(Z] <(px = Prs1 Mopi
P

Observe que a desigualdade (6.6) se baseia em O, < O A igualdade (6.7) pode ser

Justificada porque o conjunto {j € Oxsls; [/1# sopl/1 } < {J € Okls; U] # sopli] }- [ |

Considere agora o limite superior para r-1 termos, min{ 2-0 3, P 3P 4y «cey P = r+1}-
Somando-se os -1 termos, t€m-se: (p2-p3) + (03-p4) + ... T (0P 1) = P2 - Pri1 < P2. Se
Pk =min pi/d,, € pir < dopi, tem-se px < 1. Logo, p> < 1.

Portanto, pelo menos um dos termos (p2-03) + (03-p4) + ... + (0,~p 1) serd < 1/(r-1).
Nota-se que 1/(r-1) ja representa um limite superior para os 7-1 termos. No entanto, [Li ef al.,
2002] mostram um limite melhor considerando a média ponderada de » termos, como a

seguir.
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Parte 2 Para 2 <r<m, min{po-1, p2-p3, P3-P4 ..., Pr-pr+1} < 1/(2r-1).
Prova: Considerando, 1 < ij < n, onde du(s;,s;) = p o dop (plor caso), € o conjunto de

posi¢des onde s; € s; diferem (conjunto P,), pela desigualdade triangular, tem-se:

)

F )+dH(SJ‘P,<’S0pt

)

dH(Si‘R’SJ‘P, )S dH(Si‘PnSopr

pOdopt <d, (Si

P )+ dH(Sj‘Pmsopt

P,’Sopt

P}‘)Z (p0/2)dopt. Logo, no conjunto de

Sem perda de generalidade, seja d, (si‘ P >Sopt

posi¢des onde s; € s; coincidem (conjunto Q,), as diferengas entre s; € s,,, serdo dadas por:

P, ): dH(Si’Sopt)
o )S dopt - (po /2)d0pt

0, )S (1= po/2)d,, (6.8)

0, )+dH(Si‘P,’Sopt

dH (Si 0. ’Sopt
dH(S. s

i|Q,.°"  opt

dH (S[ Qr’Sopt

0 ), de (6.8), tem-se que:

Assim, seja px = min py/d,,;, onde p, =d,, (s[l ‘Q 35S opr

Pk =min pi/d oy, < (1-p0/2)dopd dopr
Pk < 1—p0/2
P2 < 1-,0()/2

Portanto, obtém-se da somatoria abaixo,

(1/2) oo = 1)+ (o2 = p3)+(ps = ps)+ -+ (p, = p,11)
(1/2)+r-1

S(1/2),00"',02 _1/2S 1
r—1/2 2r—1
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Assim, no minimo um dos termos {po-1, p2-03, P3-P4, ..., Pr-Pr+1} € menor ou igual a

1/2r-1). n

Se po>1+ 1/(2r-1), entdo pela Parte 2, existe no minimo um k, onde 2 < k <r, tal que
Pi-Pir1 < 1/(2r-1). Pela Parte 1, |J(/)| £ 1/(2r-1). Assim, existem no maximo 1/(2r-1) posigdes

em Q, onde s; difere de s, enquanto coincide com s,,,, como demonstrado a seguir.
Considerando o conjunto de posi¢des Q', = {jte-1 ,,,,, l‘ Sj, [i]#s,[/] } , para todo s; € S,

tem-se do conjunto J(/) aplicado em Q’, que:
o)

e do conjunto de posi¢des onde s; difere de s, enquanto coincide com s, (representado

0 =[{7e0, | s, 1= sl sy U1% s U] | = il 0 -50m

por (6.9)) também aplicado em Q’, que:

‘ {jeQi,,...,i,

= dH (Sl‘Qr ’ Sil

slil=sille s 1] = 5, L} (6.9)

0.) = dulslosilo )= dulslo slo.)  ©10)

o', SOPI

@)_ngAQﬂswt

Observe na Figura 6.2, o detalhamento da passagem de (6.9) para (6.10). A fungdo (6.9)

0,).

esta representada por 6.2(a) e a funcao (6.10) por 6.2(b).

o', )S dy (Sil

Pela desigualdade triangular, d, (s, ‘ 0, Si ‘ 0, )— dy (s, ‘ 0, »Sopt 0, +Sopt

Logo,

slil=silile s Ul s, ] <b0)

‘LEQr

Nota-se que para o conjunto O, e Q’, o resultado anterior € 0 mesmo. Segue, também

que Q’, < O,. Conseqiientemente, qualquer distancia entre duas seqiiéncias em Q’, sera

o)

Q)ZdH&AQHSWI

menor ou igual a distancia em Q,. Portanto, d (s ,‘ 0, »Sopt
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!
5 EEEEN=—==—
i >
S LT T T4 T T 1 T
I 1
! !
||||||||||||
e =P LR b1} ‘fﬂ(5:|9,= 5 |er| o
‘_—*{IEQ;-I,;-E,._;; Sapz[f]= 51[.?']} d5[51|g,s Sopt Q,) —
—{je s Uleslle sl all)  dalsle. sl Fdulslo somle, )<

(a)
Figura 6.2: (6.9) = (6.10)

Finalmente, tem-se:

dH(Sz 0,°5; Qr)_dH(Sl‘Q, »Sopt| 0 )5 dH(Sl‘Q ; zl‘Q ) dH(Sl‘QwSopt
dH(Sz 0,+5; Q,)—dH(Sl 0, >Sopt |0 )3‘{J€Qr

dH(Sl Qrssz'l‘Q,.)—dH(S/ 0,Sopt| 0 )3 J Z)|< opi

dH(Sz 0,+5; Q,)—dH(Sl 0, >Sopt |0 )3 51 o

O Lema 6.1 mostrou como encontrar uma boa aproxima¢do a uma solu¢do 6tima no
conjunto de posi¢des Q, para algum iy, i, ..., i, . O Lema 6.4 mostrard como usar a solugdo do

Lema 6.1 para construir uma boa solu¢do para todo conjunto de posi¢des n, ou seja, uma

solugdo no formato sy = ys; ‘Q como descrito inicialmente.

Seja P

A b Iy
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Lema 6.2: |Py < kd,,
Prova: Considere o conjunto Py de posi¢des onde as s, ,...,s, sequiéncias diferem. Seja g

uma posi¢ao em Py, existe entdo uma seqiiéncia s, , onde j = 1.k, tal que s, [q] # sop[q], caso
J J

contrario terfamos s, lq]=...= S [¢]= S opt [¢] e portanto ¢ pertenceria a Oy. Logo,
Bl
R1<3 Yl labs.la)
qg=1 j=1
k_ |F]
= Z dH (Sij [q]’sapt [q])
Jj=1 g¢=1
Como a distancia d, (si/ 3 S ot )S d,,,ondej=1.k
k
<>d,,
=
\P| <kd,, m

Lema 6.3: 1= E[du(y’, 5|, )< dg,,, - di(s,

0, ,S,.‘Qk ), Vi=1,...,m.
Prova: Para cada 1 <; < |P, independentemente, y’; = 1 com probabilidade y;, e

Vo> = 0 paratodo o’ € X - {o}. Desta forma, assegura-se que apenas um Unico simbolo

o € X representara a posi¢do j, onde )’;» = 1. Logo, Z;{(J,si[j])y'j,o, obtém valores 0 ou 1

o€l

aleatoriamente. Desde que o arredondamento seja independente para os diferentes j’s,

z Z(a,si[ j]) V', sdo variaveis 0-1 aleatérias independentes para 1 <j <|Py/, temos entdo:

oeX

&

E[dH (y',s[‘pk)ZE{Z > Z(Uasi[j])J"j,a

Jj=loex
|A

= ZZ(O-:Si[j])E[y'j,U]

j=loceX
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o Jsd=dg

kﬂopt

B, )J+dH (Sa‘Qk’si

EldH (y',s,-
Ou seja:

i = E[du(y’, Si‘Pk N < dy, o -duls;

o ,si‘Qk ), parai=1, ..., m. [ |

Lema 6.4: Seja S = {s1,52,....5m}, onde |sj] = n para i=1,...,m. Considere s,,, uma solucdo

Otima para o problema e maxdy (si,sopt):dopt. Dada uma seqiiéncia s’ e um conjunto de
1<i<n

posicoes Q de tamanho n-O(d,,,) tal que para cada i=1,...,m,
o)<pd,, (6.11)

dH(Si Q’Sopt

Q’S"Q)_dH(Si

onde 0 < p< 1, pode-se obter uma solu¢do com razio de aproximacao (1 + p+ &)d,,; em
tempo polinomial para um valor £ 0.

Prova: Considere d solugdo 6tima de (6.1)-(6.4), temos entdo (para i = 1,...,m):

Q.opt
di(silo, Sopilo) + du(silp, Sopdp) = du(Si Sopr)
di(Silp; SopilP) = di(Si, Sopr) - dulSilo, Sopilo)

Da desigualdade (6.11),
du(Silp, Soprlp) < dr(Sis Sopr) - (du(Sil o, 5”10) - Pdopr)
du(silp, SopilP) < dopt - (dr(silo, 5°|0) - Plopr)
du(silp, Sopdp) + du(silo, $°|0) < dopt + Pdope
du(silp, Sopdp) + du(silo, 8°|0) < (1+p)dop:

d Ouopt = (I+p)dope
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Lembre-se que se deseja provar que Pr(dy > (1+¢)d, ) <1, para algum &> 0. Assim,

0,opt

sem perda de generalidade, do resultado acima considere d = (1+p)d,p:. Portanto, se B

0,opt

representa um mau evento e &> 0, deve-se provar que:

Pr(B) = Pr( d, > (l + g)dQ,opt ): Pr(dH > dQ’Upt + ng,apt)

= Pr(dH > (1 + P)d + ng,opf)

opt

SPr(dH >(1+p)d +5d0pt)=Pr(dH >(1+p+e)d

opt )<1

opt

Desta forma, esperamos que:

Pr(B)=Pr [OBJ<1.

i=1

Onde B; ¢ um evento representando falha de uma solucao sy = ys" o com relagdo a uma

determinada seqliéncia s;, ou seja, B; ocorre sempre que:

Q,s[‘Q), parai € {l,...,m}.

dH(y,S,-|P) >(1+£)dQ’0p[ —dH(s’

Como d = (1+p)d,pi, segue que:

0,opt

Q’Si‘Q)Jrng,opt)

Pr(Bi):Pr(dH (y’si|P) >dQ,opt _dH (S'

Q’Si‘Q)Jrngpt)

SPr(dH(y,si|P) >d o opt —dH(S'
Pelo Lema 6.2, seja &'=¢&/r. Logo, &|P| < gdp.

<Prldyy (51| p) > dg.op = di 5] g5 )+ £/

Do Lema 6.3, temos:
< Pr(dH (y,si|P) > u; + 8'|P|)

Finalmente, da desigualdade de Chernoff-Hoeffding (Lema 3.2), temos:
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Pr(B,)< exp(—%|P|g'2j , Vi=l,.m.

Logo, Pr(B)<m exp(—%|P|g'2j <1. Portanto:

(3Inm)
8'2

P>

Logo, se |P|>(4Inm)/&” obtém-se uma solugdo sy com custo dy < d,,,, + €|P| com

Q,opt

probabilidade de sucesso > 1- m™"”.

Se |P|<(41n m)/ &', a busca exaustiva encontra a solugdo 6tima para (6.1)-(6.4) em
tempo polinomial.
Desde que |P| seja da ordem de d,,, onde |P| < rd,, para r constante (Lema 6.2), e

&=¢glr, podemos obter sy = yos"Q solucao heuristica para (6.1)-(6.4), onde yy € solucao

inteira de y, para todo i=1,...,m, ou seja:
dulsi, su) = du(silp, yo) + du(silo, 5°10)
<d + &'|P)|

Q.opt
< (1+p)dopt + 5dopt
S+ p+&doy [

Agora o algoritmo 6.1 sera descrito em detalhes.

Teorema 6.1: O algoritmo 6.1 ¢ um PTAS para o PSMP.

Prova: Dada uma instancia do PSMP, seja s,,; uma solugdo 6tima com distancia d,,, onde
dopr = max {du(Sops, 5i); i=1..m}. Seja P definido no passo (1.a) do algoritmo, logo pelo Lema
6.2, P = O(d,y). Note que para r constante, como definido no Lema 6.1, os passos (1.b) e
(1.c) sao executados em tempo polinomial como provados no Lema 6.4. Obviamente, para r

constante, ¢ facil ver que os outros passos também sdo executados em tempo polinomial.
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Observe que se po < 1+1/(2r-1), pela defini¢do de py, 0 passo (2) encontra uma solugdo
com razdo p o doy < 1+1/(2r-1)d,p:. Entretanto, se po > 1+1/(2r-1), pelo Lema 6.1 € 6.4, o
passo (1) encontra uma razio limitada superiormente por (1+1/(2r-1)+&)dop.

Portanto, a razdo de aproximagdo do algoritmo serd (1+1/(2r-1)+¢&)d,,, provando o

teorema. |

Note por exemplo, que se » = 2 temos p ¢ = 1/(2r-1) = 1/3 e portanto, teremos um

algoritmo (4/3+¢&)-aproximado igualando a razdo de aproximacdo de Lanctot et al.[Lanctot et

al.,1999] (vide Capitulo 5).
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Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos alguns conceitos basicos e definicdes presentes na
biologia molecular, visando uma maior compreensdo de alguns dos problemas combinatdrios
mais freqiientes descritos na literatura (capitulo 2). Em particular, concentramos nossa
atencao ao problema da seqii€ncia mais proxima (PSMP).

Nosso objetivo foi estudar os principais algoritmos aproximativos existentes na
literatura para o PSMP, em sua maioria baseados em métodos probabilisticos. Desta forma,
fazemos uma descricdo mais detalhada das técnicas de Monte Carlo, arredondamento
randomico e derandomizag¢do, em particular o método das probabilidades condicionais,
mostrando os avancos mais recentes obtidos até o momento. Outra contribui¢do importante
foi o desenvolvimento da derandomiza¢do sugerida por Ben-Dor et al.[ Ben-Dor et al.,
1997], onde utilizamos o método dos estimadores pessimistas, determinando assim limitantes
superiores para as probabilidades condicionais associadas.

Apresentamos de maneira detalhada, o algoritmo (4/3+¢&)-aproximado de Lanctot et
al.[Lanctot et al.,1999] e o esquema de aproximagao polinomial de Li et al.[Li et al., 2002].

Como sugestdo para trabalhos futuros podemos citar o problema da subseqiiéncia mais
préoxima (PSSMP), uma extensdo do PSMP, utilizando a mesma abordagem apresentada neste
trabalho. Dado um conjunto S = {s1,s2,...,s} de seqiiéncias (todas de tamanho maior ou igual
a n), sobre um alfabeto X, o PSSMP consiste em encontrar uma seqiiéncia sy de tamanho n,
de forma que sy minimize d onde, para cada s; € S e y; uma subseqiiéncia de tamanho # de s;,
tenhamos dy(sy, vi) < d, para i=1...m.

Uma outra questdo a ser investigada ¢ a utilizacdo dos modelos de programacgao linear
inteira apresentados recentemente por Pardalos ef al. [Pardalos et al., 2004] combinados com

as técnicas de arredondamento randomico e derandomizacao.
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Outro aspecto a ser considerado, ¢ a determinagdo de estimadores pessimistas para um

alfabeto X (de cardinalidade || > 2) onde as distancias dy(o, si[j]) € [0,D] para s; € S ¢
D =maxqpes{du(a, P)}.

Neste caso, outras desigualdades (fail inequalities) deverdo ser pesquisadas na literatura

visando a determinagao de um limitante superior para as probabilidades condicionais.
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