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Resumo

Dado um grafo G cujos vértices estio divididos em grupos, o Problema da Arvore Geradora
Minima Generalizado consiste em encontrar uma arvore que cubra um vértice de cada
grupo de GG, de forma a minimizar a soma dos custos das arestas. As principais aplicagoes
desse problema sao encontradas na area de sintese de redes de telecomunicacgoes.

Neste trabalho, sdo propostas versoes da meta-heuristica GRASP que utilizam mais
de um algoritmo construtivo de forma adaptativa, além de mecanismos adicionais de
aprimoramento, como reconexao de caminhos e busca local iterada. Testes comparativos
com instancias apresentadas na literatura indicaram que o uso adaptativo de diferentes
algoritmos construtivos é promissor. Também foi verificado que as versoes GRASP que
utilizam mecanismos adicionais apresentam melhores resultados que as demais. Os al-
goritmos propostos resultaram em solugoes melhores que algumas das melhores solugoes
conhecidas, em um tempo computacional razoavelmente baixo.

Também foi implementado um algoritmo de geracao de cortes baseado em uma for-
mulagao para o Problema de Steiner em Grafos Direcionado. Com esse algoritmo, foi
possivel encontrar limites duais para 82 instancias em aberto.

Sao apresentadas ainda regras para o pré-processamento de instancias euclideanas, ba-
seadas no conceito de Distancia Bottleneck. Em média, tais regras propiciaram a reducao
das instancias para 14% do ntmero de arestas em relagdo aos grafos originais.

Palavras-chave: Meta-heuristicas, Programacao Inteira, Otimizacao em Redes



Abstract

Given a graph G whose vertices are divided into clusters, the Generalized Minimum
Spanning Tree Problem consists of finding a tree 7" spanning exactly one vertex of each
cluster of GG, in such a way that minimizes the total length of 7T". The main applications
of this problem arise in telecommunications network design.

In this work, we propose some versions of GRASP that uses more than one construc-
tive algorithm in an adaptive way, together with additional improvement mechanisms,
such as path relinking and iterated local search. Comparative tests with instances presen-
ted in literature have showed that the adaptive use of different constructive algorithms is
promising. We also verifyed that the GRASP versions using additional mechanisms pre-
sent better results than the others. The proposed algorithms resulted in better solutions
compared to the best known ones, in a reasonable computational time.

We also implemented a cut generation algorithm based on a directed Steiner problem
formulation. With this algorithm, it was possible to find dual limits for 82 open problems.

Futhermore, rules for preprocessing euclidean instances based on a bottleneck distance
concept are presented. In average, such rules resulted on the reduction of the instances
to 14% of their original size.

Keywords: Metaheuristics, Integer Programming, Network Optimization
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacdo aborda o Problema da Arvore Geradora Minima Generalizado (PAGMG),
que, como o nome sugere, é uma generalizacio do Problema da Arvore Geradora Minima.
O PAGMG pode ser definido sobre um grafo nao-direcionado G(V, E) onde V representa
o conjunto de vértices e E/ o conjunto de arestas. Cada aresta e € F possui associado um
custo ¢, € R*. Neste problema, o conjunto de vértices V' é particionado em m grupos
disjuntos e nao vazios Vi, ..., V,, € o objetivo é determinar uma arvore de custo minimo

que cubra exatamente um vértice de cada grupo, como introduzido em [23].

Outra versao encontrada na literatura e diretamente relacionado ao PAGMG ¢é o de
encontrar uma arvore que cubra pelo menos um vértice de cada grupo. Tais generalizacoes
seguem a idéia do ja conhecido Problema do Caixeiro Viajante Generalizado, em que as
cidades estao divididas por regides e o caixeiro so precisa passar por uma cidade de cada

regido [12].

Aplicagoes para o PAGMG podem ser encontradas nas areas de sintese de redes de
telecomunicacao, onde redes locais precisam ser interconectadas para formar redes maio-
res [8], na localizagdo de instalagbes e mesmo na descri¢do de processos fisicos que com-

poem redes [19].

Apesar de sua clara importancia pratica, a maior parte dos principais trabalhos re-
lacionados é bastante recente. Dentre eles, ha o de Feremans et al. [8], que apresentam
e comparam varias formulagoes matematicas, além de proporem um algoritmo branch-
and-cut [7] que resolveu instincias com até 200 vértices. Golden et al. [15] também
trouxeram contruibuicoes importantes para o problema, dentre elas duas heuristicas que
encontram as solucoes 6timas de quase todas as instancias introduzidas por Feremans.

Mais recentemente, Oncan et al. [24] apresentaram mais um procedimento para o calculo
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de limites duais e um algoritmo de busca tabu que superou os resultados de Golden, além

de apresentar instancias novas e de dimensoes maiores.

O presente trabalho tem como objetivo propor algumas versoes da heuristica GRASP
para o PAGMG. Foram implementados varios algoritmos construtivos, dentre eles alguns
propostos neste trabalho e alguns da literatura. Testes preliminares indicaram que nao
deve existir um algoritmo com desempenho superior aos demais em todas as instancias.
Tais resultados motivaram a implementagao de versbes GRASP que utilizam varios algo-
ritmos construtivos de forma adaptativa. O objetivo é fazer com que o algoritmo possa

utilizar o melhor construtivo para cada instancia.

Também foram incorporados ao GRASP mecanismos de aprimoramento adicionais
como Reconexdao de Caminhos e Busca Local Iterada. Foi verificado que tais mecanismos
propiciam melhoras significativas sobre o desempenho dos algoritmos. As heuristicas aqui

propostas foram comparadas com os resultados anteriores obtidos por Oncan et al [24].

Este trabalho apresenta ainda um algoritmo de geracao de cortes para o cilculo de
limites duais. Tal algoritmo utiliza uma formulacao do Problema de Steiner em grafos di-
recionado. Também sao propostas regras de reducao das instancias, baseadas no conceito

de distancia bottleneck.

O trabalho esta organizado como segue: o Capitulo 2 traz uma descri¢cao mais deta-
lhada do problema e uma revisao dos trabalhos da literatura; o Capitulo 3 apresenta os
algoritmos propostos; no Capitulo 4 encontram-se os resultados computacionais e, por fim,

no Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusoes e algumas sugestoes de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Problema da Arvore Geradora Minima
(zeneralizado

Neste capitulo sera feita uma descricdo do Problema da Arvore Geradora Minima Gene-
ralizado (PAGMG) e dos trabalhos sobre ele relatados na literatura. Além disso, também
serao tragados alguns comentéarios sobre problemas que se tornam importantes no estudo

do PAGMG, como o Problema da Arvore Geradora Minima e o Problema de Steiner em
Grafos.

O Problema da Arvore Geradora Minima Generalizado é definido sobre um grafo nio
direcionado G(V, F) cujos vértices estdo particionados em m grupos {V;, V4, ..., V;,, }. Dado
que |V| = n, tem-se que V=V UV U..UV,, e VNV, =0 Vi, k € {1,....,m},l # k.
Assume-se que as arestas estao definidas apenas entre vértices de grupos diferentes e cada
aresta e possui um custo associado ¢, € RT. O objetivo do problema é determinar uma
arvore de custo minimo que cubra exatamente um vértice de cada grupo. Tal problema
foi introduzido em 1995 por Myung [23]| e também é denomidado Equality Generalized
Minimum Spanning Tree Problem (E-GMSTP).

Diferentemente do Problema da Arvore Geradora Minima, vastamente abordado na
literatura e resolvido de maneira eficiente em tempo polinomial [20], 0 PAGMG ¢é classi-
ficado como N'P-dificil [23] e h4 um ntamero restrito de trabalhos relacionados de que se

tem conhecimento.

Uma outra generalizacdo do problema da Arvore Geradora Minima, também abordada
na literatura, é o problema de encontrar uma arvore que cubra pelo menos um vértice de
cada grupo. Muitos autores vém demoninando essa variante de L-GMSTP (L vem de at

Least).
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A Figura 2.1 ilustra o exemplo de uma solucio para o Problema da Arvore Geradora
Minima Generalizado em um grafo cujo conjunto de vértices esté particionado em quatro
grupos. No exemplo, as arestas (3,5), (3,7) e (7,11) compoem a solu¢do, também dita

Arvore Geradora Generalizada.

Grupo 4

12))

-

Figura 2.1: Uma solucao do PAGMG.

Quando as instancias sao definidas sobre grafos completos e respeitam a desigualdade
triangular, as solugoes 6timas do L-GMSTP sempre terao apenas um vértice em cada
grupo. Assim, nesses casos as duas generalizacdes do Problema da Arvore Geradora
Minima terao a mesma solucao 6tima. Uma conclusao direta disso é que o PAGMG é um
caso particular do L-GMSTP [9].

Aplicagoes dos dois problemas podem ser encontradas, por exemplo, na area de tele-
comunicagoes, onde as redes regionais precisam ser interconectadas por uma arvore que
contenha uma conexao para cada sub-rede. Para essa interconexao, um vértice de cada

sub-rede deve ser selecionado como gateway [23].

O PAGMG também se aplica a varios problemas relacionados a localizagao de instala-
¢oes que precisam estar conectadas por meio de rodovias ou enlaces de comunica¢ao. Um
exemplo acontece quando uma empresa quer estabelecer centros regionais de distribuigao
para suas lojas e precisa selecionar um ponto em cada regiao a fim de construir uma rede

de comunicac¢ao interconectando esses centros [33].

Dror et al. [4] descreve um problema semelhante, na 4rea de irrigacao agricola. Dadas
m regioes que possuem uma fonte comum de agua, o problema consiste em desenhar uma
rede de irrigacao de comprimento minimo passando por pelo menos um vértice de cada

regiao. Modelando o problema em um grafo, as arestas seriam as intersec¢oes entre as
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regioes e cada regiao corresponde a um grupo de vértices. Nesse caso, oS grupos nao sao
necessariamente disjuntos, mas Dror [4] mostra que é possivel transformar as instancias

desse problema em instancias do L-GMSTP através da insercao de vértices ficticios.

2.1 Problema da Arvore Geradora Minima

O Problema da Arvore Geradora Minima é considerado um dos mais importantes em
otimizac¢do combinatéria. Trata-se de, dado um grafo G(V, F) onde cada aresta e € E
possui um custo ¢, € RT, encontrar uma arvore T que cubra cada vértice em V de forma

a minimizar Z Ce.
ecT
Esse problema tem uma grande variedade de aplicagoes reais nas mais diversas areas
e, em muitos casos, surge como sub-problema para resolu¢ao de problemas mais comple-
xo0s [1]. Dentre essas aplicagoes, pode-se citar o sintese de redes de transporte, energia,
computadores e telecomunicacoes; agrupamento de dados; planejamento de producao;

problemas de roteamento em geral; biologia computacional, etc.

Trés algoritmos se destacam na resolu¢do do problema: Kruskal [20], Prim [28] e
Sollin [1]. Além de apresentarem complexidade de pior caso polinomial, tais algoritmos
na pratica sdo bastante eficientes, motivando com isso a aplicacdao do Problema da Arvore
Geradora Minima também como parte da resolucao de varios problemas de otimizacao em
grafos. A seguir, tem-se uma descricdo dos dois primeiros algoritmos, mais comumente

abordados na literatura.

O algoritmo de Kruskal primeiramente lista as arestas em ordem nao-decrescente
de seus custos. A solucao T é composta de num componentes conexas, inicialmente
num = |V| e a T ndo possui arestas. A cada etapa, uma aresta e é analisada no intuito
de verificar se sua insercao ira acarretar um ciclo em 7'. Caso isso ocorra, e é descartada;
caso contrario, e é inserida em 7. A cada inser¢cdo, o nimero de componentes conexas
diminui uma unidade. Assim, o processo para quando num = 1, ou, colocado de outra

forma, quando |T'| = |V| — 1. O pseudo-codigo esta apresentado no Algoritmo 1.

Em uma implementagao que siga o modelo original, a complexidade de pior caso
do algoritmo é da ordem de O(|V||E]), supondo tempo O(|E|log|E|) para ordenacdo
das arestas e O(|V|) para a deteccdo de ciclos. Esse tempo pode ser melhorado para
O(|E| + |V|log|V]|) somado ao tempo de ordenacdo, se forem utilizadas estruturas de

dados mais apropriadas para as chamadas operagoes union-find de deteccao de ciclos.
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Algoritmo 1 Kruskal
ordenar (F);
T — 0;
num « |V|;
enquanto num > 1 faga
e(u,v) < proxima_aresta(F);
se !gera_ciclos(e) entao
T — T Ue;
num <« num — 1;
fim se
fim enquanto

Na Figura 2.2 tem-se um exemplo da execugao do algoritmo, apresentado por Ahuja
et al. [1]. No exemplo, a lista de arestas segue a ordem (2,4),(3,5),(3,4),(2,3),(4,5),(2,1) e
(3,1). O algoritmo adiciona (2,4),(3,5) e (3,4) em T. Nas duas iterages seguintes, (2,3)
e (4,5) sao descartadas, evitando a formacao de ciclos. A seguir, a aresta (2,1) é inserida

e o algoritmo termina sua execucao.

55 2 = <
@ 25 20 30
40 @ — @

10 10 10
o . v
@ 25 20 30 @ 25 20 30 @ — 25 20 30

40@1}@ 40@15@ 40@15@
\@10

35 35

@ 25 20 30
40 40
G0

Figura 2.2: Ilustrando o funcionamento do algoritmo de Kruskal.

35

40

O algoritmo de Prim mantém uma arvore cobrindo um sub-conjunto S de V' e adiciona
a cada passo o vértice v; € V'\ S mais proximo de algum vértice v; € S. A cada iteragdo
v; é selecionado através da identificacdo da aresta e de menor custo do corte [S, V' \ S].

Assim, e é inserido na solugdo T e v; é adicionado a S. O algoritmo termina quando
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S=V.

Prim executa |V/|—1 operagoes de consulta a aresta de custo minimo no corte [S, V'\ 5],
o que resulta em um tempo de pior caso de O(|V||E|), se todas as arestas forem analisadas
a cada iteracao. Utilizando uma heap para encontrar o vértice com menor distancia ao

seu predecessor, a complexidade do algoritmo se reduz para O(|E|log|V|).

O Algoritmo 2 apresenta o pseudo-codigo de Prim. O vetor § armazena o predecessor
de cada vértice na arvore. A funcdo proximo_vertice() retorna o vértice v € V \ S
com menor valor de c(,,). O conjunto F(v) contém todas as arestas que partem de v.

Considera-se que () = 0 € ¢(y0) = 00.

Algoritmo 2 Prim
para todo i € {2, ...,|V]|} faca
fim para
01 < 1;
T« 0; S« 0
enquanto |S| < |V| faca
v « proximo_vertice(V \ S, 0);
S «— SuUu;
T —TU(v,0,);
para todo e(u,v) € E(v) faga
se ¢, < C(u,5,) €ntao
Oy — V;
fim se
fim para
fim enquanto

Para exemplificar o algoritmo, tomemos a Figura 2.3 que contém o mesmo grafo do
exemplo anterior. Inicialmente, pode-se considerar S = {1}. O corte [S,V \ S] contém
entdo duas arestas: (1,2) e (1,3) e o algoritmo seleciona a primeira delas. Assim, S passa a
ter dois elementos: {1,2} e o corte [S,V'\ S] contém as arestas (1,3),(2,3) e (2,4). A aresta
(2,4) é selecionada por possuir o menor custo dentre as trés. Nas proximas iteragoes sao

adicionadas as arestas (4,3) e (3,5). Como S = {1,2,3,4,5}, o algoritmo encerra.

Sollin pode ser entendido como uma mescla entre os algoritmos de Kruskal e Prim. O
algoritmo inicia com uma floresta contendo |V'| arvores, que sdo passo a passo conectadas
por meio das arestas de menor custo que as une. Ahuja [1] traz uma descri¢ao detalhada

dos trés algoritmos, além de diversas areas em que o problema vem sendo aplicado.

Para o célculo de limites duais, as instancias do PAGMG foram transformadas em

instancias do Problema de Steiner em Grafos, tendo em vista que o algoritmo de geragao



2.2 Problema de Steiner em Grafos 8

35 35

40@15@ 40@15@ 40@15@

10 10 10
—®@ (9

35 35 35

40@15@ 4015@ 40@15@

Figura 2.3: Tlustrando o funcionamento do algoritmo de Prim.

de cortes apresentado neste trabalho utiliza uma formulagao de tal problema. Por esse

motivo, serd apresentada a seguir uma breve descricao do Problema de Steiner em Grafos.

2.2 Problema de Steiner em Grafos

Considere um grafo G(V, E) onde V' é o conjunto de vértices e E é o conjunto de arestas.
Considere também um conjunto 7' C V de vértices terminais. Cada aresta e possui um
custo ¢, € RT. O objetivo do Problema de Steiner em Grafos é encontrar uma arvore que
cubra todos os vértices em 7' minimizando a soma dos custos de suas arestas, utilizando

para isso quaisquer vértices de V.

A Figura 2.4 ilustra o exemplo de uma solugao viavel do problema. No exemplo, os
quadrados representam os vértices terminais e os circulos representam os nao-terminais -
também chamados nos de Steiner, |V| =9, |T| =4 e |E| = 16. Observe que dois vértices

nao-terminais foram utilizados para compor a solucao.

2.3 Trabalhos Relacionados

Contrariamente ao que acontece com o PAGM, existe apenas um numero reduzido de
trabalhos sobre 0 PAGMG na literatura. Nesta secao pretende-se apresentar os principais

trabalhos de que se tem conhecimento sobre o PAGMG e sua versao “at least”.

O PAGMG foi primeiramente abordado por Myung [23]. Através de uma redugao
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Figura 2.4: Solucao viavel do Problema de Steiner em Grafos.

ao Problema de Cobertura de Vértices, o autor demonstra que o PAGMG ¢é fortemente
NP-dificil. Nao é possivel construir um algoritmo aproximativo com tempo de pior caso
polinomial para o problema, a ndo ser que P = N'P. Myung também propds quatro
formulagoes de programacao inteira mista e um algoritmo branch-and-bound que resolveu

para a otimalidade instancias com até 100 vértices.

Ihler et al. [18] introduziram em 1999 o primeiro trabalho sobre o L-GMSTP, com
uma outra denominacao, Problema de Steiner em Grupos. Foi provado que o problema é

um caso particular do Problema de Steiner em Grafos Generalizado [32)].

Dror et al. [4] foram uns dos poucos a propor métodos heuristicos para o L-GMSTP.
Os autores propuseram duas formulagoes de programagao inteira e um algoritmo para
encontrar limites inferiores baseado em relaxacao lagrangeana. Nesse mesmo trabalho,

também sao propostas quatro heuristicas relativamente simples e um algoritmo genético.

A primeira heuristica (H1) é uma adaptacdo do algoritmo de Prim para o Problema
da Arvore Geradora Minima. Considerando uma solucdo inicialmente com apenas um
grupo V;, deve-se passo a passo inserir o grupo mais préoximo da solugao parcialmente
construida. Por “grupo mais préoximo da solucao” entenda-se o grupo que possui o vértice
mais proximo (com menor caminho minimo) a um dos vértices da solu¢do. O processo se

repete para i = 1,...,m e a heuristica retorna a melhor dentre as m solugoes construidas.

A segunda heuristica (H2) constr6i uma arvore geradora minima sobre G' como solugao
inicial e depois remove dessa arvore as arestas “redudantes”, em ordem nao crescente de
seus pesos preservando a sua viabilidade. Uma aresta é dita “redundante” se sua remocao

nao afetara a viabilidade da arvore enquanto solu¢ao do L-GMSTP.

A heuristica H3 é um algoritmo de busca local. Comega a partir de uma solugdo

viavel e remove cada aresta por vez, seguindo uma ordem nao crescente dos pesos e
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reconectando as duas componentes restantes pelo caminho minimo entre os vértices que
compoem a aresta removida. Caso uma solugao melhor seja encontrada, o algoritmo
reordena as arestas e recomeca a remocao. Caso todas as arestas tenham sido verificadas

sem que haja melhorias, o algoritmo péra.

A dltima heuristica (H4) constréi n solugdes e retorna a melhor dentre elas. Para
cada vértice v; € V, o algoritmo constréi uma arvore a partir da uniao entre v; e o vértice
mais proximo de v; de cada grupo. A unido entre os vértices v; e v; é feita através da

inser¢ao do caminho minimo entre v; e v; na solugao.

O algoritmo genético é bastante simples. A solugao é representada por um string
“binaria” X de comprimento n, em que x; = 1 representa a participagao do vértice ¢ na
solucao. O operador de cruzamento sobre as solucées X; e X, permuta dois pedagos das
duas solucoes. A mutacdo é a inversao de um valor z; e ocorre com probabilidade de
1%. O algoritmo considera solugoes inviaveis aplicando uma penalidade proporcional ao

nimero de grupos nao cobertos pela solucao.

Os testes foram realizados em 20 instancias geradas pelos autores, com nimero de
vértices variando entre 25 e 500, nimero de grupos entre 4 e 50 e arestas com pesos
aleatorios. Os resultados indicaram um desempenho bem melhor da meta-heuristica em
relagao as outras heuristicas, apesar de seu tempo de execucao ser também bem maior.
Mais tarde, Feremans [7] em 2001 comparou os resultados deste algoritmo genético com
os valores 6timos das instancias e demonstrou que as solucoes se encontraram, em média,

a 6,53% da otimalidade.

Apesar de terem sido propostos e testados em instancias do L-GMSTP, é facil perceber
que tais algoritmos podem ser aplicados a quaisquer instancias do PAGMG, com exce¢ao

da heuristica H3, que nao é aplicavel em instancias com distancias euclideanas.

Pop et al. [27] propuseram uma formulacdo de programagio inteira, alternativa a de
Myung [23], utilizada para resolver instancias com até 75 vértices. Esse trabalho também
descreveu um algoritmo de relaxagao que apresentou bons resultados preliminares. Os
mesmos autores [26] demonstraram através de um algoritmo polinomial que o PAGMG
pode ser aproximado por um fator de 2p se o nimero de elementos dos grupos for limitado
por p. Tal algoritmo é baseado no método descrito por Magnanti e Wolsey [22] para o
Vertexr Weighted Steiner Tree Problem.

Feremans é uma das autoras que mais trouxe contribui¢oes ao Problema da Arvore Ge-

neradora Minima Generalizado. Juntamente com Laporte e Labbé [9], a autora mostrou
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que, como o problema se trata de um caso particular do L-GMSTP, algumas demons-
tragoes de Dror et al. [4] derivam diretamente do trabalho de Myung [23]. No mesmo
trabalho, os autores demonstraram que trés das quatro formulacées propostas por Dror

estavam incorretas e propuseram mais uma formulacao vélida para o L-GMSTP.

Feremans et al. [10] fizeram uma anélise comparativa de oito formulagdes do problema,
algumas delas propostas por Myung. Os modelos sdao os seguintes: duas formulagoes
baseadas em propridades de arvore e propostas por Myung ( Undirected Cutset e Undirected
Subpacking); suas correspondentes para o caso direcionado, sendo uma de Myung (Directed
cutset) e uma proposta pelos proprios autores (Directed subpacking); uma formulacdo
baseada em controle de fluxo (Multiflow Formulation), de Myung, e sua proje¢do em
um espago mais restrito (Flow Cut Formulation); e, por tltimo, mais uma formulagio
de Myung (Undirected Cluster Subpacking) e sua correspondente para o caso direcionado

(Directed cluster subpacking).

Ficou provado que quatro dessas formulacoes sao equivalentes no sentido de que o
poliedro associado as suas relaxagoes lineares sao iguais e possuem os mesmos valores
6timos. Essas quatro também provéem limites duais melhores em relagdo as outras quatro,
e a formulacao Undirected Cluster Subpacking é a mais compacta em termos de variaveis.

Tal formulagao seré apresentada a seguir.

Considere as variaveis binarias
{ 1 see={i,j} € F estiver na solucdo
Te =

0 caso contrario

1 se i € V estiver na solugao
Yi = L.
0 caso contrario,

considere também a seguinte notagio: z(E') = Zwe para £/ C E e y(V') = Zyl
eck’ eV’
para V' C V. Dado que S C V, denotamos por E(S) = {e = {i,j} € E:i,j € S} o

sub-conjunto de arestas cujos vértices pertencem a S. Por fim, u(S) =|{k:V, C S} éo

nimero de grupos inclusos em S. Assim, a formulagdo é a que segue:

Minimizar

E Ce X Tp

eeE

Sujeito a
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y(Vk.) =1 vk € K,

Do
—_
SN—r

no
)

2(B) = K| -1,
z((B(S)) <y(5) -1 VS CV.2< |5 <[V]=1,u(5) #0,

z. € {0,1} Veec E

— — — — —
ot w

)
o
S N N N

yi € {0,1} VieV

As restrigoes 2.1 e 2.2 garantem que a arvore cobre exatamente um vértice de cada
grupo. O conjunto de restricoes 2.3 diz respeito a eliminagao de sub-ciclos e é denominado
Generalized Subtour Elimination Constraints (GSEC). As restri¢oes 2.4 e 2.5 descrevem

a integralidade das variaveis x e y, respectivamente.

Em sua tese de doutorado [7], Feremans fez uma investigagdo da estrutura poliédrica
do PAGMG. A tese também propods um algoritmo branch-and-cut e quatro familias de
desigualdades validas: desigualdades de Hammock, de ciclos impares, de casamento de

ciclos impares e de “buracos” impares.

Com a analise poliédrica, pode-se provar que as desigualdades z. > 0, y; > 0, y(Vj) >

1 e as de Hammock definem facetas da envoltéria convexa do problema.

O branch-and-cut utiliza a formulagao Undirected Cluster Subpacking, descrita ante-
riormente, e possui basicamente sete passos:
1. Inicializagao, com a resolucao do problema linear sem as GSEC’s
2. Selecao do sub-problema, seguindo um critério estabelecido

3. Resolucao do sub-problema, que incorpora procedimento de busca local e de arre-

dondamento

4. Primeiro procedimento de separacao, que busca algumas violagoes das GSEC’s es-

pecificas

5. Segundo procedimento de separacao, buscando mais violagoes das GSEC’s para

introduzir ao sub-problema

6. Terceiro procedimento de separacao, que busca violacoes das desigualidades de Ham-

mock e de ciclos impares

7. Branching, que cria os dois sub-problemas sobre a restricao 2.2
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Para gerar uma solucao inteira factivel como dado de entrada do branch-and-cut, Fe-
remans propos um algoritmo de Busca Tabu. Como heuristica construtiva, foram testadas
adaptacgoes dos algoritmos de Kruskal, Prim e Sollin e o primeiro foi escolhido por demons-
trar um melhor desempenho. A busca local do item 3 basicamente seleciona um grupo
V; e tenta reconstruir a solucao através da adaptagao de Kruskal, considerando todos os
vértices do grupo V; e fixando na solucao os vértices dos outros grupos que estavam na

solucao corrente.

Feremans testou seu algoritmo em instancias geradas aleatoriamente (euclideanas e
nao-euclideanas) com 24 < n < 200 e 8 < m < 20. O algoritmo também foi testado em
169 instancias adaptadas do respositorio de instancias do Problema do Caixeiro Viajante
(TSPLIB [30]) com 48 < n < 226. A adaptagao foi feita por Fischetti et al. [12] para
o Problema do Caixeiro Viajante Generalizado e serd explicada com mais detalhes na

Secao 4.1.

O branch-and-cut conseguiu resolver todas as instancias euclideanas com até 160 vér-
tices e todas as instancias com custos aleatérios com até 200 vértices. Também resolveu
150 das 169 instancias do TSPLIB que foram testadas, considerando um tempo limite
de duas horas. Comparando com o algoritmo de Myung [23], o algoritmo de Feremans

apresentou limites melhores e conseguiu resolver instancias bem maiores.

A tese de Feremans também propde uma formulacdo para o L-GMSTP. Em com-
paracao com a formulacao Undirected Cluster Subpacking, ha a evidente substituicao do
conjunto de restri¢des y(Vi) = 1 por y(Vi) > 1. As restrigdes GSEC’s também foram
substituidas, pelo fato de nao serem validas nesta versao do problema. Em seu lugar
entram restricoes de corte minimo. Segundo a autora, essa formulagao é reconhecida-
mente “fraca” em termos de relaxacao linear, deducao que pode ser feita por analogia ao
trabalho de Magnanti e Wolsey [35]. Mas as restri¢oes de corte tornam o procedimento

de separacao facil de ser resolvido por meio do problema de fluxo méaximo.

Feremans apresenta ainda uma forma de transformar instancias do L-GMSTP em
instancias do PAGMG. A transformacdo é feita inserindo uma aresta entre cada par
de vértices de grupos diferentes que estdo conectados por algum caminho na instancia
original. Também sao retiradas arestas entre vértices que pertencem ao mesmo grupo.
Foi provado que a solugao 6tima da instancia gerada por tal transformacao pode ser
convertida em uma solugao vidvel do L-GMSTP. Assim, tal solu¢ao é um limite superior

para a solucao 6tima do L-GMSTP.

O branch-and-cut proposto foi testado também em instancias do L-GMSTP, utili-
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zando a formulacao descrita acima e a transformacao das instancias. Os resultados foram
comparados com o algoritmo genético de Dror et al. [4] e o branch-and-cut encontrou a
solucao 6tima de todas as instancias, em um tempo computacional razoavel se comparado

ao tempo de execucao da meta-heuristica.

Kansal e Torquato [19] apresentaram mais uma aplicac¢do para o L-GMSTP, dessa vez
em Fisica. Eles desenvolveram um método genérico com base no problema, através do
qual as informacoes extraidas de uma rede podem ser utilizadas para a compreensao dos

processos fisicos que guiam a formacao dessa rede.

Em 2002, Raghavan [29] demonstrou que o PAGMG pode ser modelado como um Pro-
blema de Steiner em Grafos com a insercao de vértices ficticios em cada grupo. Segundo
o autor, a relaxacao linear da formulagao resultante é equivalente as quatro formulacoes

apresentadas por Feremans et al. [10].

Shyu et al. [33] em 2003 apresentam uma meta-heuristica baseada no método colonia
de formigas para o L-GMSTP. O algoritmo foi denominado Ant-tree e foi desenvolvido
como o passo inicial de um estudo dos métodos de colonia de formigas para problemas
de otimizacao em arvores. O método demonstrou-se eficiente em produzir boas solugoes

aproximadas.

Em 2004, Pop [25] demonstrou que, além de ser N'P-dificil, o PAGMG néo pode ser
resolvido em tempo polinomial nem se o grafo for uma arvore, diferentemente do que

acontece com varios problemas N'P-Completos [13].

Além disso, a autora apresenta um algoritmo exato baseado na relaxagao de uma for-
mulacdo de Myung [23], denominado Rooting procedure. De forma resumida, a relaxagao
é obtida através da selecao aleatoéria de um grupo V. para ser fixado como raiz da arvore.
Se a solucao 6tima de tal relaxacdo for uma arvore geradora generalizada, o problema
esté resolvido. Caso contrario, outro grupo é escolhido e o processo continua até que se

encontre uma solugao viavel do PAGMG.

O algoritmo foi testado em instancias com custos aleatorios apresentadas por Myung [23]
e comparado com seu trabalho e com o de Feremans [7]. O Rooting procedure conseguiu
encontrar a solugao 6tima de todas as instancias testadas, com até 240 vértices, algumas
delas ainda em aberto. E interessante apontar que o algoritmo fez no méaximo 4 escolhas

de grupos até encontrar as solugoes dtimas.

Em 2005, Feremans et al. [11] discutiram a relacao entre 0o PAGMG e o L-GMSTP e

apresentaram melhorias no branch-and-cut proposto anteriormente. Segue uma descri¢ao
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suscinta das modificacoes apresentadas.

O procedimento de separacao foi modificado, retirando-se as desigualdades de ciclos
impares e de “buracos” impares. Em seu lugar, passaram a ser utilizados os cortes de
Chvatal-Gomory [21], que, segundo os autores, vém sendo re-descobertos por muitos pes-
quisadores. A estratégia de branching também foi modificada, o critério passou a ser as
variaveis y com valor proximo de 0,5. Algumas mudancas foram introduzidas especifica-
mente para instancias do L-GMSTP, como a heuristica para arredondamento — baseada
na adaptacao do algoritmo de Prim — e politicas de separacao mais prudentes para as
GSEC's.

Os testes foram realizados no sentido de comparar quatro versées do branch-and-cut
tanto para 0 PAGMG quanto para o L-GMSTP. As instancias utilizadas foram as mesmas
de Dror et al. [4]. Os resultados indicaram que as mudangas trouxeram melhoras efetivas
no comportamento do branch-and-cut, especialmente em termos de tempo computacional.
Quanto as instancias adaptadas do TSPLIB, devido aos cortes de Chvatal-Gomory, os

limites duais no né raiz foram significativamente melhorados.

Ainda em 2005, Golden et al. [15] apresentaram um algoritmo para o calculo de limites
duais do PAGMG, além de uma comparac¢ao minuciosa de alguns algoritmos construtivos

e duas heuristicas.

O calculo de limites duais é bastante simples. Listadas em ordem crescente de seus
pesos, as arestas sao inseridas uma a uma, com a condicao de nao gerar ciclos na solugao.
O processo para quando m — 1 arestas forem inseridas. Observe que esse algoritmo pode
gerar uma arvore desconexa e nao necessariamente cobre todos os grupos. Nos testes com
as 169 instancias adaptadas do TSPLIB, os limites encontrados ficaram a 35,94% dos

valores 6timos, em média.

Os construtivos comparados sao adaptagoes dos classicos algoritmos de Kruskal, Prim
e Sollin para o Problema da Arvore Geradora Minima. As adaptacdes de Kruskal e Sollin
apresentaram resultados melhores que Prim, e dentre os dois, h4 uma ligeira vantagem

para o algoritmo baseado em Kruskal.

As heuristicas propostas foram uma busca local bastante simples, porém eficiente, e
um algoritmo genético. As solugoes iniciais sao construidas da seguinte forma: seleciona-
se um vértice de cada grupo de forma aleatoria e constroi-se uma arvore geradora minima

com os vértices selecionados — através do algoritmo de Kruskal ou Prim.

Para a anéalise da vizinhanca, define-se uma ordem em que os grupos serdo visitados.



2.3 Trabalhos Relacionados 16

Considera-se um grupo de cada vez, seguindo a ordem estabelecida. Assim, durante a
visita ao grupo Vi, o vértice v; € Vi presente na solucao é substituido por cada vértice
v; € Vi, e a arvore geradora minima é recomputada. A melhor dentre as |V}| solugdes
geradas passa a ser a solugdo corrente. A busca para quando m grupos forem visitados
sem que haja uma atualizacao da solugao corrente. Como esse procedimento é repetido
500 vezes, garante-se uma boa varredura no espago de busca, ji que a solugao inicial é

construida aleatoriamente.

No algoritmo genético, cada individuo é representado por um vetor de tamanho m,
contendo o vértice de cada grupo que esta presente na solugao. O operador de cruzamento
seleciona um ponto de dois individuos e combina as duas solugoes gerando dois filhos. O
operador tree separator remove uma aresta da solugao e a partir de cada sub-arvore gerada,
constrdi duas novas solugoes utilizando a adaptacao do algoritmo de Prim. Na mutacao,
seleciona-se um gene aleatoriamente e substitui-se o vértice referente por outro vértice
do mesmo grupo. Com uma pequena probabilidade, aplica-se o procedimento de busca
local descrito anteriormente sobre os individuos da populagao corrente. A populacido da
proxima geracao é composta em 10% pelos melhores individuos e em 90% por individuos

selecionados por meio de roleta.

Os autores comparam os algoritmos nas instancias adaptadas do TSPLIB, das quais
150 possuem o valor 6timo conhecido. As solucées do procedimento de busca local e do al-
goritmo genético ficaram, em média, a 0,07% e 0,01% da otimidalidade, respectivamente.
O algoritmo genético também apresentou um desempenho ligeiramente melhor nos testes
com instancias cujo 6timo nao é conhecido e com instancias aleatorias propostas pelos
autores. Vale colocar que tal algoritmo consome aproximadamente o dobro do tempo da

busca local.

Em 2006, Haouari e Chaouachi [17| propuseram e compararam varios algoritmos para
o calculo de limites duais para o L-GMTP, todos tomando como base formulagoes para
o Problema de Steiner. Os autores também propuseram uma adaptag¢ao do método
PROGRES, de mesma autoria, e melhorias em um algoritmo genético proposto ante-
riormente [4]. O algoritmo foi comparado com os trabalhos de Dror et al. [4] e Shyu et

al. [33], utilizando as instincias apresentadas por Dror e instancias dos proprios autores.

Recentemente, Oncan et al. [24] (em um trabalho ainda ndo publicado) propuseram
um procedimento para o calculo de limites duais e um algoritmo de busca tabu para as
duas generalizacoes. Nesse mesmo trabalho também sao apresentadas instancias novas e

de maior porte para PAGMG. Tais instancias foram geradas a partir das instincias do
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TSPLIB, utilizando as mesmas técnicas de agrupamento de Fischetti [12].

O célculo dos limites inferiores é feito com base na relaxacao linear de uma formulacao
proposta por Myung [23|. Com ele, os autores encontraram limites bem melhores que os
de Golden et al. [15], mas nao foi possivel encontrar limites para as instancias que foram

apresentadas entao.

O algoritmo de busca tabu é dito attributed-based, por considerar os atributos da
solugdo como critério tabu. Os atributos de uma solugao s, no caso, sao os vértices a
compoem. Toda vez que um vértice v; deixa de participar da solucao corrente, s6 podera
ser re-inserido apoés € iteracoes ou se o custo da solucao que estiver sendo avaliada for
melhor que ;. Assim, associados a cada vértice v; h4 um valor 3; que indica até que
iteracao v; é tabu e um critério de aspiracao ;. A cada iteragdo, o critério de aspiracao

de cada vértice em s é atualizado para min{v;, c(s)}, onde c(s) é o custo de s.

A vizinhanga N¢(s) de uma solugdo s é uma generalizacdo da vizinhanga proposta por
Golden. A idéia é visitar ¢ grupos por vez. Para cada grupo V,,1 < p < ¢, sustitui-se o
vértice 7, presente na solucao por um vértice j,, ¢ # j. Apo6s isso é construida uma arvore
geradora minima com os vértices da solu¢do. Assim, a vizinhanga N'(s) abrange |V,| —1
possiveis solugdes, a vizinhanga N?(s) abrange (|V,| — 1) x (]V¢| — 1) solugdes, onde V, e

Vg sao dois grupos selecionados.

E facil perceber que quanto maior o nimero de grupos selecionados, maior sera o
espaco de busca. Procurando um trade-off entre tempo e qualidade de solucao, a primeira
vizinhanga (mais rapida) executa um nimero maior de iteragoes e a ultima, por poucas

iteragoes. O algoritmo tabu explora as vizinhangas 1 < ¢ < 3 sequencialmente, N(s),
N2(s), N3(s), N'(s), etc.

A solugdo inicial é construida aleatoriamente, como faz Golden [15]. Na busca local,
a escolha dos ¢ grupos em cada iteragao é feita por roleta, onde cada grupo possui uma
probabilidade de ser escolhido inversamente proporcional a quantidade de vezes que ja
foi selecionado. A vizinhanca é percorrida exaustivamente e a melhor solu¢do encontrada
passa a ser a solucao corrente. A fim de diversificacao, as solugoes sao avaliadas com uma,
penalizacdo que leva em conta o nimero de iteragoes em que cada vértice ja esteve na
solucao corrente. O critério de parada estabelecido foi o nimero de iteracoes, de acordo

com o tamanho de cada instancia.

Os testes de comparagao com a literatura foram realizados com 101 instancias pro-

postas pelos autores. O algoritmo tabu foi comparado com os dois algoritmos de Golden
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descritos anteriormente [15] e um versdo melhorada do algoritmo genético, récem imple-
mentada. Em todas as instancias, a proposta de Oncan atingiu resultados melhores ou

iguais aos de Golden.

O algoritmo descrito também foi adaptado para o L-GMSTP. Essa adaptacao foi
comparada com o trabalho de Chaouachi [17]| sobre as instancias propostas por Dror. O
algoritmo de busca tabu nao superou os resultados do genético, mas os autores conside-

raram os resultados promissores.

Este capitulo apresentou uma descricio do Problema da Arvore Geradora Minima
Generalizado e de problemas relacionados. Também foi feita uma revisao suscinta dos
trabalhos sobre o tema encontrados na literatura. O capitulo seguinte traz os algoritmos

propostos e implementados no presente trabalho para o PAGMG.



Capitulo 3

Algoritmos para o PAGMG

Este capitulo apresenta os algoritmos implementados para o Problema da Arvore Geradora
Minima Generalizado. Dentre eles, ha algumas versoes da heuristica GRASP, que diferem
entre si pelos algoritmos construtivos e pela utilizacao ou nao de mecanimos adicionais
de aprimoramento. Também foi implementado um algoritmo para o calculo de limites
duais, baseado na relaxacao linear de uma formulagao para o Problema de Steiner em
Grafos. Por fim, sao descritas as regras de redugao utilizadas no pré-processamento das

instincias.

3.1 GRASP

GRASP (Greed Randomized Adaptive Search Procedure) é uma meta-heuristica multi-
partida, proposta por Feo e Resende [6], em que cada iteragdo é composta de uma fase
de construcao e de uma fase de aprimoramento. Durante o processo, a solucao incubente
é armazenada e atualizada sempre que a fase de aprimoramento resulta em uma solucao
melhor. Ao final de um ntimero estabelecido de iteragoes, o algoritmo retorna a melhor

solugao encontrada.

A fase de construgao gera uma solucao vidvel para o problema através de um pro-
cedimento parcialmente guloso e parcialmente aleatoério. A cada estapa da construcao,
a selecao dos elementos que vao compor a solugao é feita aleatoriamente em um sub-
conjunto do melhores elementos candidatos, denominada Lista de Candidatos Restrita.

A fase de aprimoramento é uma busca local.

O Algoritmo 3 apresenta o pseudo-co6digo de uma versao tradicional do GRASP para

um problema de minimizacao. A funcdo custo(s) retorna o custo da solucao s e s* é a
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solugao incubente.

Algoritmo 3 GRASP

s* «— (;

para todo i € {1, ..., It,,..} faga
Sg < constroi_solucao(a);
s <« busca_local(sy);
se custo(s) < custo(s*) entao

§* «— s;

fim se

fim para

retornar s*;

No pseudo-codigo apresentado, cada iteragao é um procedimento independente, nao

havendo nenhum tipo de memoria entre as iteragoes no decorrer da execucao.

Porém muitas técnicas podem ser agregadas ao GRASP tradicional, no intuito de apro-
veitar de alguma forma resultados de iteracoes anteriores para tentar encontrar melhores
solucoes. Dentre essas técnicas, pode-se citar reconexao de caminhos, mineragao de dados
e quaisquer procedimentos de aprimoramento sobre solucdes ja encontradas [31]. Além
disso, outros elementos podem ser incorporados para aprimorar o desempenho do GRASP,
como o uso de diferentes algoritmos de construcao ou mesmo outras meta-heuristicas:

busca em vizinhanga variada (ou VNS), busca tabu, busca local iterada, etc.

Algumas versoes propostas neste trabalho utilizam mais de um algoritmo construtivo,
além de mecanismos adicionais, como reconexao de caminhos e busca local iterada. A
seguir serao descritos todos esses procedimentos. Para o entendimento dos algoritmos,
considere 0 PAGMG descrito em um grafo G(V,E) em que V. = VUV, U ..UV, e
|V | = n. Considere também um vetor v em que, dada uma solugdo 7', y[i] € V é o vértice

do grupo ¢ selecionado para compor 7.

3.1.1 Algoritmos de Construgao

Nesta subse¢ao serao descritas as heuristicas utilizadas na fase de construcao do GRASP.
Foram implementados oito algoritmos construtivos, alguns propostos na literatura e ou-
tros no presente trabalho. Entretanto, testes preliminares indicaram que cinco dessas

heuristicas resultam solucoes significativamente melhores que as outras trés.

Dentre os trés construtivos com desempenho inferior estao duas adaptacoes das heu-
risticas H2 e H4 de Dror et al. [4]. O terceiro construtivo inicia pela constru¢ao de uma

permutacao dos grupos, que procura respeitar a proximidade entre os mesmos. Em se-
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guida, calcula o caminho minimo entre o primeiro e o ultimo grupo da permutacao. Esse
calculo é feito de forma que o resultado seja uma solucao valida para o PAGMG. Em vista

de seus resultados, essa e as outras duas heuristicas nao foram utilizadas nos testes finais.

Segue uma descricao detalhada do funcionamento das heuristicas que sao de fato

utilizadas nas abordagens propostas.

3.1.1.1 C1 - Construcao Aleatéria

Essa heuristica foi primeiro utilizada por Golden [15| e constr6i a solugdo de maneira
trival. Seleciona-se um vértice de cada grupo aleatoriamente. Em seguida, através dos

algoritmo de Kruskal, calcula-se a arvore geradora minima dos m vértices selecionados.

O pseudo-codigo é apresentado no Algoritmo 4. A fungdo rand(V;) seleciona alea-
toriamente um vértice do grupo V;. A arvore geradora minima é calculada na funcao
kruskal (), utilizando apenas arestas que saem e chegam de vértices em ~. Optou-se por
utilizar Kruskal em vez Prim pelo fato do primeiro ser, em média, mais eficiente para as

instancias utilizadas neste trabalho.

Algoritmo 4 C1 - Construcao aleatoéria
para todo i € {1,..,m} faga
v[i] < rand(V;);
fim para
T « kruskal(y, E(v));
retornar 7

Apesar de sua simplicidade, esse algoritmo gera solugoes de qualidade aceitavel pelo
fato de retornar sempre uma arvore geradora minima, além de possuir um pequeno tempo
de execugao. Outra caracteristica a favor do algoritmo é que as solugoes sao bem diferentes
entre si. Logo, considerando uma grande quantidade de execugoes, o espago de busca é

razoalvemente bem percorrido.

3.1.1.2 C2 - Adaptacao de Kruskal

Como o nome sugere, esse construtivo é baseado no algoritmo de Kruskal apresentado
na Se¢ao 2.1 para o Problema da Arvore Geradora Minima. A modificacao consiste em
assegurar que apenas um vértice de cada grupo esteja presente na solucao. Feremans et

al. |7] foram os primeiros autores a citar a possibilidade dessa adaptagcao.

As arestas também sao inseridas por ordem de seus pesos. Como o objetivo é cobrir
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exatamente um vértice de cada grupo, a inclusio da aresta e(vy, v9) determina a selegao
dos vértices v; € V; e v, € V,. Assim, arestas que partem de vz € Vj; nao podem ser
inseridas caso k = 7 e v3 # vy ou k = j e v3 # vy. Logo, além de evitar arestas que
resultem na formagao de ciclos, o algoritmo também descarta arestas que implicariam na

selecao de um segundo vértice para algum dos grupos.

A Figura 3.1 ilustra um exemplo da execucao da heuristica. O grafo é o mesmo utili-
zado no exemplo da Figura 2.1. A principio, nenhum grupo possui vértices selecionados,
ou seja, v[i] = 0,Vi € {1,...,m}. As arestas sao ordenadas, gerando a seguinte lista: (3,5),
(6,11), (3,7), (5,7), (7,11), (3,8), (6,7)... (Figura 3.1(a)) Na primeira iteracao a aresta (3,5)
é inserida, assim 7[1] = 3 e v[2] = 5 (Figura 3.1(b)). A seguir, (6,11) é descartada pois
v[2] # 6 (Figura 3.1(c)). A aresta (3,7) entra na solucdo e v[3] = 7 (Figura 3.1(d)).
Evitando a formagao de ciclos, descarta-se (5,7). Por fim, analisando a inser¢ao da aresta
(7, 11), verifica-se que v[3] = 7 e y[4] = 0 (Figura 3.1(e)). Por fim, (7,11) passa a fazer

parte da solucdo e o algoritmo termina (Figura 3.1(f)).
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@3,5), (6,11), (3,7), (?,;), (7,11), (3,8), (6,7)... (3,5), (6,11), (3,7), (5,7), (7,11), (3,8), (6,7)... 3,5), , 3,7, (5,7), (7,11), (3,8), (6,7)...
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3,5), ,(3,7), 5,7), (7,11), 3,8), (6,7)... @3,5), ,(3,7), ,(7,11), 3,8), (7,6)... 3,5), ,(3,7), ,(7,11)
(d) (e) (f)
Figura 3.1: Tlustrando a heuristica construtiva C2.
Pode-se perceber que C2 é um algoritmo guloso, pois a cada iteracao a “melhor”

aresta candidata é analisada. Assim, foi implementada também uma versao randomizada
de C2, que seleciona cada aresta aleatoriamente a partir de um sub-conjunto de E. Esse
sub-conjunto é chamado de Lista de Candidatos Restrita (LCR). A LCR ¢é criada a cada

iteragao, antes da selecao da proxima aresta.
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Chamemos de ¢,,;,, € Cnaer Tespectivamente o menor e o maior custo das arestas ainda
nao avaliadas durante o processo de construcao. A LCR é composta de todas as arestas
cujo custo seja menor ou igual a ¢pin + @(Crar — Cmin). O valor de a é estabelecido no
intervalo [0,1| e indica o quio gulosa serd a selecio das arestas. E facil perceber que
se a = 0, o algoritmo procederda da mesma forma que a adaptacao de Kruskal descrita

anteriormente.

O pseudo-codigo da versao randomizada, denotada por RC2, esté apresentado no Al-
goritmo 5. O niimero de componentes conexas em 7' é indicado por num. O primeiro laco
inicializa o valor de 7 para todos os grupos. A LCR esta indicada por L e é construida pela
funcao constroi_LCR(). A funcdo rand() seleciona um elemento de L aleatoriamente.
No decorrer do algoritmo, uma aresta e(u, v) é analisada a cada iteracao, e se for incluida
na solucao, num decrementa uma unidade. A variavel g, indica o indice do grupo a que

o vértice v pertence.

Observe que a principal diferenga em relagdo ao Algoritmo 1 (Kruskal) é a presenga
de mais um critério na avaliagdo de e(u,v). Além da deteccdo de ciclos, é preciso verificar
se 0s grupos g, e g, possuem vértices diferentes de u e v na solucao. O algoritmo termina

quando 1" possui apenas uma componente conexa.

Algoritmo 5 RC2 - Adaptacao de Kruskal para o PAGMG
ordenar(F);
T — 0;
num <« m;
para todo i € {1,...,m} faga
Vil < 0;
fim para
enquanto num > 1 faga
L « constroi_LCR(E, «);
e(u,v) < rand(L);
se lgera_ciclos(e) e (7][gu]= u ou 7|g.]=0) e (7][gs]= v ou 7[g,]= 0) entao
T —TUe;
num <« num — 1;
se v|g.| = 0 entao

Vgul < u;
fim se
se 7[g,] = 0 entao
7[91}] U
fim se
fim se

fim enquanto
retornar 7T




3.1 GRASP 24

3.1.1.3 C3 - Adaptacao de Prim

A adaptacgao de Prim pouco difere do original. Em sua versao para o PAGMG, o algoritmo
procede com os grupos de forma semelhante com que procede com os vértices na versao
para o PAGM. Considera-se como distancia entre dois grupos o custo da menor aresta

que une seus vértices.

Ao inicio do algoritmo, a solugao 7' é composta por apenas um grupo V;. A cada passo,
uma aresta é inserida em 7', agregando a solugdo um grupo V; ainda nao coberto. Na
primeira iteracao sao analisadas todas as arestas entre os vértices de V; e os outros grupos.
Nas iteracoes seguintes, considera-se apenas as arestas que unem os vértices presentes em
T e os vértices de grupos que ainda nao fazem parte de 7. O procedimento termina
quando todos os grupos estdo cobertos pela arvore. Como a escolha de V; influencia a

solugdo a ser gerada, executa-se o mesmo procedimento para i = {1,...,m}.

Para entender melhor o funcionamento dessa heuristica, tomemos a Figura 3.2. O
grafo é o mesmo que vem sendo utilizado em exemplos anteriores. Ao inicio da execucao,
considere 7' = (). No exemplo dado, ¢ = 1, ou seja, o objetivo inicial é encontrar a aresta
de menor custo que una V; ao resto do grafo (Figura 3.2(a)). Na Figura 3.2(b), todas as

arestas que partem de V) sdo analisadas e (3,5) é selecionada.

Na segunda iteragdo, tem-se 7' = {(3,5)} e procura-se a menor aresta que una um
grupo ainda ndo coberto (3 ou 4) a 7. S&o analisadas todas as arestas e(u,v), tal que
u e {V3UVy} ev =30uwv =5 (Figura 3.2(c)). A aresta (3,7) é selecionada e na
Figura 3.2(d) T'= {(3,5), (3, 7)}. O algoritmo procura o vértice de V; mais proximo de T’
e adiciona (7,11) a solugdo. O algoritmo retorna a arvore {(3,5),(3,7),(7,11)} ilustrada
na Figura 3.2(e).

Também foi implementada uma versao randomizada da adaptacao de Prim, RC3.
Neste caso, a selegao dos vértices a cada iteracao é feita com base na Lista de Candidatos
Restrita, construida de forma semelhante ao que acontece com a adaptacao de Kruskal.
A lista é composta por todos os vértices cuja distancia a T' é menor que d,ae = Cmin +
a3(Cmaz — Cmin)- Neste €aso Cpin € Cmaz S30, Tespectivamente, a menor e a maior distancia
entre 1" e os vértices de grupos ainda nao cobertos. O parametro a3 tem a mesma fungao

que Goa.

O pseudo-codigo de RC3 esta apresentada no Algoritmo 6. Para cada grupo V; uma
solucao T é construida. O conjunto K contém todos os vértices que podem ser selecionados

na iteracao corrente. A funcao constroi_LCR() insere na LCR os vértices de K que estao
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Figura 3.2: Ilustrando a heuristica construtiva C3.

a distancia méxima d,,,, de algum vértice de T'. A fun¢ao rand () escolhe aleatoriamente

uma aresta e(u,v) € L, em que u ndo é coberto por 7' e v 0 é. A partir da insercdo de e

em T', o grupo g, passa a ser coberto pela solugao, dado que g, indica o indice do grupo

de que u faz parte. Cada arvore 1" é concluida quando K nao possui mais vértices, ou

seja, quando |T'| = m — 1. A fungdo c(T) calcula Zce. O algoritmo retorna a melhor

eeT
dentre as m solucoes construidas.

Algoritmo 6 RC3 - Adaptagao de Prim para o PAGMG

T « {;
para todo i € {1,...,m} faga
T « 0;
K —V\V;
enquanto K # () faga
L « constroi_LCR(K ,T, a3);
e(u,v) < rand(L);
T — T Ue;
K — K\ Vy,;
fim enquanto
se c(T) < c(T*) entao
T T,
fim se
fim para
retornar 77;
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3.1.1.4 C4 - Calculo de Distancia Média

O objetivo do algoritmo construtivo C4 é selecionar um vértice [i] em cada grupo V;
levando em consideragao os grupos a que V; poderé estar conectado na solugao. A selecao
de ~[i] & feita com base em sua distancia média a um conjunto S; C {V '\ V;}, dado que
S; € composto por vértices de grupos que se encontram a uma distancia maxima D,,,, do

grupo V;.

Ao inicio da construcao, define-se aleatoriamente uma ordem para percorrer os grupos.
Em seguida, a cada grupo V; percorrido, constroi-se o conjunto S; e calcula-se a distancia

de cada vértice v € V; aos elementos de S;. A distancia d, de um vértice v a S; é o custo
Z'LLGSZ' C(uvv) ) Em
|Si]

médio das arestas entre v e os vértices presentes em S;, ou seja, d, =

seguida, é selecionado o vértice ~y[i|que minimiza d,.

Na construcao de S;, considera-se todos os grupos cuja distancia até V; seja no maximo
D,az- Nos grupos que ja foram percorridos, integrarao S; apenas os vértices que foram

selecionados para participar da solucao.

O funcionamento do algoritmo C4 é ilustrado na Figura 3.3. Considere a seguinte
ordem em que os grupos sao percorridos: 3, 4, 1, 2. Considerando também que os grupos
3 e 4 ja foram percorridos, tem-se que (3] = 7 e y[4] = 11. Na Figura 3.3(a), o grupo 1
é o proximo a ser percorrido. O conjunto S; é composto pelos vértices do grupo 2 e por
v[3] (O grupo 4 nao participa por estar a uma distancia maior que D,,,, do grupo 1). Na
Figura 3.3(c), calcula-se a distancia de cada vértice de V; a S;. O vértice 3 é selecionado

porque ds < di e d3 < d».

Seguindo a ordem estabelecida, deve-se agora selecionar o vértice do grupo 2 que ira
participar da solucao. Os grupos que estao a D,,,, sao 1 e 4. Como ja estao estabelecidos
os vértices y[1] e v[4], o conjunto Sy sera formado por apenas dois vértices (Figura 3.3(d)).
As distancias dos vértices de V5 a Sy sdo calculadas (Figura 3.3(e)) e o vértice 5 é fixado na
solucao. Como todos os grupos ja foram percorridos, calcula-se a drvore de custo minimo
que cobre os vértices {3,5,7,11} e o algoritmo encerra retornando a solugéo ilustrada na
Figura 3.3(f).

Foi também implementadoa uma versao randomizada de C4, denominada RC4, que
seleciona os vértices aleatoriamente a partir de uma lista de candidatos. Nesse caso, cada
grupo percorrido V; possui uma LCR, composta de todos os vértices cuja distancia d, é
menor ou igual a dpin + Q4 (dmaz — dmin ), 0onde dyin € dig, S80 a menor e a maior distancia

média dos vértices de V;, respectivamente. Observe que se ay, = 1, o comportamento de
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Figura 3.3: Tlustrando a heuristica construtiva C4.

(C4 seré idéntico ao de C1.

O pseudo-codigo de RC4 esta expresso no Algoritmo 7. Para cada grupo Vi, constroi-

se o conjunto S; e calcula-se a distancia d, de cada vértice. Em seguida, a lista de can-

didatos restrita é criada por constroi_LCR() com base nas distancias minima e maxima

encontradas e no valor de ay. O vértice [i] é selecionado aleatoriamente pela fungio

rand(). Ao final do algoritmo, computa-se a arvore geradora minima 7" dos vértices

presentes no vetor 7.

Algoritmo 7 RC4 - Calculo de distancias médias

para todo i € {1,..,m} faga

S; < constroi_S(V;, D,u.);

para todo v € V; facga
dy «— 0

para todo u € §; faca

dv — dv + Cluw);
fim para
dy < d,/1Sil;
fim para

L « constroi_LCR(V;, d, ay);

v[i] < rand(L);;
fim para
T « kruskal(y, E(v));
retornar 7
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3.1.1.5 C5 - Método de Aglomeracao

A heuristica C5, baseada em conceitos de aglomeragao, inicialmente divide os grupos em
num__ conj conjuntos e aplica o algoritmo construtivo C2 sobre cada um destes conjuntos.
O problema é resolvido apenas dentro dos conjuntos, resultando em uma floresta com
num_ conj arvores. Apoés a aplicagdo de C2, o vértice que fard parte da solugado ji esta
definido em cada grupo. Assim, uma arvore geradora minima é calculada sobre os vértices
selecionados, gerando uma solucao viavel para o PAGMG. O valor de num__ conj é tal que

1 <num_ conj< m.

O conjuntos sao construidos com base em num_ conj grupos que atuam como sementes.

Cada um dos m—num_ conj grupos nao-semente é associado a semente mais proxima.

A selecao das sementes é feita de duas formas, procurando selecionar os num_ conj
grupos mais distantes entre si (C5) e aleatoriamente (RC5). Em C5, o primeiro grupo 6; é
escolhido aleatoriamente dentre os m grupos do grafo; o segundo grupo 6, é o mais distante
de 6;; o terceiro é aquele com maior distancia média a 6, e 05, e assim sucessivamente.
Em resumo, o grupo 6; é o mais distante em média de {0y, ...,6, 1} dentre os m — i + 1

grupos restantes. A distincia entre dois grupos é o custo da menor aresta que os une.

A Figura 3.4 mostra um exemplo do funcionamento da heuristica para num_ conj= 4.
O grafo original, ilustrado em 3.4(a), contém 11 grupos que foram divididos em quatro
conjuntos: |Cy| = 2, |Cy| =4, |Cs] = 3 e |Cy| = 2. Aplicando a adaptagao de Kruskal sobre
o conjunto C; tem-se uma solugdo com os vértices {1,4}; sobre Cy tem-se {9, 11,13, 14};
em Cj a solugdo é composta por {20,21,25}; e em Cy {27,28}. O algoritmo resulta em

uma arvore de custo minimo que cobre todos esses vértices, apresentada em 3.4(c).

Conjunto C2
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~ 27~ 4
/@ s /@) \ @ ) o
— V' @ onjunto C4~
\@ @/ — Conjunto C \\d®/ jﬁ,u"'(_‘onjunto C3
(a) Grafo original (b) Solugdo em cada conjunto (c) Solugéo final

Figura 3.4: Ilustrando a heuristica construtiva C5.
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O Algoritmo 8 apresenta o pseudo-codigo de RC5. A principio, através da funcao
rand (), seleciona-se as num_ conj sementes aleatoriamente com o cuidado de nao haver
repeticoes. Em seguida, formam-se os conjuntos. A fungao mais_proximo(i, 6) retorna
a semente mais proxima do grupo V;. A adaptacao de Kruskal é aplicada sobre cada
conjunto, armazenando em ~y; o vértice selecionado em cada grupo V;. Ao final, calcula-se

uma arvore geradora minima sobre os vértices em +.

Algoritmo 8 RC5 - Método de Aglomeragao

para todo j € {1,..,num_ conj} faga
0; < rand(m);
Cj — Vej;

fim para

para todo i € {1,..,m} faga
J «— mais_proximo(z, #);
Cj — Oj U ‘/z';

fim para

para todo j € {1,..,num_ conj} faga
adapt_kruskal(C;, v);

fim para

T « kruskal(y, E(v));

retornar 7

3.1.2 Busca Local

A busca local implementada foi utilizada no PAGMG primeiramente por Golden et al. [15].
Dada uma solucao inicial 7', o procedimento pode ser descrito basicamente nas trés etapas

abaixo:

1. Aleatoriamente define-se uma ordem em que os grupos serao visitados

2. A cada visita a um grupo V;, calcula-se todos os vizinhos de T" em relacdo a V. A

solucao corrente passa a ser o melhor vizinho 7", caso este seja melhor que 7.

3. Repete-se o passo 2 até que m grupos sejam visitados sem que haja melhoras na

solucao corrente.

Sabendo que v é o vetor de vértices associado & solugdo 1" e que 7’ é o vetor associado
a solugdo 1", a vizinhanca de T em relacao ao grupo V; sdo todas as solucoes 7" em que
i # i e vl = vlj], V5 € {1,..,m} \ i. Ou seja, em relagdo ao grupo V;, T possui
|Vi| — 1 vizinhos. Cada solugdo 7" é construida a partir da arvore geradora minima que

cobre os vértices em 7',
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O pseudo-codigo esté ilustrado no Algoritmo 9. Considere 7" uma solugao inicial para
a busca. A funcdo define_ordem() define a ordem em que os grupos serao visitados.
A cada iteragdo, proximo_grupo() retorna o proximo grupo a ser visitado segundo a
ordem estabelecida. Calcula-se os vizinhos de T" através da fun¢do vizinho() que retorna
uma solucao diferente de 7" apenas pelo vértice v, conforme o modelo de vizinhanga ja
explicado. Para cada grupo visitado, a melhor solucao 7" é fixada na solucao corrente,

caso seja melhor que 7.

Algoritmo 9 Busca Local
define_ordem();
iter « 1;
enquanto iter < m faga
V; < proximo_grupo();
para todo v € V; faga
T’ « vizinho(T', v);
se c(T") < c(T) entao
T T
iter « O
fim se
fim para
iter « iter +1;
fim enquanto
retornar 77

3.1.3 Reconexao de Caminhos

O mecanismo de Reconexdao de Caminhos, proposto originalmente para a busca tabu e
scatter search por Glover [14] tem como objetivo encontrar solugoes intermediarias entre
duas boas solucoes. O algoritmo parte de uma solugao 7Ty, e passo-a-passo a transforma
em outra solucao 7;. Nesse trajeto, entende-se que pode ser encontrada uma solucao
melhor que Ty e T;. A solugao Ty, de onde o procedimento inicia, é dita solucao base e

54, solucao a que se pretende chegar, é a solucao guia.

Se Ty e T, sao duas solucoes com d vértices diferentes entre si, um movimento de T
para T, é a substituicdo de um vértice em T por um vértice de T;. Ou seja, tomando
uma solucao base uma solucao 7Ty e uma solucao 75, se ha cinco vértices diferentes entre

as duas solucgoes, hé cinco possibilidades para a solugao intermediaria 7T7.

A reconexao de caminhos procede da seguinte forma: partindo de 7T, um movimento
para T é gerado e tem-se uma solucao intermedidria 7; a seguir mais um movimento é

gerado, de T} a Ty; e assim por diante até que se chegue a uma solugao 7, 1, ap6s d — 1
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movimentos realizados.

A Figura 3.5 ilustra um exemplo do funcionamento do mecanismo, nesse caso Ty
é o grafo ilustrado na Figura 2.1. Como Tj é composta pelos vértices {3,6,8,12} e a
solugdo guia T} pelos vértices {3,5,7,11}, ha trés diferencas entre as duas solugdes. Ha,
portanto, trés candidatos para gerar T (os vetores de vértices associados sdo {3,6,8,11},
{3,5,8,12} e {3,6,7,12}). A melhor opcao é a troca do vértice 6 por 5. Na proxima
iteragdo, os candidatos sao T} (composta pelos vértices {3,5,8,11}) e T7 (composta por
{3,5,7,12}). A primeira opgao é selecionada para ser T,. Para o movimento seguinte,
a Unica possibilidade é a troca do vértice 8 por 7. Com essa mudanca, tem-se a solu¢ao

guia T3 e o procedimento termina.

As versoes do GRASP que utilizam o mecanismo de reconexao de caminhos mantém
um conjunto elite C'E contendo as C'E,,,,, melhores solugoes distintas encontradas durante
a execucao. Esse conjunto é atualizado a cada iteragao, caso a solugao gerada pela busca
local seja melhor que a pior solugao em C'E. Sempre o algoritmo atinge [t,,,, iteracoes
sem atualizacao do conjunto elite, sao removidas todas as suas solugoes, com excecao da

melhor.

A reconexao de caminhos é ativada a partir da iteracao [t,,;,, € ocorre sempre que
a solucdo T, resultante da busca local, for no maximo p% pior que a melhor solucdo do
conjunto elite. Aplica-se o procedimento entre a 7" e a solucao de CE que maximize d. A
solucao base é sempre a melhor dentre as duas. Como estratégia de intensificagdo, o valor
de p é proporcional ao nimero de iteracoes sem atualizacao de C'E, ou seja, quanto mais

dificil for encontrar uma “boa’solugao, mais provavel ocorrer reconexao de caminhos.

Como esse procedimento é sempre aplicado entre solugoes com um nivel minimo de
qualidade, entende-se que as solugoes intermediarias geradas no processo tém grande
chance de serem boas solucoes. Assim, toda solucdo intermediaria T; é comparada com
as solucoes em C'E e se T; for melhor que a pior solucao elite, é-lhe aplicado uma busca
local e CE é atualizado. Também as solucoes candidatas passam por uma busca local.
Isso ocorre independetemente de sua qualidade, com uma probabilidade de ¢%, dado que
q € a razao entre o nimero de iteragoes sem atualizacao do conjunto elite e It,,,,, ou seja,

g<1.
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Figura 3.5: Ilustrando o mecanismo de reconexao de caminhos.

3.1.4 Busca Local Iterada

A idéia basica da Busca Local Iterada (Iterated Local Search - ILS) é aplicar pertubagoes

sobre a solugao corrente sempre que a mesma esbarrar em um 6timo local.

Besten et al. [3] citam quatro componentes bésicos necessarios para a implementagao
de um ILS: uma solucao inicial, um procedimento de busca local, uma estratégia de
perturbagdo e um critério de aceitacdo. A idéia basica serd descrita a seguir: Aplica-se
a busca local em uma solugao inicial. A solucao s gerada é tida como solu¢do corrente.

A seguir, s passa por uma perturbacao seguida de uma busca local, gerando uma nova
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solugdo s’. Se o critério de aceitagdo for satisfeito, s’ passa a ser a solucao corrente. O

processo se repete até que um critério de parada seja atingido.

Percebe-se que a natureza e o tamanho da perturbacao sobre s sao fundamentais para
o bom funcionamento da busca. Se for aplicada uma perturbacao pequena, a busca local
possivelmente retornaré ao mesmo 6timo local s. Em oposto, se a perturbacao for muito

grande, corre-se o risco de se estar reiniciando a busca.

A estratégia de perturbagdo adotada neste trabalho tem como base um grupo V;.
Dado que ~[i] é o vértice de V; presente na solugdo corrente 7', a perturbacdo seleciona
aleatoriamente um vértice v € {V;\~[i]} para compor a solu¢ao no lugar de [i]. O mesmo
acontece com todos os grupos que se encontrem a uma distincia maxima D,,,, de V;. A
solugao proveniente dessa perturbacao passa por uma busca local, gerando uma solugao
T’'. O critério de aceitacao é bastante simples: 7T’ passa a ser a solugao corrente se seu

custo for menor que o de 7. A busca local é a mesma descrita na Subsecao 3.1.2.

O Algoritmo 10 apresenta o pseudo-cédigo do procedimento. Considere uma solucao
T como dado de entrada. Ao inicio, define_ordem() define uma ordem de visita aos
grupos. Dada essa ordem, a perturbagao é aplicada em 7" por pertubacao() tomando
como base o grupo V;. A funcao c¢(7) retorna o custo de 7. Se uma solu¢do melhor for
encontrada, 7" é atualizado. O processo se repete até que sejam atingidas m iteragoes sem

melhora.

Algoritmo 10 Busca Local Iterada
define_ordem();
iter « 1;
enquanto iter < m faga
V; « proximo_grupo();
T’ « pertubacao(T', V;, Dys);
se c(T") < ¢(T') entao
T T
iter « O;
fim se
iter « iter +1;
fim enquanto

Neste trabalho, a busca local iterada é aplicada sempre que o algoritmo atinge It,,4.
iteragoes sem atualizar o conjunto elite. Sempre que uma solucao melhor que a pior
solucao elite for encontrada, o conjunto elite é atualizado. No GRASP com busca local

iterada, C'F s6 é reiniciado se nao for atualizado durante o ILS.
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3.1.5 Versoes GRASP Implementadas

Viérias versoes do algoritmo GRASP foram implementadas, com o objetivo de verificar a
contribui¢ao dos mecanismos adicionais de aprimoramento sobre a qualidade das solucoes
finais geradas. Essas versoes diferem entre si pela utilizagao ou nao de reconexao de

caminhos e busca local iterada e pelo algoritmo construtivo utilizado.

Como RC4 apresentou melhor desempenho em relagao as demais heuristicas, algumas
versoes GRASP utilizam apenas esse algoritmo na fase de construgdo. Porém, dentre os
construtivos apresentados, nao ha um que predomine em todas as instancias do PAGMG.
Tal observacao motivou a pesquisa para a implementacao de versoes GRASP que utilizem

véarias heuristicas para construir as solugoes.

Essas versoes, chamadas adaptativas, utilizam todos os algoritmos nao gulosos des-
critos na Subsecao 3.1.1 durante as iteragoes GRASP: C1, RC2, RC3, RC4 e RC5. O
termo adaptativo é utilizado no sentido de que os algoritmos procuram se adequar as

caracteristicas da instancia durante a execucao. Essa adaptacgao serd explicada a seguir.

Neste trabalho, as versoes GRASP adaptativas tém como objetivo atribuir a cada
construtivo uma quantidade de iteracoes proporcional ao seu desempenho. Portanto, cada
heuristica construtiva ¢ é executada por um nimero (; de iteracoes GRASP consecutivas,
como uma fila circular. Se durante as (; iteracoes de uma heuristica o conjunto elite
for atualizado, o valor de (3; é incrementado em uma unidade. No decorrer da execucao,
havera uma tendéncia das heuristicas que propiciarem melhores solucoes executarem por
mais iteragoes. Nas versoes que utilizam reconexao de caminhos, o valor de [3; é reiniciado
para todas as heuristicas sempre que o conjunto elite é reiniciado. Isso é feito como uma

forma de propiciar diversificagao a busca.

As versoes adaptativas também utilizam os algoritmos construtivos gulosos descritos
na Subsecao 3.1.1. Ao inicio da execugdo, cada construtivo guloso gera uma solugao s,
sobre a qual é aplicada uma busca local m/10 vezes, onde m é o numero de grupos em
que os vértices de GG estao particionados. Como a busca parte de uma permutacao dos

grupos construida aleatoriamente, diferentes solugcdes podem ser geradas a partir de Tj.

A Tabela 3.1 apresenta as seis versoes GRASP propostas no presente trabalho. G1
utiliza apenas o construtivo RC4 e nenhum outro mecanismo de aprimoramento, além
da busca local. G2 e G3 utilizam o construtivo RC4 e reconexao de caminhos, diferindo
pela utilizacao ou nao de busca local iterada. Os algoritmos ditos adaptativos sao G4, G5

e G6. G4 nao tem mecanismos adicionais, G5 tem apenas reconexao de caminhos e G6
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Versao | Construtivo | Reconexao de Caminhos | Busca Local Iterada
G1 RC4 Nao Nao
G2 RC4 Sim Nao
G3 RC4 Sim Sim
G4 Todos Nao Nao
GbH Todos Sim Nao
G6 Todos Sim Sim

Tabela 3.1: Algoritmos GRASP propostos.

utiliza reconexao de caminhos e busca local iterada.

Para ilustrar o funcionamento das versoes propostas, serd tomado como exemplo o
algoritmo G3. O pseudo-c6digo estd apresentado no Algoritmo 11. O algoritmo executa
enquanto o critério de parada nao for satisfeito. Cada iteragao é composta por basicamente
trés fases: construgdo (através da heuristica RC2), aprimoramento (busca local) e recone-
xa0 de caminhos. Apoés a busca local, a funcao atualiza() verifica se T pode fazer parte
do conjunto elite, e se for o caso, C'E é atualizado. A reconexao de caminhos s6 ocorre
apos a [t,,;,-ésima iteracao, e se a condicao de qualidade de s em relagao a C'E for satis-
feita. Quando o algoritmo atinge [t,,,, iteracoes sem atualizacao, é aplicada uma busca
local iterada (ils()) sobre cada solugdo do conjunto elite. A func¢do reiniciar(CFE)
remove todas as solugoes do conjunto elite, se 0 mesmo nao for atualizado durante o ILS.
O GRASP retorna a melhor solu¢ao em C'E.

3.2 Geracao de Cortes

Nesta secao sera descrito o algoritmo de geracao de cortes implementado para o calculo de
limites duais das instancias do PAGMG. Esse algoritmo tem como base uma formulagao
para o Problema de Steiner em Grafos Direcionado. A seguir serd explicado como as
instancias do Problema da Arvore Geradora Minima Generalizado foram convertidas para

instancias do Problema de Steiner em Grafos.

3.2.1 Transformacao das Instancias

O Problema de Steiner em Grafos Direcionado difere do descrito na Secao 2.2 por ser
definido sobre um grafo direcionado G(V, A). Além disso, um vértice em 7" é fixado como
raiz r da arvore. O objetivo entdo é encontrar uma arvore com raiz em r que cubra todos

os vértices em 7', de forma a minimizar a soma dos custos dos arcos.
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Algoritmo 11 GRASP G3
iter « 1;
enquanto nao condicao_parada() faga
T, < constroi_solucao(RC4);
T «— busca_local(7y);
se atualiza(C'E, T) entao
iter « O
fim se
se (iter > It,;,) e (qualidade_minima(C'E, T)) entdo
reconexao_caminhos (CFE, T);
fim se
se iter > [t,,,, entao
para todo 7' € CF faga
ils(1);
fim para
reiniciar(C'FE);
fim se
iter « iter +1;
fim enquanto
retornar melhor_solucao(CFE);

A tranformacdo das instancias é a mesma adotada nos trabalhos [17] e [5]. Nesses
trabalhos, provou-se que as instancias do L-GMSTP podem ser convertidas para instancias
do problema de Steiner, garantindo-se que a solucao 6tima dessas tltimas sao equivalentes

as solucdes 6timas das primeiras.

Considere uma instancia do Problema da Arvore Geradora Minima Generalizado,
G(V, E). Na transformacao, um vértice terminal é inserido para cada grupo V;. O terminal
referente ao grupo com mais vértices serd tido como raiz r. Além disso, um arco é
inserido partindo de r para cada vértice no grupo referente, esses arcos terao custo infinito.
Nos outros grupos, insere-se arcos que partem de cada vértice nao-terminal e chegam ao
terminal correspondente, dessa vez com custo zero. As arestas originais sao substituidas

por arcos correspondentes nas duas direcoes.

A Figura 3.6(a) ilustra um exemplo da transformacdo aplicada com base no grafo
apresentado na Figura 2.1. Foram inseridos quatro vértices ficticios, que serao vértices
terminais na instancia do PSTGD. Por uma questao de clareza, apenas os arcos (5,7) e
(7,5) estdo ilustrados. O terminal do grupo {7,8,9,10} é definido como raiz. Através da
Figura 3.6(b), é possivel perceber como uma solu¢do para o PSTGD pode ser convertida

para uma solucao do PAGMG.
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(a) Instancia (b) Solu¢ao

Figura 3.6: Instancia do Problema de Steiner em Grafos Direcionado gerada a partir de
uma instancia do PAGMG.

3.2.2 Algoritmo de Geracao de Cortes

O algoritmo é baseado na formulacao Directed Cut do Problema de Steiner. Dado um

conjunto de vértices W C V tal que r ¢ W e TNW = (), a formulagao sera explicada a

seguir.
Minimizar Z Cq X Tq
acA
Sujeito a:
Yooz, >1, VW (3.1)
a(u,v):veW
z, €{0,1} (3.2)

O conjunto de restrigoes 3.1 garante que, para todo corte [IW, V'\ W], existe a0 menos
uma aresta na solucdo. As restricoes 3.2 dizem respeito a integralidade das variaveis .

A funcao objetivo procura minimizar a soma dos custos das arestas presentes na solugao.

Dada uma solucao X para o Problema de Steiner em Grafos, uma forma de verificar
a viabilidade de X é encontrar um conjunto W em que alguma das restricoes em 3.1
esteja violada. Como W é um conjunto de vértices que possui ao menos um terminal,
com excecao da raiz, se ndo existir uma aresta do corte [W, V' \ W] presente na solugéo,
X esté desconexo ou ndo possui algum terminal. A solugdo X é viavel se e somente se

VIW exista ao menos uma aresta do corte [W, V' \ W] presente na solucao.
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E facil perceber que a quantidade de conjuntos W cresce exponencialmente com o
aumento de |V|. Isso dificulta a resolucdo da relaxagao linear dessa formulagéo se forem
consideradas todas as restri¢oes do conjunto 3.1. Por esse motivo, foi implementado um
algoritmo de geracgao de cortes, que resolve problemas lineares com um pequeno conjunto

de restricoes, e em seguida procura restrigoes violadas pela solugao gerada.

Ao inicio da execucao, resolve-se o problema linear P referente a formulacao apresen-
tada, considerando apenas um conjunto trivial de restrigdes. A seguir, a partir da solugao
Xy gerada por essa relaxacgao, é resolvido um problema de separagao, procurando-se res-
tricoes nao presentes em P e que sao violadas por X,. Tais restricoes sao incluidas e P
é novamente resolvido, gerando uma nova solugao X;. O processo se repete até que nao

haja mais restricoes violadas por X.

Na primeira iteracdo, sdo consideradas apenas as restricoes referentes a W = {t},

vVt € {T \ r}. Logo, o primeiro problema linear possui |7| — 1 restri¢oes.

A resolucao do problema de separacao é um dos elementos fundamentais para a efici-
éncia do algoritmo. O tempo de conversao pode ser bastante reduzido se a cada iteragao
forem inseridos os cortes ideais. Logo, o algoritmo procura as restricbes mais violadas

pela solucao corrente, ou seja, procura-se o conjunto W que maximize 1 — E Zq.
a(u,v):veW

O problema de encontrar um conjunto W que corresponda as restricoes mais violadas
corresponde a um Problema de Corte Minimo, que no algoritmo implementado é resolvido
por meio do seu problema dual, o Problema de Fluxo Maximo. A resolucgao é feita através
do algoritmo proposto por Orlin et al. [16]. Tal algoritmo foi escolhido porque encontra,

em uma execucao, todos os cortes referentes a cada vértice terminal.

O pseudo-codigo do algoritmo de geragao de cortes esta apresentado no Algoritmo 12.
A funcao resolver () resolve o problema linear em P, que retorna uma solugao possivel-
mente nao viavel X. Um problema de corte minimo é gerado a partir de X e resolvido na
funcao separacao(). O conjunto R contém os conjuntos W que correspondem aos cortes
mais violados. As restrigoes correspondentes a R sao adicionadas ao problema linear por
meio do procedimento adicionar (). Um novo problema é gerado e resolvido. Esses pas-
sos se repetem até que nao haja mais restricoes violadas. O programa retorna a solugao

linear viavel resultante.
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Algoritmo 12 Geragao de Cortes

X <« resolver(P);

repita
R «+ separacao(X);
adicionar(P, R);
X < resolver(P);

até |R| =0

retornar X;

3.3 Pré-processamento das Instancias

O pré-processamento das instancias é realizado por meio de regras de redugao que tomam
como base o conceito de Distancia Bottleneck [34], utilizado para o Problema de Steiner em
Grafos. Tais regras foram aplicadas com o objetivo de diminuir o tamanho das instancias,

removendo arestas que comprovadamente nao fazem parte de ao menos uma solucao 6tima.

3.3.1 Distancia Bottleneck

Dada uma instancia do Problema de Steiner em Grafos, a Distancia de Steiner SD(P)
de um caminho P é o comprimento do seu maior sub-caminho entre dois terminais. Por
comprimento de um caminho, entende-se a soma dos custos de suas arestas. Assim, a

distancia Bottleneck entre dois vértices u e v ¢é tida pela expressao:

B(u,v) = min{SD(P)|P € P(u,v)},

onde P(u,v) é o conjunto de todos os caminhos entre u e v. Esse valor pode ser
interpretado como o “gargalo” das distancias entre qualquer par de terminais em um

caminho de v a v.

A Figura 3.7 ilustra parte de uma instancia do Problema de Steiner. No exem-
plo, P(1,9) é composto pelos caminhos {(1,2),(2,5),(5,7),(7,10),(10,9)}, {(1,9)} e
{(1,3),(3,4),(4,8),(8,9)}, cujas distancias de Steiner sdo, respectivamente, 50, 100 e
70. Logo, B(1,9) = min{50, 100, 70} = 50.

A distancia Bottleneck B(u,v)~(“") entre os vértices u e v que ndo passa pela aresta

(u,v) é definida como:

B(u,v)~ ™ = min{SD(P), P € P(u,v); (u,v) ¢ P}
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Figura 3.7: Distancia Bottleneck em uma instancia do Problema de Steiner em Grafos.

Se B(u,v)~ ) < Cluw), €ntdo (u,v) é dita redundante. Ou seja, existe ao menos uma
solucdo 6tima em que (u,v) ndo estd presente. No exemplo da Figura 3.7, B(1,9)~ (19 =
50 e (1,9) é redudante. Por outro lado, dentre os caminhos de 5 a 7 que ndo passam pela
aresta (5,7), a menor Distancia de Steiner é 70 (custo do sub-caminho {(4,8), (8,9)}).
Logo B(5,7)~®7" =70 > C(5,7), conseqiientemente a aresta (5,7) nao pode ser removida.

Se {(u,v)} é o tinico caminho de u a v, entdo B(u,v) ") = oc.

3.3.2 Distancia Bottleneck no PAGMG

O conceito de distancia Bottleneck foi redefinido para que pudesse ser aplicado na reducao
de instancias do PAGMG. Dada uma instancia do problema, considere P(u,v) o conjunto
de todos os caminhos de u a v compostos apenas por vértices presentes na solugao 6tima

(além de u e v). A distancia B(u,v)” ") pode entdo ser redefinida para a expressdo:

B(u, v)_(“’”) = min{C(P), P € P(u,v); (u,v) ¢ P},

onde C'(P) é o custo da maior aresta do caminho P.

Teorema 1 Dada uma instdncia do Problema da Arvore Geradora Minima Genera-
lizado G = (V, E), cuja solugdo dtima é uma drvore geradora minima T = (V' E’), se

B(u,v)") < ¢, entdo (u,v) ¢ E.

Prova Suponha-se que B(u,v)” ") < ¢(,.,) € (u,v) € E'. Como B(u,v)” ) < ¢,
existe uma aresta (w,z) em um caminho entre u e v, tal que Clw,z) < Clupw) € W,z € V7.
Logo, substituindo (u, z) por (w, z) em E’, tem-se uma arvore com custo menor que 7', o

que é absurdo. Conclui-se portanto que se B(u,v)~ %) < ¢, entdo (u,v) & T. O
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Na redugao de instancias deste trabalho, a remocao de cada aresta (u, v) foi realizada
por meio da constatacdo da existéncia de ao menos um caminho P € P(u,v) tal que
C(P) < c(uv)- Se P existe, (u,v) ¢ redundante pois B(u,v)” ") < C(P) < ¢y

Na Figura 3.8, ¢é ilustrada a aresta (u,v) e o conjunto de arestas E”, composto por
todas as arestas entre u e Vj, entre Vi e v e entre os vértices de cada par de grupos
{Vi,Viza}, 1 <i < k — 1. Como em cada grupo ha um vértice que faz parte da solucdo
otima, se ¢, < c)Ve € E”, entdo 3P tal que C(P) < ¢y € (u,v) é redundante. O

mesmo é valido para 1 < k <m — 2.

\/

~
Grupo V>

Grupo V;

Figura 3.8: Conjunto de arestas analisadas no pré-processamento das instancias.

O tempo para a deteccao de P cresce exponencialmente em relacao ao valor de k. Por
esse motivo, no pré-processamento de instancias realizado neste trabalho, o algoritmo de
reducao considera apenas os casos em que k£ = 1 e k = 2. Primeiramente sao aplicadas as
regras referentes a k = 1. Cada aresta (u,v) é tida como redundante se houver um grupo
Vi,i € {1,...,m} em que todas arestas (u,v;) e (v;,v) possuam custo menor ou igual a

Clu,v)» vvi e Vi

A partir da instancia j& reduzida com a primeira fase, aplicam-se as regras referentes
a k = 2. Nesse caso, uma aresta (u,v) é dita redundante se houver dois grupos V; e V;
tal que c(,.) € maior ou igual ao custo de cada aresta contida em {(u, v;), (vi,v;), (vj,v)},
Vv, € Vi, Vu; € V.

Neste capitulo foram apresentados os algoritmos implementados para o Problema da
Arvore Geradora Minima Generalizado. Como propostas heuristicas, foram implemen-
tados algoritmos construtivos propostos neste trabalho e na literatura. Foram também
implementados procedimentos de melhoramento, como busca local, reconexao de cami-
nhos e busca local iterada. A partir desses algoritmos, foram desenhadas seis versoes da
heuristica GRASP. Também foi implementado um algoritmo de geragao de cortes que tem

como base uma formulagao para o Problema de Steiner em Grafos e um procedimento de
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reducao de arestas utilizado como pré-processamento.



Capitulo 4

Resultados Computacionais

Neste capitulo serao apresentados os resultados experimentais obtidos com os algoritmos
apresentados no Capitulo 3. Primeiramente serao descritas as instancias utilizadas nos
testes e a reducao obtida por meio do seu pré-processamento; em seguida, apresentam-se
os resultados do algoritmo de geracao de cortes; por fim, seguem os testes realizados com

as seis versoes GRASP propostas.

Os testes computacionais foram realizados em um computador Pentium IV, com
3.2GHz e 1GB de memoria principal, rodando um sistema operacional Linux versao 2.6.8-
1.521. Os programas foram implementados na linguagem de programagao C++ e compi-

lados com g+ versao 4.0.2 utilizando as opgoes de compilagao -03 e march=pentium4.

4.1 Instancias

A fim de facilitar o entendimento do trabalho, as instincias foram divididas em dois

grupos:

Grupo 1 Composto por 169 instincias com 48 < |V| < 226. Foram geradas por
Fischetti et al. [12] para o Problema do Caixeiro Viajante Generalizado e introduzidas no
PAGMG por Feremans et al. [8].

Cinco instancias desse grupo (15spaind7, 27europ47, 50gr96africa, 35grl37america e
34gr202europe) representam a disposi¢ao geografica real de cidades e seu agrupamento
segue a divisao natural das cidades em regides. As demais instancias do Grupo 1 foram

adaptadas do repositorio do Problema do Caixeiro Viajante, TSPLIB [30].

Dentre as 169 instancias, 150 possuem valor 6timo conhecido. O melhor limite dual
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para as 19 restantes foi apresentado por Oncan et al. [24].

Grupo 2 Composto por 101 instancias com 229 < |V| < 783, introduzidas por Oncan
et al. [24]. Tais instancias também sdo adaptadas do TSPLIB. Nao ha limites duais na

literatura para essas instancias.

Nas instancias geradas a partir do TSPLIB, o agrupamento dos vértices foi realizado

por meio de duas técnicas: Cluster Centering e Grid Clusterization, descritas a seguir.

Em Cluster Centering, os vértices sdo agrupados em m = [|V|/5] grupos. Primei-
ramente m vértices sao selecionados como centro de cada grupo. Para tanto, o primeiro
centro é selecionado aleatoriamente, o segundo é o mais distante do primeiro, o terceiro é
o mais distante dos outros dois, e assim sucessivamente. Em seguida, cada um dos vértices

restantes é associado ao centro mais proximo.

A técnica Grid Clusterization foi aplicada apenas em instdncias cujas coordenadas
sao conhecidas. O plano cartesiano é dividido de forma a gerar uma grade de dimensoes
NG x NG, onde cada célula corresponde a um grupo de vértices. O nimero NG é o
menor inteiro tal que os grupos contenham no minimo um e no maximo |V|/u vértices.

O parametro ;1 expressa o nimero aproximado de vértices por grupo da instancia.

A Tabela 4.1 apresenta o nimero de instancias geradas por cada técnica de agrupa-
mento. A segunda coluna é referente as instancias cujo agrupamento segue a disposicao

geografica dos vértices.

Grupo | Geo | Cluster Centering = 3G7;jd:C5lust;riza7th — 10 Total
1 5 36 32 32 32 32 169
2 - 21 20 20 20 20 101

Total 5 57 52 52 52 52 270

Tabela 4.1: Numero de instancias geradas por cada técnica de agrupamento.

4.1.1 Testes de Reducao

Os testes de reducao foram aplicados em todas as instancias consideradas neste trabalho, e
propiciaram a redugdo do nimero de arestas a 14,71% do original, em média. A aplicagio
das regras considerando o parametro & = 1 resultou na remocao de 84,73% das arestas.
Com a aplicacdo seguinte, com k = 2, foi possivel remover 0,56% das arestas em relacdo

a quantidade original.

Das 270 instancias, 115 reduziram sua quantidade de arestas a menos de 10% do
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original e apenas 13 delas permaneceram com mais de 40% de suas arestas. O tempo de

execucao do pré-processamento ¢ de 2,04s em média, e chegou a no méximo 20,45s.

Foi observado que os testes obtiveram maior impacto nas instancias com maior discre-
pancia entre as distancias entre seus vértices. Ou seja, as arestas redundantes podem ser
mais facilmente detectadas quando as instancias possuem alto desvio padrao em relacao

ao custo das arestas.

Através da Figura 4.1, é possivel perceber o impacto da redugdo sobre as instancia
95gil262, cujos vértices foram agrupados pela técnica Grid Clusterization com p = 3.
As Figuras 4.1(a) e 4.1(b) apresentam a instancia antes e depois do pré-processamento,
respectivamente. O pré-processamento propiciou a reducao do niimero de arestas a 3, 55%

do original. A solugdo 6tima é apresentada na Figura 4.1(c).
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(c) Solugédo 6tima

Figura 4.1: Instancia 95gil262 gerada por Grid Clusterization com p = 3.

As Tabelas A.1 a A.10 no Apéndice A apresentam as caracteristicas das instan-
cias utilizadas neste trabalho. A primeira coluna indentifica as instancias, no formato

mX X Xn, onde m é o nimero de grupos da instancia, X XX é o seu nome e n = |V|;
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as trés colunas seguintes trazem o nimero de vértices, arestas e grupos, respectivamente;
na quinta coluna tem-se o nimero de arestas resultante do pré-processamento, seguido da
porcentagem de arestas restantes em relagao ao nimero original e do tempo gasto com
a reducao; as duas ultimas colunas apresentam os resultados do algoritmo de geracgao de

cortes.

4.2 Geracao de Cortes

O algoritmo de geragao de cortes descrito na Sec¢ao 3.2 foi implementado em linguagem
C++, utiliza a ferramenta CPLEX versao 10.1 como resolvedor linear e foi compilado
com g++ versao 4.0.2. Os testes aqui apresentados foram realizados sobre as instancias
que passaram pelo pré-processamento descrito anteriormente, em uma méaquina Pentium

IV 3,2 GHz com 2GB de memoria principal.

Os resultados estao apresentados nas Tabelas A.1 a A.10, em anexo. As duas tltimas
colunas de cada tabela indicam o limite encontrado e o tempo de execucao do algoritmo

para cada instancia.

Dentre as instancias do primeiro grupo, o algoritmo encontrou a solucao 6tima das
150 instancias cujo 6timo é conhecido, em um tempo de no maximo 170s. Tais resulta-
dos foram previamente encontrados pelo algoritmo branch-and-cut de Feremas et al. [7],
entretanto o tempo de execucao nao pode ser diretamente comparado pelo fato de que as
méquinas possuem arquiteturas diferentes. O branch-and-cut executou em uma maquina

Sun sparc com 360MHz e seu pior tempo foi de 5254s para a instancia 40kroa200.

A Tabela 4.2 apresenta os resultados para as 19 instancias do Grupo 1 e que se
conhecia apenas o limite inferior. A primeira coluna apresenta o nome das instancias,
seguido do niimero de vértices, arestas e grupos, respectivamente; a quarta coluna indica
o limite encontrado no trabalho de Oncan et al. [24]; as duas tltimas colunas trazem o
limit encontrado pela geragao de cortes e seu tempo de execugao. Pode-se observar que
os limites sao iguais para quase todas as instancias, com exceg¢ao da instancia 45ts225,
em que se observa uma pequena melhora do algoritmo aqui proposto. Nao é conhecido o

tempo de execucao do algoritmo de Oncan.

O desvio percentual relativo (gap) entre o melhor custo conhecido para as instin-
cias 45ts225 (gerada por Cluster Centering), 45ts225 (gerada por Grid Clusterization) e
31gr202 em relacao aos limites encontrados é de 0,04%, 0,02% e 0,5%, respectivamente.

O teto do limite da instancia 68gr202 resulta em um valor igual ao custo da sua melhor
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solucao conhecida. Nas demais instancias, o gap entre o custo da melhor solucao conhe-

cida e o limite dual apresentado é zero. Ou seja, para 16 das 19 instancias, o custo da

solucao 6tima foi obtido por meio do limite dual encontrado.

Geracgao de Cortes

Instancia | [V| | |E| | m | LB (Oncan) LB | Tempo (5
Cluster centering

40d198 198 | 2371 | 40 7044 7044 21,53
41gr202 | 202 | 2595 | 41 242 242 26,18
4515225 225 | 1834 | 45 62246 62246 66,26
46pr226 | 226 | 1522 | 46 55515 55515 165,55
Grid Clusterization com p = 3

67d198 198 | 1375 | 67 8283 8283 10,25
68gr202 | 202 | 1926 | 68 292,5 2925 41,65
75ts225 | 225 | 900 | 75 79019 79019 3,79
84pr226 | 226 | 891 | 84 62527 62527 9,7
Grid Clusterization com j = 5

40d198 198 | 2675 | 40 7098 7098 15,67
41gr202 | 202 | 6300 | 41 232 232 176,59
45ts225 | 225 | 2945 | 45 60578 *60578,7 269,2
o0pr226 | 226 | 1947 | 50 56721 56721 40,81
Grid Clusterization com =17

32d198 198 | 3222 | 32 6501 6501 44,41
31gr202 | 202 | 5184 | 31 202 202 49,76
35ts225 | 225 | 2649 | 35 50813 50813 55,45
33pr226 | 226 | 1890 | 33 48249 48249 220,32
Grid Clusterization com p = 10

25d198 198 | 4003 | 25 6185 6185 246,9
21gr202 | 202 | 9052 | 21 177 177 194,38
2515225 225 | 4180 | 25 40339 40339 152,51

Tabela 4.2: Comparacao entre os limites duais encontrados com os da literatura.

O algoritmo de geragao de cortes encontrou limites duais para 82 dentre as 101 ins-

tancias do segundo grupo. Entretanto, o tempo necessario para esse resultado foi bem

acima do tempo das instancias do primeiro grupo. Em 65 instancias, o limite encontrado

equivale ao custo da melhor solu¢ao conhecida. O gap médio do melhor custo conhecido

das 82 instancias em rela¢ao aos seus limites duais é de 0,013%.

4.3 GRASP

Nesta secao estao descritos os resultados de testes realizados com as seis versoes da heu-

ristica GRASP propostas neste trabalho. Os testes possuem dois objetivos: comparagao
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entre as propostas e comparagao com algoritmos da literatura.

Nos testes de comparagao entre as versoes propostas, primeiro foi feita uma compara-
¢ao do desempenho dos algoritmos construtivos. Foi também realizada uma comparagao
direta entre resultados das versoes GRASP, além de uma analise probabilistica dessas ver-
soes considerando um conjunto restrito de instancias. Os resultados das versoes GRASP
sao referentes a instancias que passaram pelo pré-processamento descrito na Se¢ao 3.3. O

tempo de pré-processamento foi contabilizado no tempo de execucao dos algoritmos.

A comparagao com os algoritmos da literatura focou em comparar a versao GRASP
que apresentou melhores resultados, G6, com o algoritmo de busca tabu proposto por
Oncan et al. [24], que mantém os melhores resultados da literatura para as instancias

consideradas neste trabalho.

Para a analise probabilistica e comparagao com a literatura foram utilizadas ape-
nas as instancias do Grupo 2, por permitirem uma melhor analise do comportamento
dos algoritmos. A seguir, serd apresentada a calibragem dos parametros dos algoritmos

propostos.

4.3.1 Calibragem de Parametros

Todos os testes para calibragem de parametros foram realizados com 10 instancias do
Grupo 2, duas para cada tipo de agrupamento. As instincias foram selecionadas de

forma que houvesse diversidade em termos de ntimero de vértices e grau de dificuldade.

O valor do parametro o das heuristicas construtivas RC2, RC3 e RC4 foi definido
por meio de 100 execucoes para valores entre 0,05 e 0,9. No construtivo RC2, o valor
0, 05 apresentou melhores resultados para praticamente todas as instancias. Em relacao
aos demais construtivos, nao houve predominancia de um valor especifico, os melhores
resultados, em média, foram obtidos para 0,05 < o < 0, 3. Portanto, em todas as versoes
do GRASP, o valor de « é selecionado aleatoriamente no intervalo de |0,05; 0,3] antes de
cada execucao de RC3 e RC4.

Vale ressaltar que o valor pequeno de o em RC2 se deve & natureza dos elementos de
sua LCR. Por ser composta por arestas, a lista tende a ficar demasiadamente grande com
o aumento do valor de «, o que descaracteriza o comportamento do algoritmo em relacao

ao construtivo guloso C2.

A distancia D,,,, para os construtivos C4 e RC4 foi testada entre os valores ¢, ¢/2,
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¢/3 e ¢/4, onde ¢ é o custo médio das arestas da instancia. O valor do parametro foi

fixado como ¢/3, por apresentar melhores resultados para quase todas as instancias.

O niamero de conjuntos das heuristicas C5 e RC5 foi determinado também por 100
execugoes para cada instancia. Os valores testados foram m/3, m/5, m/7 e m/10, onde m
é o nimero de grupos da instancia. As melhores solu¢oes foram obtidas com num_ conj=
m/7 em quase todos os casos. O valor de num_ conj é entdo selecionado aleatoriamente

no intervalo [[m/7] — 2;[m/7] + 2] antes de cada execugdo da heuristica.

Os parametros It,,;n, CEaz, [tne € p foram estabelecidos por meio de execugoes do

Gb com um tempo de execugao méaximo estabelecido.

O tamanho do conjunto elite C'E,,,, foi definido por testes com valores entre 4 e
8. Para cada valor foram realizadas 30 execucoes. Os resultados com os valores 4 e 5
superaram levemente os demais. Também foi verificado que quanto menor o tamanho
do conjunto elite, o algoritmo tende a executar mais rapido. Assim, foi estabelecido
CFE s = 4.

Foi verificado que, em geral, o conjunto elite comeca a comportar boas solucoes a
partir da vigésima iteragao. O valor de [t,,;, foi entao estabelecido como 20. Entretanto,
é importante salientar que o melhor valor para [t,,, depende muito das caracteristicas
da instancia, pois a qualidade média das solugoes geradas pela busca local varia muito de

instancia para instancia.

A quantidade de atualizagoes do conjunto elite tende a descrecer seguindo uma fungao
logaritmica no decorrer do algoritmo. A partir de 50 iteragoes sem atualizagdo, o conjunto
elite comeca a estagnar e as atualizagoes praticamente deixam de existir. Por esse motivo,

foi estabelecido que [It,,,, = 50.

Em instancias em que os algoritmos facilmente encontram solugoes de boa qualidade,
a reconexao de caminhos tende a ocorrer excessivamente, prejudicando a eficiéncia do
algoritmo. Por outro lado, em instancias em que a qualidade média das solucoes é baixa,
a reconexao de caminhos raramente é aplicada. Por esse motivo, foi determinando que
o valor de p deve ser proporcional a iter, o nimero de iteragoes sem atualizacao do
conjunto elite. Ficou estabecelecido que p = 1 4 iter, assim a aplicacao da reconexao
de caminhos se torna mais provavel quando o algoritmo tem dificuldades em atualizar o

conjunto elite.

A Tabela 4.3 apresenta a relagao dos valores fixados para cada parametro dos algo-

ritmos.
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Parametro Valor

a (RC2) 0,05

a (RC3 e RC4) [0,05;0,3]

Dmaa: E/3

num__ cong [[m/T] —2;[m/7] + 2]
Itin 20

CFEmaz 4

It o 50

D 1+ iter

Tabela 4.3: Configuracao dos parametros do algoritmos.

4.3.2 Heuristicas Construtivas

A bateria de testes apresentada nesta subsecao teve como objetivo comparar o desempe-
nho dos algoritmos construtivos nao-gulosos. Através desses testes também foi possivel

verificar o impacto da busca local sobre as solugoes geradas por cada heuristica.

Os testes foram realizados em duas etapas. Na primeira etapa, cada algoritmo cons-
trutivo foi executado 100 vezes para cada instancia. Na segunda, foi aplicada uma busca
local sobre cada uma das solucoes geradas na etapa anterior. Nas duas etapas foram

consideradas todas as instancias dos dois grupos.

A Tabela 4.4 apresenta a comparagao entre os algoritmos e estd dividida em duas
partes: na primeira estdo os resultados das solucoes geradas pelos construtivos; e na
segunda estao os resultados da aplicacao da busca local sobre aquelas solugoes. Na coluna
1, tem-se o nome do algoritmo; a segunda coluna apresenta a média do custo médio obtido
para cada instancia; na terceira coluna tem-se o gap médio do custo das solucoes em
relacao ao melhor custo conhecido; a coluna 4 apresenta a soma do tempo médio gasto
com cada instancia; por fim, a Gltima coluna indica a porcentagem de instincias em que

cada algoritmo conseguiu o melhor custo médio.

Na primeira parte da tabela, é possivel perceber que o algoritmo RC2 obtém melhores
solucoes que os demais para boa parte das instancias. Como esperado, C1 gera solugoes
com qualidade muito inferior, e nao atingiu o melhor custo médio para nennhuma ins-
tancia. O tempo de execucao das adaptacoes de Kruskal e Prim é bem maior que o dos

demais algoritmos. O menor tempo de execugao é o do construtivo Cl1.

Nao foram identificadas diferengas no comportamento do algoritmos entre as instan-
cias do Grupo 1 e do Grupo 2. Em geral, os melhores construtivos para instancias com

poucos vértices também o sao para as instancias maiores.
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| Heuristica | Custo Médio | Gap Médio | Tempo Total | Instancias (%) |

C1 24509,09 28,47 0,01 0

RC2 21930,4 9,86 26,83 71,11
RC3 92392.24 12,12 95,46 18,8
RC4 23013,02 16,21 0,1 2,06
RC5 92216,49 11,94 0,07 7.03
C1 1 BL 20798,45 2,27 15.97 8,83
RC2 + BL 20788,64 2,26 41,64 29,25
RC3 + BL 20773,00 2,04 41,24 24,81
RC4 + BL | 20769,45 1,81 15 29,62
RC5 + BL | 20804,17 2,27 14,56 13,33

Tabela 4.4: Comparacao entre os algoritmos construtivos.

Com a aplicagao da busca local sobre as solucoes, percebe-se que a diferenca entre o
desempenho dos algoritmos diminui. Os construtivos RC2, RC3 e RC5 apresentam me-
lhores custos para boa parte das instancias e o gap médio do construtivo RC4 é levemente
superior aos demais. Os tempos de execucdo também se tornam mais proximos, mas os

algoritmos RC2 e RC3 continuam com os maiores tempos.

Foi verificado que a forma de agrupamento dos vértices exerce mais influéncia sobre a
qualidade das solugoes que o niimero de vértices propriamente dito. O gap do custo das
solucoes geradas em relacao ao melhor custo conhecido tende a ser maior nas instancias
que apresentam mais vértices por grupo. Por esse motivo, os algoritmos construtivos

geram solu¢oes melhores para as instancias geradas por Grid Clusterization com p = 3.
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Figura 4.2: Relacao entre caracteristicas das instancias e qualidade das solugoes geradas

pelo construtivo C1.

Esse fato pode ser verificado pelos graficos da Figura 4.2. Nos graficos, cada ponto

representa uma das 270 instincias consideradas neste trabalho. O eixo Y apresenta o

gap médio das solugoes geradas pelo construtivo C1. Na Figura 4.2(a), o eixo X indica
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o niumero de vértices e na Figura 4.2(b) tem-se o nimero de vértices por grupo das

instancias.

Pode-se perceber que nao ha uma relagao clara entre o ntimero de vértices e o gap
médio de cada instancia. Entretanto, esse gap tende a crescer com o aumento do niimero
de vértices por grupo. Em instancias com menos de trés vértices por grupo, o gap nao

ultrapassa 40%. O comportamento ¢ muito parecido para os outros construtivos testados.

4.3.3 Comparacao de Versoes

As versoes da heuristica GRASP propostas foram comparadas por meio de testes realiza-
dos com todas as instancias dos dois grupos. O objetivo aqui é verificar qual das versoes

¢ mais propensa a resultar em boas solugoes para um maior nimero de instancias.

Nos testes com as instancias do Grupo 1, como a grande maioria das solucoes 6timas é
conhecida, os algoritmos foram executados tomando como critério de parada um custo alvo
ou um tempo limite de execucao. O alvo fixado foi o custo da melhor solucao conhecida de
cada instancia. Nos testes com as instancias do Grupo 2, o critério de parada foi apenas
um tempo limite de execucao. Em todos os testes, o tempo limite foi estabelecido como
300s — tempo suficiente para G6 encontrar o melhor custo conhecido em mais de 95% das
instancias. Os resultados apresentados sao referentes & média de dez execucgoes de cada

algoritmo.

A Tabela 4.5 resume os resultados dos testes realizados com as instancias do Grupo 1.
A primeira coluna indica o nome do algoritmo; na segunda tem-se o custo médio de todas
as instancias; na terceira, o gap médio entre o custo das solucoes e o alvo; a coluna 4 traz
o tempo médio das execucgoes; a tltima coluna apresenta a porcentagem de instancias em

que cada algoritmo atingiu o alvo nas dez execugoes.

| Versdo | Custo Médio | Gap Médio (%) | Tempo Médio (s) | Sucesso (%) |

G1 14679,29 0,002 6,81 98,2
G2 14679,02 0,000 0,70 100,0
G3 14679,02 0,000 0,35 100,0
G4 14679,33 0,001 5,58 98,8
G5 14679,02 0,000 0,52 100,0
G6 14679,02 0,000 0,33 100,0

Tabela 4.5: Comparacao entre as versoes do GRASP sobre as instancias do Grupo 1.

O desempenho de todos os algoritmos foi bem similar, possivelmente porque as ins-

tancias sao relativamente faceis. Pode-se observar que todos os gaps sao muito proximos
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de zero. Todos os algoritmos conseguiram encontrar os alvos das instancias cujo 6timo é

conhecido.

Pode-se perceber que, como as versdes que nao possuem reconexao de caminhos (G1
e G4) tiveram mais dificuldade em encontrar os alvos, seu tempo de execucdo foi bem
acima dos demais. Os algoritmos restantes encontraram os alvos de todas as instancias
em todas as execugoes e os algoritmos que aplicam busca local iterada sao levemente mais

rapidos.

Na Tabela 4.6 os algoritmos sao comparados por meio dos testes com as instancias do
Grupo 2, de dimensoes maiores. Os resultados da tabela indicam valores correspondentes
a média das dez execucoes. A coluna 1 apresenta o nome de cada versao; na coluna 2 tem-
se a média dos custos de todas instancias; a coluna 3 apresenta o gap médio dos custos
em relacao ao melhor custo conhecido; por fim, as duas tltimas colunas exibem a porcen-
tagem de instancias em que cada algoritmo encontrou o melhor custo e a porcentagem de

instancias em que cada algoritmo encontrou o melhor custo sozinho, respectivamente.

| Versdo | Custo Médio | Gap Médio | Instancias (%) | Instancias* (%) |

Gl 30321,07 0,244 30,69 0
G2 30292,92 0,028 65,34 1,98
G3 30288,91 0,014 82,17 7,02
G4 30315,21 0,209 48,51 0
G5 30290,16 0,032 70,29 0
G6 30289,31 0,017 84,15 8,91

Tabela 4.6: Comparacao entre as versoes do GRASP sobre as instancias do Grupo 2.

Nas instancias do Grupo 2, a diferenca entre os algoritmos é mais perceptivel. Nesse
caso, os algoritmos com melhor desempenho foram as versdes com aplicagao de busca
local iterada (G3 e G6) que conseguiram o menor custo para mais de 80% das instancias.
Os piores resultados sao dos algoritmos que nao possuem reconexao de caminhos. Com
a ultima coluna, percebe-se que G1 e G4 nao atingiram um custo médio superior ao dos

demais algoritmos para nenhuma instancia.

Comparando o uso de um ou vérios construtivos, nao héa diferenca consideravel. O
melhor gap é o da versao G3, que utiliza apenas o construtivo RC4, seguido de G6, que
utiliza todos os construtivos. A diferenca entre esses dois gaps é praticamente desprezivel.
Nas versoes sem busca local iterada, os algoritmos que utilizam todos os construtivos
conseguem melhores soludes para um nimero maior de instancias que os algoritmos com

apenas RC4. Mas essa diferenca diminui entre G6 e G3.

O impacto gerado pelos mecanismo de reconexao de caminhos e busca local iterada
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sobre o tempo de execucao dos algoritmos pode ser observado analisando-se o tempo gasto
com cada iteragao GRASP entre as versées propostas. Para tanto, foram realizadas 10
execucoes de cada algoritmo com quatro instancias: 49rd400, 107ali535, 96d657 e 221d657,

com caracteristicas razoalvemente diferentes.

Como nao foram identificadas grandes diferencas entre as execucgoes, e por questao
de concisao, a anélise sera realizada tomando como base apenas uma execucao de cada
algoritmo com a instancia 96d657, cujos resultados estao expressos na Figura 4.3. Cada
grafico ilustra o resultado de uma execugao de uma versao GRASP com a instancia 96d657,
gerada por Grid Clusterization com p = 7. Cada ponto (z,y) dos graficos indica o custo
x da solucao incubente no instante de tempo y. Os pontos apresentados correspondem
ao fim de cada iteracio GRASP. Além desses pontos, foi tracada uma reta indicando o

custo 6timo da instancia (16542).

Na Figura 4.3(a), referente ao GRASP GI, a distribui¢cdo homogénea dos pontos
sobre a curva indica que nao ha grandes diferencas no tempo gasto em cada iteracao.
Possivelmente isso ocorre porque o algoritmo nao aplica mecanismos de aprimoramento
adicionais. Resultado semelhante pode ser observado na Figura 4.3(b), com o algoritmo
G4. Uma observacao é que G1 encontrou uma solugao de baixo custo ao inicio da execucao,
e nao conseguiu mais atualizar a solugao incubente. G4, por sua vez, fez varias atualizagoes
no decorrer da execucao. Por esse motivo, as curvas dos dois algoritmos tém aspectos

diferentes.

Nos algoritmos G2 e G5, a probabilidade p de ocorréncia de busca local durante a re-
conexao de caminhos é proporcional ao nimero de iteragoes sem atualizacao do conjunto
elite. Diante disso, o tempo gasto com a reconexao de caminhos aumenta consideravel-
mente a medida que o algoritmo tende a estagnar. Sempre que ocorre uma atualizagao
do conjunto elite ou o algoritmo atinge o niimero maximo de iteragoes sem atualizagao,
p retorna ao seu valor original. Isso pode ser observado pelos graficos das Figuras 4.3(c)
e 4.3(d). Percebe-se que periodicamente hd um aumento progressivo do tempo gasto com

cada iteracao, seguido de uma queda brusca.

O tempo gasto com a busca local iterada pode ser percebido pela Figura 4.3(e),
referente a G3. No grafico, ha dois intervalos entre os pontos: entre 48 e 115s e entre 166
e 280s. Esses intervalos correspondem ao tempo que o algoritmo interrompeu o processo
tradicional construcao-aprimoramento para aplicar a busca local iterada. O mesmo pode

ser percebido pelo grafico da Figura 4.3(f).

Comparando as versoes que utilizam apenas o construtivo RC4 (G1, G2 e G3) com as
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Figura 4.3: Anélise de uma execugao de cada versaio GRASP com a instancia 96d657

correspondentes que utilizam todos os construtivos (G4, G5 e G6), pode-se perceber que

a primeira iteracao dos algoritmos adaptativos inicia mais tarde. Isso pode ser explicado

pelo tempo gasto com as iteragoes iniciais, em que se aplica uma busca local sobre solugoes

obtidas pelos construtivos gulosos.
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4.3.4 Comparacao com Resultados da Literatura

Como as instancias do Grupo 1 sao razoavelmente faceis, torna-se dificil identificar di-
ferengas nos desempenhos médios dos algoritmos. Por esse motivo, a comparacao com
trabalhos da literatura ser& feita com base nas instancias do Grupo 2. Os testes foram
realizados apenas com o GRASP G6, que apresentou bons resultados para um nimero

maior de instancias em comparacao com as demais versoes.

No trabalho de Oncan et al. [24], é feita uma comparagdo do seu algoritmo de busa
tabu com os melhores algoritmos conhecidos até entao. Tal comparacao ¢ baseada nas
instancias que compoem o Grupo 2. Os resultados estao resumidos na Tabela 4.7. As duas
primeiras linhas sao referentes a busca local e ao algoritmo genético proposto por Golden et
al. [15]. A terceira linha apresenta os resultados para uma versao melhorada do algoritmo
genético de Golden - ainda nao héa referéncia na literatura para esse algoritmo. A ultima
linha traz os resultados da busca tabu de Oncan. As primeiras quatro colunas indicam o
nome do algoritmos, custo, gap e tempo médio para todas as instancias, respectivamente;
as duas ultimas apresentam, respectivamente, a porcentagem de instancias em que cada
algoritmo encontrou a melhor solugao e em que cada algoritmo encontrou a melhor solucao

sozinho.

| Algoritmo | Custo | Gap (%) | Tempo (s) | Instancias (%) | Instancias* (%) |

LS 30328,11 0,33 548,14 33,33 0
GA1 30305,55 0,17 754,41 44,11 0
GA2 30292,88 0,04 978,12 67,64 0
Tabu 30289,49 0,01 736,85 100 24,5

Tabela 4.7: Comparacao entre os principais algoritmos da literatura.

Apesar do tempo de execucao da busca tabu nao ser o menor entre todos, suas solugoes
mantém o menor gap em relagao as melhores solucoes conhecidas. Outro fato marcante
é que o algoritmo conseguiu os melhores resultados para todas as instancias. Por esse

motivo, os resultados do algoritmo G6 (aqui proposto) serdo comparados com o trabalho
de Oncan et al. [24].

A comparacao com GG serd entdo feita com dois objetivos: analisar as solugoes encon-
tradas por G6 no mesmo tempo de execucao do Tabu e verificar o tempo necessario para
o G6 encontrar as solucoes daquele algoritmo. Os resultados reportados sobre o trabalho
de Oncan et al. sao referentes a testes realizados pelos autores, com algoritmos implemen-
tados em C++ e executados em uma maquina Pentium IV 3GHz. A arquitetura difere da

utilizada nos testes com G6, mas acredita-se que a diferenca é praticamente desprezivel.
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Considerando o primeiro objetivo, G6 foi executado dez vezes com o tempo limite
de execucgao igual ao tempo gasto pelo Tabu para cada instancia. Os resultados estao

apresentados nas tabelas 4.8, 4.9 e 4.10.

Em cada tabela, a primeira coluna apresenta o nome da instancia; na segunda tem-se
o tempo gasto pelo algoritmo de busca tabu — mesmo tempo utilizado para o GRASP;
a terceira coluna apresenta o limite dual encontrado pelo algoritmo de geracao de cortes
(para as instancias em que foi possivel encontra-lo); nas colunas quatro e cinco estao o
custo e o gap das solugbes do algoritmo tabu (ndo é reportado no trabalho de Oncan
et. al [24] se tais resultados sdo referentes & média de varias execugdes); as duas ultimas
colunas apresentam o custo e o gap médio das solugoes encontradas pelo GRASP nas dez

execucoes. Em todas as tabelas, o gap foi calculado em relacao ao limite dual apresentado.

Instancia | Tempo (s) | Limite Dual Custont();ap %) Custo CfGap %)
107ali535 683 114289 114303 0,01 114303 0,01
107att532 597 12001 12001 0,00 12001 0,00
99d493 587 16493 16493 0,00 16493 0,00
132d657 1056 19427 19427 0,00 19427 0,00
8411417 233 7935 7935 0,00 7935 0,00
53gil262 74 887 887 0,00 887 0,00
87grd31 233 - 86885 - 86885 -
134gr666 1365 - 144756 - *144737 -
641in318 130 18471 18471 0,00 18471 0,00
131p654 1045 - 22208 - *22207 -
113pab61 702 861 864 0,35 864 0,35
89pcb442 266 19571 19571 0,00 19571 0,00
53pr264 72 21872 21872 0,00 21872 0,00
60pr299 94 20290 20290 0,00 20290 0,00
88pr439 574 51749 51760 0,02 *51749 0,00
115rat575 762 2168,5 *2170 0,07 2170,4 0,09
157rat783 1916 3009 3017 0,27 *3012,4 0,11
80rd400 208 5868 5868 0,00 5868 0,00
10751535 573 12791 12791 0,00 12791 0,00
115ub74 517 15027 15037 0,07 *15032,4 0,04
145u724 1290 15904 15905 0,01 *15904 0,00

Tabela 4.8: Comparacao entre G6 e Tabu em instancias geradas por Cluster Centering.
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T
Instancia | Tempo (s) | Limite Dual Custo ?glap %) | Custo C‘;GGa,p )
Grid Clusterization com = 3
181ali535 1576 - 134362 - 134362 -
182att532 1569 15652 15652 0,00 15652 0,00
171d493 1104 20269 20269 0,00 20269 0,00
221d657 3027 25703 *25703 0,00 25704,2 0,00
14211417 681 8353 8353 0,00 8353 0,00
95gil262 204 1255 1255 0,00 1255 0,00
81gr229 67 74792 74792 0,00 74792 0,00
149gr431 1697 - 103844 - 103844 -
224gr666 3105 - 174671 - *174655 -
108lin318 206 24092 24092 0,00 24092 0,00
230p654 4127 23547 23553 0,03 *23547 0,00
156pch442 810 27513 27513 0,00 27513 0,00
101pr264 102 29199 29199 0,00 29199 0,00
102pr299 399 23096 23096 0,00 23096 0,00
163pr439 932 64953 64953 0,00 64953 0,00
196ratb75 2080 2880 2884 0,14 *2880 0,00
285rat783 7180 4203 4211 0,19 *4203 0,00
135rd400 548 7632 7632 0,00 7632 0,00
198u574 1340 19696 19699 0,02 *19696 0,00
266u724 5201 21739 21761 0,1 *21747 0,04
Grid Clusterization com =5
108ali535 632 - 108201 - 108201 -
110att532 641 11896 11896 0,00 11896 0,00
102d493 725 16132 16132 0,00 16132 0,00
137d657 1249 - 19846 - *19826 -
931417 230 7952 7952 0,00 7952 0,00
63gil262 63 984 *984 0,00 984,4 0,04
47gr229 43 54305 54305 0,00 54305 0,00
87grd31 244 81856 81856 0,00 81856 0,00
139gr666 2192 - 144077 - 144077 -
641in318 116 17667 17667 0,00 17667 0,00
134p654 1316 22377 22379 0,01 *22377 0,00
95pch442 357 19383 19411 0,14 *19383 0,00
55pr264 67 21351 21351 0,00 21351 0,00
69pr299 105 18582 18582 0,00 18582 0,00
96pr439 587 54230 54230 0,00 54230 0,00
121rat575 705 2014 2018 0,2 *2014 0,00
169rat783 2424 2823 2832 0,32 *2823 0,00
81rd400 284 5433,5 *5434 0,01 5434,8 0,02
127ub74 1037 15240 15255 0,1 *15252 0,08
166u724 2064 15435 15458 0,15 *15435 0,00

Tabela 4.9: Comparacao entre G6 e Tabu em instancias geradas por Grid Clusterization
com pt=3e pu=>5.
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Tabu

G6

Instancia | Tempo (s) | Limite Dual Custo | Gap (%) | Custo | Gap (%)
Grid Clusterization com =17

83alib35 1012 - 94149 - 94149 -
80att532 992 10204 10206 0,02 *10204 0,00
78d493 212 14152 14152 0,00 14152 0,00
96d657 440 - *16542 - 16542,6 -
6111417 99 7446 7446 0,00 7446 0,00
49gil262 63 802 *802 0,00 802,6 0,07
34gr229 13 45989 46049 0,13 46049 0,13
64grd31 111 - 71415 - 71415 -
96gr666 452 - 119271 - 119271 -
491in318 44 14909 14909 0,00 14909 0,00
100p654 462 - 21770 - 21770 -
64pch442 117 14639,5 | *14644 | 0,03 | 146452 | 0,04
43pr264 28 20438 20438 0,00 20438 0,00
47pr299 37 15238 15238 0,00 15238 0,00
T4pr4d39 140 47101 47101 0,00 47101 0,00
100rat575 601 1734,5 *1735 0,03 1735,6 0,06
121rat783 850 2228 2230 0,09 *2229 0,04
64rd400 97 4576 4581 0,11 4581 0,11
92ub74 304 12186 12186 0,00 12186 0,00
119u724 710 - *13101 - 13109 -
Grid Clusterization com p = 10

57ali535 213 - 73359 - 73359 -
b7atth32 187 8494,84 8497 0,03 8497 0,03
52d493 180 11121 11121 0,00 11121 0,00
73d657 386 - 13495 - 13495 -
4211417 75 6986 6986 0,00 6986 0,00
36gil262 33 639 639 0,00 639 0,00
23gr229 28 39793 39793 0,00 39793 0,00
52grd31 110 62722 62722 0,00 62722 0,00
70gr666 315 - 97198 - 97198 -
361in318 31 10119 10119 0,00 10119 0,00
69p654 274 20739 20739 0,00 20739 0,00
48pcb442 135 11941 11941 0,00 11941 0,00
27pr264 28 16546 16546 0,00 16546 0,00
35pr299 63 11624 11624 0,00 11624 0,00
48pr439 117 40518 40518 0,00 40518 0,00
64ratb75 284 1235 1235 0,00 1235 0,00
81rat783 468 - 1682 - 1682 -
49rd400 99 3825 3825 0,00 3825 0,00
64ub74 234 9755 9755 0,00 9755 0,00
80u724 365 - 9608 - 9608 -

Tabela 4.10: Comparacao entre G6 e Tabu em instancias geradas por Grid Clusterization

com pu=7e p=10.
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Comparando a solugoes dos dois algoritmos, percebe-se que em 72 instancias os dois
algoritmos empataram, em 21 o custo médio de G6 é melhor e em 8 instancias G6 nao

conseguiu em média atingir o custo do algoritmo de busca tabu.

Considerando apenas as instancias de que se conhece o limite inferior, as solucoes do
GRASP sao em média mais proximas do limite dual que as solugdes do algoritmo tabu:
tem-se um gap médio de 0,016% para o GRASP enquanto o gap médio do tabu é de
0,031%.

Mesmo nas instancias em que o GRASP nao atingiu o custo das solugoes do Tabu em
média, esse custo sempre foi atingido em alguma das dez execugoes. O gap médio das

melhores solugoes que o GRASP encontrou é de 0,013% em relagao ao limite dual.

Outra observacao é que o GRASP teve mais dificuldade em encontrar os alvos para
instancias com mais vértices por grupo. Nas instancias geradas por Grid Clusterization
com u = 3, 0o GRASP encontrou muitas solu¢oes melhores que as do algoritmo de Oncan.
J& nas instancias geradas com p = 7, em muitos casos o tempo de execucao do algoritmo
de busca tabu nao foi suficiente para que o GRASP encontrasse a melhor solu¢ao conhecida

em todas as execucoes.

Como foi dito anteriormente, a segunda bateria de testes apresentada nesta subsecao
teve como objetivo principal verificar a eficiéncia do GRASP em encontrar solugoes iguais
ou melhores que as solugoes do algoritmo tomado como comparagao. O critério de parada
foi atingir o custo da solucao encontrada pelo algoritmo tabu ou um tempo limite de 3
horas de execucao. O tempo limite foi bem mais alto que em testes anteriores para que G6

sempre encontrasse as solugoes alvo. Para cada instancia, foram realizadas dez execucoes

de G6.

Visando a anélise do impacto da redugao das instancias sobre o desempenho do algo-

ritmo, também foram realizadas dez execucoes de G6 sem a fase de pré-processamento.

O grafico da Figura 4.4 ilustra o ntimero de instancias em que cada algoritmo atingiu
o alvo por unidade de tempo. O impacto do pré-processamento sobre a eficiéncia do
algoritmo fica evidente, pois percebe-se que o niimero de alvos encontrados pelo GRASP
com reducao de instancias é sempre maior, em qualquer instante de tempo considerado.
Em 10s de execugao, por exemplo, o GRASP com reducao de instancias consegue encontrar
os alvos de 54 instancias, enquanto o GRASP sem reducao encontra os alvos de apenas
37. O tempo maximo do GRASP com reducao foi de 896s contra 4654s da versao sem a

reducao.
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Um ponto importante a ser comentado é que ambas as versoes atingem os alvos em um
tempo maximo razoavelmente pequeno em relacao aos tempos apresentados no trabalho de
Oncan. Nao se pretende com isso estabelecer uma comparacao direta entre os algoritmos,
pois nao é conhecido o tempo necessario para o tabu encontrar aquelas solugoes. Mas é
possivel perceber que o GRASP implementado nao necessita de um tempo muito maior
que o tempo de execucao do algoritmo de busca tabu para encontrar solucoes iguais ou

melhores.
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Figura 4.4: Namero de alvos encontrados por G6 com e sem reducao de arestas.

A Tabela 4.11 apresenta um resumo dos resultados do GRASP tendo com a solucao do
algoritmo tabu como alvo. A primeira coluna indica o algoritmo a que os dados se referem.
A segunda apresenta o custo médio encontrado pelos algoritmos; a coluna 3 apresenta o
gap médio de cada algoritmo em relacao ao custo das melhores solucoes conhecidas; a
quarta e a quinta coluna trazem o melhor custo e o melhor gap dentre as dez execugoes,

respectivamente; a iltima coluna apresenta o tempo médio de execugao de cada algoritmo.

| Algoritmo | Custo | Gap (%) | Custo* | Gap* (%) | Tempo Médio (s) |
Tabu 30289,49 | 0,0112 | 30289,49 0,0112 736,85
G6 - Sem Reducao | 30288,82 | 0,0076 | 30288,17 | 0,0025 207,25
G6 - Com Reducao | 30288,65 | 0,0062 | 30287,93 0,0007 59,13

Tabela 4.11: G6 com alvo igual a solu¢do do algoritmo de busca tabu.

Com a comparacao direta dos dois algoritmos, foi verificado que o G6, mesmo sem
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reducao de instancias, consegue encontrar as mesmas solucoes em um tempo trés vezes
menor que o tempo de execugao do Tabu. A reducao causa um impacto considerével, pois

o algoritmo se torna, em média, quase quatro vezes mais rapido.

4.3.5 Analise Probabilistica

A bateria de testes apresentada nesta subsecdo teve como objetivo analisar a funcgao
de distribuicao de probabilidade dos algoritmos propostos atingirem uma determinada
solucao em relagao ao tempo. Os testes foram realizados conforme o modelo proposto por

Aiex et al. [2].

Foram selecionadas quatro instancias para a realizacao dos experimentos. Procurou-se
utilizar instancias com caracteristicas diferentes em relacao ao nimero de vértices, técnica

de agrupamento e grau de dificuldade. As seguintes instancias foram utilizadas:

49rd400 - com 400 vértices, gerada por Grid Clusterization com p = 10, cuja

solucao 6tima é atingida em menos de 10s por G6;

107ali535 - com 535 vértices, gerada por Cluster Centering, em que G6 encontrou

a melhor solucao conhecida em um tempo médio de 86s;

96d657 - com 657 vértices, gerada por Grid Clusterization com p = 7, cujo 6timo

é encontrado em mais de 100s de execucao, em média.

221d657 - com 657 vértices, gerada por Grid Clusterization com p = 3, em que oS

algoritmos encontram a solucao 6tima em um tempo médio maior que 200s.

Em cada experimento, cada algoritmo foi executado com critério de parada atingir um
determinado custo alvo ou um tempo limite de execucao. Foram computados os tempos
de 100 execucgoes independentes para cada versao GRASP. O tempo limite estipulado foi

3600s, considerado suficiente para a analise do comportamento dos algoritmos.

Para cada instancia, foram realizados testes com um alvo “facil” e um alvo “dificil”. Foi
considerado como alvo facil o custo da solugao encontrada pelo algoritmo de busca local
de Golden et al. [15] (reportado por Oncan et al. [24]) e como alvo dificil o custo da melhor
solucao conhecida de cada instancia. A busca local de Golden et al. foi utilizada como
critério para escolha do alvo facil por ser o algoritmo da literatura que resulta em um pior

custo médio para esse grupo de instancias. Os algoritmos G1 e G4 nao foram utilizados
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nos experimentos com alvos dificeis, em vista de seu desempenho ser consideravelmente

inferior ao dos demais algoritmos.

Em cada curva dos graficos seguintes, dentre as 100 execucoes, o i-ésimo menor tempo
de execugao t; foi associado & probabilidade p; = (i — 0,5)/100, gerando pontos (t;, p;)
para ¢ = 1,...,100. A anélise dos graficos pode ser feita considerando o alinhamento das
curvas: a curva mais a esquerda indica o algoritmo que converge mais rapido para o valor

alvo.

No grafico da Figura 4.5, estao os resultados para testes com a instancia 49rd400
utilizando um alvo facil (3844). Percebe-se que até 1,2s, o comportamento de todos os
algoritmos é bastante semelhante. Entretanto, os algoritmos que aplicam reconexao de
caminhos (G2, G3, G5 e G6) atigem os alvos em 100% das execugbes em um tempo
maximo de 20s. Nesse mesmo tempo, G1 e G4 atingiram o alvo em apenas 40% das

execugoes. Qutra observacao é que nao héa diferencas visiveis entre G2, G3, G5 e G6.
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Figura 4.5: Funcao de distribuicao de probabilidade dos algoritmos atingirem uma solu¢ao
alvo facil com a instancia 49rd400.

Nos experimentos realizados com alvo dificil, h4 uma dinstingdo bem mais clara en-
tre as curvas geradas pelas versoes GRASP que utilizam apenas um construtivo e pelas
adaptativas. Com isso, é possivel observar a influéncia do algoritmo construtivo utilizado

sobre o desempenho dos algoritmos.

Na Figura 4.6, o alvo é o custo 3825. Pode-se perceber que as versoes adaptativas, G5
e G6, apresentam melhor desempenho. Uma possivel explicagao para isso é o fato de tais

algoritmos utilizarem algoritmos de construcao que melhor se enquadram as caracteristicas
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da instancia. Dentre G2 e G3, que utilizam apenas o construtivo RC4, ha uma leve
vantagem para o tltimo algoritmo, possivelmente pela utilizacdo do mecanismo de busca

local iterada.
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Figura 4.6: Funcao de distribuicao de probabilidade dos algoritmos atingirem uma solugao
alvo dificil com a instancia 49rd400.

Os proximos dois graficos sao referentes a experimentos realizados com a instancia
107alib35. O grafico da Figura 4.7 apresenta o comportamento dos algoritmos para um
alvo facil, 114362. E possivel perceber que novamente as versdes com reconexio de ca-
minhos apresentam melhor desempenho. Neste caso, a diferenca destas em relagao as
demais é mais evidente: enquanto tais algoritmos executam em pouco mais de 100s, G4
chega a executar em um tempo proximo de 1700s e G1 néo atinge o valor alvo em 100%

das execucgoes.

O formato das curvas permite verificar que as versoes com reconexao de caminhos
também possuem comportamento mais uniforme que as demais. Em todas as execugoes,
os algoritmos executam em tempos entre 1 e 111s, enquanto G1, por exemplo, chega a
encontrar o alvo em 3s e em algumas execugoes nao é capaz de encontra-lo, considerando

o tempo limite de 3600s.

Considerando os testes realizados com alvo dificil, os algoritmos que aplicam busca
local iterada (G3 e G6) apresentaram um desempenho melhor. Comparando G2 e G5,
que diferem entre si pela utilizacao de um ou mais construtivos, a tltima versao tem um
desempenho superior, convergindo mais rapido para o alvo. Entretanto, a busca local
iterada tornou o resultados de G3 e G6 extremamente parecidos, nao é possivel fazer uma

distincao entre as curvas dos dois algoritmos.
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Figura 4.7: Funcao de distribuicao de probabilidade dos algoritmos atingirem uma solu¢ao
alvo facil com a instancia 107ali535.
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Figura 4.8: Fungao de distribui¢ao de probabilidade dos algoritmos atingirem uma solugao
alvo dificil com a instancia 107ali535.

Nos testes com a instancia 96d657, o alvo facil foi o custo 16663. O grafico da Fi-
gura 4.9 apresenta os resultados. Mais uma vez as duas versoes que nao aplicam reconexao
de caminhos, G1 e G4, apresentam um desempenho inferior. Entretanto, é possivel perce-
ber que os algoritmos G2 e G3 convergem para o alvo em um tempo menor que G5 e G6,
diferentemente do que acontece com as instancias apresentadas anteriormente. Mesmo
a aplicacao da busca local iterada nao é suficiente para que o GRASP adaptativo G6

encontre o custo alvo tao rapidamente quanto G2, que nao aplica tao mecanismo.

O gréafico da Figura 4.10 apresenta os resultados dos testes com alvo dificil, cujo valor
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Figura 4.9: Funcao de distribuicao de probabilidade dos algoritmos atingirem uma solu¢ao
alvo facil com a instancia 96d657.

¢ 16542. Nenhum dos algoritmos conseguiu atingir o alvo em 100% dos casos. O algoritmo
G6 apresenta o melhor resultado, converindo para o alvo mais rapido que os demais em
quase todas as execugbes. Apenas em uma execucao G6 nao chegou a encontrar o custo
alvo. Apesar de nao haver grandes discrepincias entre os tempos dos algoritmos, G2

apresenta o pior resultado, convergindo para o alvo em apenas 85% dos casos.
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Figura 4.10: Fungao de distribuicao de probabilidade dos algoritmos atingirem uma solu-
¢ao alvo dificil com a instancia 96d657.

Dentre as instancias consideradas nesta bateria de testes, a instancia 221d657 é aquela

em que os algoritmos necessitam de mais tempo para encontrar a solugao 6tima. O gréfico
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da Figura 4.11 ilustra os resultados obtidos para os experimentos com alvo facil, cujo valor
é 25781.

Nesse caso, os algoritmos G2 e G3, que utilizam apenas o algoritmo RC4 como cons-
trutivo conseguiram convergir para o alvo em menos de 20s em 100% dos casos. Nesse
mesmo tempo, as versoes adaptativas nao atingiram o alvo em nenhuma das execugoes. Os
algoritmos sem reconexao de caminhos novamente apresentam um desempenho inferior,

mas 0 GRASP adaptativo precisa de mais de 1500s para garantir 100% de sucesso.
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Figura 4.11: Fungao de distribuicao de probabilidade dos algoritmos atingirem uma solu-
¢ao alvo facil com a instancia 221d657.

Os resultados para o alvo dificil estao expressos no grafico da Figura 4.12. O alvo con-
siderado é o custo da solucao 6tima, 25703. Nenhum dos algoritmos conseguiu encontra-lo
em 100% das execucoes. Comparando as versoes G2 e G5, que diferem pela utilizacao de

um ou mais construtivos, a tltima versao apresenta um desempenho ligeiramente superior.

Entre as versdes que aplicam busca local iterada, G3 e G6, a primeira consegue en-
contrar o alvo, em média, em um tempo menor que a versao adaptativa. Em torno de
150s, por exemplo, G3 encontrou o alvo em quase 60% das execucoes, enquanto G6 em
apenas 20%. Entretanto, a versdo adaptativa chega ao alvo em 94%, enquanto a primeira

em apenas 89% das execucoes.

Com os resultados dos testes com a instancia 221d657, percebe-se que a utilizagao do
melhor algoritmo construtivo é mais eficiente para se atingir uma solugao relativamente
facil. Percebe-se também que para essa instincia o algoritmo G3 tende a encontrar a

solucao 6tima mais rapido que os demais, entretanto, o algoritmo G6 atinger a solugao
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Figura 4.12: Fungao de distribuicao de probabilidade dos algoritmos atingirem uma solu-
¢ao alvo dificil com a instancia 221d657.

6tima com mais freqiiéncia, o que o torna mais robusto que os demais na busca de solucoes
dificeis.

Este capitulo apresentou os resultados computacionais de testes realizados com os
algoritmos propostos neste trabalho. Primeiramente descreveu-se o procedimento de pré-
processamento para a reducao das instancias. Em seguida, foram apresentados os resul-
tados do algoritmo de geragao de cortes. Também foram apresentados e discutidos resul-
tados de testes comparativos com as seis versoes GRASP descritas no capitulo anterior,

além dos resultados de testes realizados para comparagao com resultados da literatura.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho abordou uma generalizacdo do Problema da Arvore Geradora Minima,

denominado Problema da Arvore Geradora Minima Generalizado.

Foram implementados algoritmos construtivos da literatura e alguns propostos neste
trabalho. Também foi proposto um mecanismo de reconexdao de caminhos e de busca
local iterada. O desempenho de cada algoritmo construtivo foi verificado em instancias
apresentadas na literatura. A partir desses experimentos, seis versoes GRASP foram

propostas e comparadas por meio de testes experimentais.

Os resultados computacionais indicaram que a utilizacao de mecanismos adicionais de
aprimoramento propicia uma melhora significativa do desempenho da heuristica GRASP,
independentemente do algoritmo de construcao utilizado. As versdes que nao contém
nenhum desses mecanismos obtiveram resultados piores que as demais em praticamente
todos os experimentos realizados. Além disso, as versées GRASP que aplicam busca local

iterada encontram os melhores custos para mais de 80% das instancias testadas.

A utilizagao de mais de um algoritmo de construgao tende a fazer com que os algorit-
mos encontrem boas solu¢ées para um nimero maior de instancias. Apesar do tempo de
execucao ser ligeiramente maior, as versoes adaptativas apresentam um comportamento

mais uniforme em relacao as demais.

Em comparac¢ao com algoritmos da literatura, o GRASP adaptativo com reconexao
de caminhos e busca local iterada é capaz de encontrar custos melhores para 22 das 101
instancias, enquanto em apenas 8 instancias seu custo médio nao atinge o melhor resultado
da literatura, obtido por um algoritmo de busca tabu. Em relagao as instancias de que se
conhece o limite dual, o gap médio das solugdes do GRASP é de 0,031% contra 0,016% do

algoritmo tabu. Foi constatado também que o tempo de execu¢ao do GRASP proposto é
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compativel com os tempos apresentados em trabalhos relacionados.

Também foi proposto um algoritmo de geragao de cortes para o célculo de limites
duais baseado em uma formulacao para o Problema de Steiner em Grafos Direcionado. O
limite encontrado pelo algoritmo corresponde ao valor 6timo de todas as instancias cujo
6timo é conhecido. Em relagao as 101 instancias de que nao se conhece um limite dual, o

algoritmo encontrou o limite para 82 delas.

O conceito de Distancia Bottleneck utilizado no pré-processamento de instancias do
Problema de Steiner em Grafos foi adaptado para o PAGMG. Com isso, foram produzidas
regras que propiciaram a redugdo das instancias para 14% do seu tamanho original, em
meédia.

Como trabalhos futuros, propoe-se um estudo mais aprofundado de técnicas de me-
moria adaptativa, para a implementacao de algoritmos que possam ser configurados no
decorrer da execucao, propiciando uma calibracao mais adequada as caracteristicas de
cada instancia. Tal estudo envolve, por exemplo, a calibragao do parametro « e de para-

metros especificos dos algoritmos apresentados.

Foram implementadas adaptacoes do algoritmos de Kruskal e Prim como algoritmos
construtivos. Assim, como trabalhos futuros, propoe-se a implementagao da adaptacao de
Sollin e comparacao de seu desempenho com as demais heuristicas. Além disso, propoe-se
também a estipulagao de uma distancia minima entre os membros do conjunto elite e
implementacao de mecanimos mais sofisticados para a busca local, como por exemplo, a

idéia de vizinhanca variada (VNS).

Em relagao ao algoritmo de geracao de cortes, é interessante implementar um pro-
cedimento de remocao de cortes que nao sao relevantes para o problema linear corrente.
Também ¢ interessante a implementacao de um algoritmo branch-and-cut com base nessa

geracao de cortes.
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Instancia v Bl |m Reducao Geracao de Cortes
E’ ‘ E'|E (%) ‘ T (s) | Limite ‘ T (s)
15spaind7 47 | 985 | 15| 131 13,3 0,01 | 2393 0,04
2Teurop47 47 | 1042 | 27| 111 10,65 0,02 | 13085 0,05
50gr96africa 96 | 4463 | 50 | 193 4,32 0,08 306 0,22
3bgrl37america | 137 | 8251 | 35| 898 10,88 0,13 209 0,89
34gr202europe | 202 | 19018 | 34 | 1506 7,92 0,71 135 11,13
10att48 48 | 1010 | 10 | 376 37,23 0,01 | 10923 0,13
10gr48 48 | 1017 | 10 | 418 41,1 0,02 | 1282 0,17
10hk48 48 | 995 | 10 | 450 45,23 0,02 | 4119 0,21
11eil51 51 | 1158 | 11 | 481 41,54 0,02 132 0,28
12brazil58 58 | 1464 | 12| 573 39,14 0,03 | 9206 0,33
14st70 70 | 2248 | 14 | 638 28,38 0,04 233 0,67
16€il76 76 | 2660 | 16 | 893 33,57 0,06 186 2,04
16pr76 76 | 2661 | 16 | 820 30,82 0,05 | 46514 1,39
20gr96 96 | 4292 | 20 | 760 17,71 0,07 221 2,15
20rat99 99 | 4609 | 20 | 998 21,65 0,08 402 2,17
20kroal00 100 | 4727 | 20 | 858 18,15 0,08 | 7982 1,87
20krob100 100 | 4716 | 20 | 924 19,59 0,08 | 8111 2,05
20kroc100 100 | 4714 | 20 | 897 19,03 0,08 | 8041 1,2
20krod100 100 | 4716 | 20 | 939 19,91 0,09 | 7643 1,48
20kroel00 100 | 4702 | 20 | 856 18,21 0,08 | 8164 1,22
20rd100 100 | 4703 | 20 | 856 18,2 0,08 | 2779 1,06
21eil101 101 | 4776 | 21 | 1238 25,92 0,11 204 4.5
211in105 105 | 5130 | 21 | 902 17,58 0,09 | 6728 4,21
22pr107 107 | 5441 | 22| 841 15,46 0,37 | 20398 48,19
24gr120 120 | 6820 | 24 | 1331 19,52 0,13 | 2255 1,68
25pr124 124 | 7315 | 25 | 888 12,14 0,13 | 30174 4,96
26bier127 127 | 7191 | 26 | 2595 36,09 0,23 | 58150 45,15
28pr136 136 | 8879 | 28 | 1422 16,02 0,18 | 34104 4,37
28gr137 137 | 8892 | 28 | 1537 17,29 0,19 329 20,23
29prl144 144 | 9952 | 29 | 1050 10,55 0,19 | 40055 2,63
30kroals0 150 | 10809 | 30 | 1399 12,94 0,2 9815 6,2
30krob150 150 | 10807 | 30 | 1505 13,93 0,21 | 10048 9,57
31prlbh2 152 | 11080 | 31 | 1229 11,09 0,5 | 39109 12,36
32ulb9 159 | 12031 | 32 | 1432 11,9 0,21 | 18723 7,89
39rat195 195 | 18478 | 39 | 2280 12,34 0,4 751 53,38
40kroa200 200 | 19409 | 40 | 1842 9,49 0,36 | 11634 20,31
40krob200 200 | 19430 | 40 | 1975 10,16 0,37 | 11244 31,54
40d198 198 | 18841 | 40 | 2371 12,58 0,44 | 7044 21,53
41gr202 202 | 19532 | 41 | 2595 13,29 0,9 242 26,18
4515225 225 | 24650 | 45 | 1834 7,44 0,57 | 62246 66,26
46pr226 226 | 24626 | 46 | 1522 6,18 0,47 | 55515 165,55

Tabela A.1: Instancias do Grupo 1 geograficas e geradas por cluster centering.



Apéndice A - Instancias

Reducao Geracao de Cortes

Instancia V| |E| m g ‘ E'JE (%) ‘ T (s) | Limite ‘ T (s)

18att48 48 ] 1062 | 18 | 224 | 21,09 | 0,02 | 16521 0,11

25eil51 51 | 1235 | 25| 139 | 11,26 | 0,02 | 242 0,06
24st70 70 | 2329 |24 | 282 | 12,11 | 0,03 | 297 0,15
36eil76 76 | 2789 | 36 | 255 9,14 0,04 | 306 0,22
31pr76 76 | 2770 | 31| 333 | 12,02 | 0,05 | 58038 | 0,42
33gr96 96 | 4413 | 33| 418 9,47 | 0,07 | 298 0,46
36rat99 99 | 4753 | 36| 488 | 10,27 | 0,09 | 521 0,28
43kroal00 | 100 | 4844 | 43 | 315 6,5 0,07 | 11914 | 0,31

44krob100 | 100 | 4854 | 44 | 341 7,03 0,07 | 12561 0,34
42kroc100 | 100 | 4847 | 42 | 305 6,29 0,07 | 12284 0,25
42krod100 | 100 | 4846 |42 | 324 6,69 0,08 | 11827 0,26
42kroel00 | 100 | 4846 | 42 | 350 7,22 0,08 | 12292 0,29
36rd100 100 | 4801 | 36 | 395 8,23 0,07 | 3978 0,35
36eil101 101 | 4912 | 36 | 595 12,11 0,08 295 1,9

45lin105 105 | 5340 | 45 | 363 6,8 0,1 9280 0,42
42pr107 107 | 5542 | 42 | 279 9,03 0,09 | 23290 0,25
45pr124 124 | 7440 | 45 | 465 6,25 0,13 | 37837 0,61
o0bierl27 | 127 | 7729 | 50 | 1199 15,51 0,19 | 71221 8,23
60pr136 136 | 9064 | 60 | 432 4,77 0,18 | 52817 0,85
49gr137 137 | 9122 | 49 | 744 8,16 0,21 391 2,09
48pri144 144 | 10084 | 48 | 487 4,83 0,23 | 43725 3,69
57kroald0 | 150 | 11005 | 57 | 622 9,69 0,19 | 14050 0,89
56krob150 | 150 | 10982 | 56 | 572 9,21 0,18 | 13845 0,71
54pr1s2 152 | 11254 | 54 | 482 4,28 0,32 | 44253 2,24
o8uld9 159 | 12321 | 58 | 676 5,49 0,24 | 24214 1,06
8lrat195 | 195 | 18745 | 81 | 786 4,19 0,5 1111 1,53
72kroa200 | 200 | 19636 | 72 | 870 4,43 0,35 | 14881 2,15
76krob200 | 200 | 19661 | 76 | 851 4,33 0,37 | 15320 2,44
67d198 198 | 19101 | 67 | 1375 7,2 0,5 8283 10,25
68gr202 202 | 19826 | 68 | 1926 9,71 1,1 292,5 41,65
7515225 225 | 24900 | 75 | 900 3,61 0,59 | 79019 3,79
84pr226 226 | 25118 | 84 | 891 3,59 0,66 | 62527 9,7

Tabela A.2: Instancias do Grupo 1 geradas por grid clusterization com p = 3.



Apéndice A - Instancias

Reducao Geracao de Cortes

Instancia | |[V| | |E|] | m E TEJE(%) [T (s) | Limite | T (s)

13att48 48 | 1025 | 13 | 301 29,37 0,01 | 13189 0,16

16eil51 51 | 1214 | 16| 303 | 24,96 | 0,02 | 158 0,07
16st70 70 | 2277 |16 | 455 | 19,98 | 0,03 | 214 0,21
166il76 76 | 2695 | 16| 786 | 29,17 | 0,05 | 149 0,42
16pr76 76 | 2661 | 16 | 678 | 2548 | 0,06 | 29788 | 0,65
22196 96 | 4315 | 22| 692 | 16,04 | 0,07 | 234 1,69
25rat99 99 | 4692 | 25| 727 | 1549 | 0,09 | 410 0,48
23kroal00 | 100 | 4748 | 23 | 807 17 0,09 | 8054 1,44

25krob100 | 100 | 4743 | 25 | 627 13,22 0,08 7880 0,45
25kroc100 | 100 | 4762 | 25 | 755 15,85 0,08 8084 0,88
24krod100 | 100 | 4724 | 24 | 656 13,89 0,08 8741 2,04
25kroel00 | 100 | 4738 | 25 | 575 12,14 0,08 8401 0,56
24rd100 100 | 4742 | 24 | 594 12,53 0,08 3077 0,38

25eil101 | 101 | 4812 | 25| 929 | 19,31 | 0,09 | 217 2,9
30lin105 | 105 | 5237 | 30 | 567 | 10,83 0,1 | 7410 1,2
22pr107 | 107 | 5438 |22 | 1164 | 214 0,7 | 19877 | 70,04

o5pr124 | 124 | 7219 | 25| 785 | 10,87 | 0,11 | 27156 | 0,61
26bier127 | 127 | 7173 | 26 | 2277 | 31,74 0,2 | 58989 | 14,46
34pr136 | 136 | 8888 | 34 | 841 9,46 0,15 | 37735 | 2,37
32¢r137 | 137| 8908 | 32| 943 | 10,59 | 0,18 | 338 12,07
30pridd | 144 | 9928 | 30 | 880 8,86 0,18 | 36279 | 5,86
36kroal50 | 150 | 10868 | 36 | 1054 9,7 0,19 | 10101 2,69
36krob150 | 150 | 10870 | 36 | 1264 | 11,63 0,2 | 9780 2,13
33pr152 | 152 | 11083 | 33 | 1179 | 10,64 | 0,57 | 38143 | 45,06
32u159 159 | 12046 | 32 | 1386 | 11,51 | 0,22 | 17059 | 7,96
49rat195 | 195 | 18600 | 49 | 1794 | 9,65 0,46 | 795,5 7,61
ATkroa200 | 200 | 19464 | 47 | 1484 | 7,62 0,36 | 11628 | 5,67
48krob200 | 200 | 19511 | 48 | 1574 | 8,07 0,38 | 11113 | 6,13
40d198 108 | 18772 | 40 | 2047 | 10,9 0,44 | 7098 15,67
41gr202 | 202 | 19303 | 41 | 4216 | 21,84 | 1,37 | 232 176,59
45ts225 | 225 | 24726 | 45 | 1932 | 7,81 0,56 | 60578,7 | 269,2
50pr226 | 226 | 24711 | 50 | 1420 | 5,75 0,61 | 56721 | 40,81

Tabela A.3: Instancias do Grupo 1 geradas por grid clusterization com p = 5.



Apéndice A - Instancias

Tnstancia | |V Bl | m Reducao Geracao de Cortes
E’ \ E'JE (%) \ T (s) | Limite \ T (s)
Tatt48 48 | 947 | 7 | 484 51,11 0,01 | 6667 0,19
9eil51 51 | 1143 | 9 | 509 4453 0,02 100 0,3
16st70 70 | 2277 | 16 | 455 19,98 0,03 214 0,22
16€il76 76 | 2695 | 16 | 786 29,17 0,05 149 0,42
16pr76 76 | 2661 | 16 | 678 25,48 0,05 | 29788 0,63
15gr96 96 | 4170 | 15 | 1153 27,65 0,08 186 2,69
16rat99 99 | 4583 | 16 | 1385 30,22 0,12 308 1,11

16kroal00 | 100 | 4647 | 16 | 1181 | 2541 0,1 | 5987 3,05
16krob100 | 100 | 4652 | 16 | 1179 | 25,34 0,1 | 6058 1,81
16kroc100 | 100 | 4651 | 16 | 999 | 21,48 | 0,08 | 5534 1,05
16krod100 | 100 | 4647 | 16 | 1086 | 23,37 0,1 | 5904 1,44
16kroel00 | 100 | 4607 | 16 | 1008 | 21,88 | 0,08 | 6450 1,99
16rd100 | 100 | 4606 | 16 | 1004 | 21,8 0,08 | 2287 0,66
16eil101 | 101 | 4757 | 16 | 1427 30 0,1 | 141 4,04
16lin105 | 105 | 5005 | 16 | 1248 | 24,94 0,1 | 4542 1,77
16prl07 | 107 | 5322 |16 | 1401 | 26,32 | 0,66 | 17547 | 54,12
19pr124 | 124 | 7077 |19 | 1037 | 14,65 | 0,13 | 23164 0,76
19bier127 | 127 | 7039 | 19 | 3439 | 4886 | 0,27 | 52097 | 79,92
20pr136 | 136 | 8724 | 20 | 1665 | 19,09 0,2 | 22541 3,59
22¢r137 | 137 | 8746 |22 | 1604 | 18,34 | 0,19 | 264 29,64
21prld4 | 144 | 9762 |21 | 1381 | 14,15 | 0,19 | 33947 | 14,62
25kroal50 | 150 | 10703 | 25 | 1721 | 16,08 | 0,23 | 7944 4,74
25krob150 | 150 | 10725 | 25 | 1756 | 16,37 02 | 7293 18,08
24pr152 | 152 | 11008 | 24 | 1352 | 12,28 | 0,37 | 35429 | 12,13
23u159 159 | 11896 | 23 | 1938 | 16,29 | 0,24 | 12659 5,13
36rat195 | 195 | 18454 | 36 | 2585 | 14,01 | 0,48 | 639 13,83
35kroa200 | 200 | 19335 | 35 | 2504 | 12,95 | 0,41 | 9640 20,9
36krob200 | 200 | 19335 | 36 | 2231 | 11,54 | 0,41 | 9742 38,03
32d198 198 | 18372 [ 32 | 3222 | 17,54 | 0,48 | 6501 44,41
31gr202 | 202 | 18872 | 31 | 5184 | 2747 | 1,36 | 202 49,76
35ts225 | 225 | 24544 | 35 | 2649 | 10,79 | 0,56 | 50813 | 55,45
33pr226 | 226 | 24355 | 33 | 1890 | 7,76 0,53 | 48249 | 220,32

Tabela A.4: Instancias do Grupo 1 geradas por grid clusterization com p = 7.



Apéndice A - Instancias

. Reducao Geracao de Cortes
Instancia | [V | |EL | m =575 e (o TT (5) | Timite | T ()
Tatt48 48 | 947 | T | 484 51,11 0,01 | 6667 0,19
9eil51 51 | 1143 | 9 | 509 4453 0,02 100 0,29
9st70 70 | 2160 | 9 | 925 42,82 0,05 146 0,59
9eil 76 76 | 2545 | 9 | 1233 48,45 0,05 94 1,32
9pr76 76 | 2532 | 9 | 1226 48,42 0,06 | 20501 0,9
15gr96 96 | 4170 | 15 | 1153 27,65 0,08 186 2,69
16rat99 99 | 4583 | 16 | 1385 30,22 0,12 308 1,12
16kroal00 | 100 | 4647 | 16 | 1181 25,41 0,1 5987 3,02
16krob100 | 100 | 4652 | 16 | 1179 25,34 0,1 6058 1,8

16kroc100 | 100 | 4651 | 16 | 999 | 21,48 | 0,08 | 5534 1,06
16krod100 | 100 | 4647 | 16 | 1086 | 23,37 0,1 | 5904 1,41
16kroel00 | 100 | 4607 | 16 | 1008 | 21,88 | 0,08 | 6450 1,98
16rd100 | 100 | 4606 | 16 | 1004 | 21,8 0,08 | 2287 0,66
16eil101 | 101 | 4757 | 16 | 1427 30 01 | 141 4,04
16lin105 | 105 | 5005 | 16 | 1248 | 24,94 | 0,11 | 4542 1,79
12pr107 | 107 | 5196 |12 | 1662 | 31,99 | 0,66 | 16754 | 169,66
14pri24 | 124 | 6896 | 14 | 1443 | 2093 | 0,13 | 18554 | 3,01
14bier127 | 127 | 6240 | 14 | 3874 | 62,08 | 0,22 | 43778 | 22,64
16pr136 | 136 | 8548 |16 | 1838 | 21,5 0,16 | 21732 | 2,61
15gr137 | 137 | 8504 | 15 | 2288 | 26,9 0,22 | 197 17,21
16pridd | 144 | 9508 | 16 | 1375 | 14,46 | 0,17 | 32510 | 52,46
16kroal50 | 150 | 10506 | 16 | 2886 | 27,47 | 0,31 | 5229 | 24,66
16krob150 | 150 | 10455 | 16 | 2673 | 25,57 | 0,26 | 5494 | 21,05
16pri52 | 152 | 10828 | 16 | 2395 | 22,12 | 0,49 | 33340 | 19,98
23u159 159 | 11896 | 23 | 1938 | 16,29 | 0,24 | 12659 | 5,14
25rat195 | 195 | 18225 | 25 (3996 | 21,93 | 0,60 | 482 34,68
25kroa200 | 200 | 19100 | 25 | 3757 | 19,67 | 0,55 | 6895 | 90,38
25krob200 | 200 | 19100 | 25 | 3517 | 18,41 | 0,57 | 6912 | 72,65
25d198 108 | 18149 | 25 | 4003 | 22,06 | 0,51 | 6185 | 246,9
21gr202 | 202 | 17904 | 21 | 9052 | 50,56 | 2,38 | 177 | 194,38
25t5225 | 225 | 24300 | 25 | 4180 | 17,2 0,63 | 40339 | 152,51
27pr226 | 226 | 24137 | 27 | 2047 | 8,48 0,46 | 43389 | 81,39

Tabela A.5: Instancias do Grupo 1 geradas por grid clusterization com p = 10.
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. Reducao Geracao de Cortes
Instancia | [V] | |E] | m —F [E'/E (%) [T (s) | Limite | T (s)
107alib35 | 535 | 137733 | 107 | 16369 11,88 6,19 | 114289 | 10107,89
107att532 | 532 | 139216 | 107 | 8805 6,32 3,89 | 12001 | 5630,01
99d493 493 | 118406 | 99 | 13655 11,53 5,7 | 16493 | 14077,1
132d657 | 657 | 213650 | 132 | 8031 3,76 5,08 | 19427 | 8669,22
8411417 417 | 84841 | 84 | 3501 4,13 1,75 | 7935 7138,6
53gil262 | 262 | 33521 | 53 | 2804 8,36 0,85 887 | 185996,85
87grd31 431 | 88666 | 87 | 14087 15,89 4,08 - -
134gr666 | 666 | 216964 | 134 | 18937 8,73 7,73 - -
641in318 | 318 | 49363 | 64 | 2727 5,52 0,98 | 18471 | 169474,98
131p654 | 654 | 210044 | 131 | 8191 3,9 5,79 - -
113pab61 | 561 | 155544 | 113 | 8049 5,17 9,9 861 1213,75
89pch442 | 442 | 96360 | 89 | 4760 4,94 2,58 | 19571 | 924625,58
53pr264 | 264 | 34028 | 53 | 2894 8,5 0,97 | 21872 89,01
60pr299 299 | 43786 | 60 | 3210 7,33 0,93 | 20290 80,48
88prd39 | 439 | 94585 | 88 | 6448 6,82 2,63 | 51749 | 2001,58
115rat575 | 575 | 163695 | 115 | 6993 4,27 5,32 | 2168,5 | 4886,08
157rat783 | 783 | 304384 | 157 | 9430 3,1 12,51 | 3009 | 20264,91
80rd400 | 400 | 78754 | 80 | 4471 5,68 1,71 | 5868 1102,01
107si535 | 535 | 140799 | 107 | 5468 3,88 5 12791 | 1463,38
115ub74 | 574 | 163035 | 115 | 6477 3,97 3,79 | 15027 | 3284,82
145u724 | 724 | 259764 | 145 | 7913 3,05 6,31 | 15904 | 10007,71

Tabela A.6: Instancias do Grupo 2 geradas por cluster centering
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Instancia | |V| B m Reducao Geracao de Cortes
E’ \ E'JE (%) \ T (s) | Limite \ T (s)
181alib35 | 535 | 140717 | 181 | 8689 6,17 5,13 - -
182att532 | 532 | 140049 | 182 | 4717 3,37 4,08 | 15652 | 853311,08
171d493 493 | 119945 | 171 | 6571 5,48 5,76 | 20269 | 2028,67
221d657 657 | 214467 | 221 | 4264 1,99 6,5 25703 927,17
1421417 | 417 | 85821 | 142 | 1910 2,23 2,21 | 8353 | 200955,21
95gil262 262 | 33845 | 95 | 1200 3,55 0,73 | 1255 11,98
81gr229 229 | 25584 | 81 | 1947 7,61 0,73 | 74792 8,35
149grd431 | 431 | 90783 | 149 | 8531 9,4 4,45 - -
224gr666 666 | 218524 | 224 | 11236 5,14 9,31 - -
108lin318 | 318 | 49821 | 108 | 1697 3,41 1,2 | 24092 30,55
230p654 654 | 211794 | 230 | 4249 2,01 7,3 | 23547 174,31
156pcb442 | 442 | 96904 | 156 | 2217 2,29 3,13 | 27513 38,44
101pr264 264 | 34357 | 101 | 1274 3,71 1,04 | 29199 15,22
102pr299 | 299 | 44114 | 102 | 1484 3,36 0,93 | 23096 8,18
163prd39 | 439 | 95444 | 163 | 3094 3,24 2,9 | 64953 | 100373,9
196rat575 | 575 | 164385 | 196 | 3431 2,09 8,1 2880 118,18
285rat783 | 783 | 305319 | 285 | 4160 1,36 20,45 | 4203 342,31
135rd400 | 400 | 79271 | 135 | 2262 2,85 1,65 | 7632 100,47
198ub74 574 | 163647 | 198 | 3115 1,9 5,1 | 19696 156,18
266u724 724 | 260733 | 266 | 3645 14 10 21739 132,47

Tabela A.7: Instancias do Grupo 2 geradas por grid clusterization com p = 3.
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Instancia | |V| | " Reducgao Geracao de Cortes
E’ \ E'JE (%) \ T (s) | Limite \ T (s)
108ali535 | 535 | 137198 | 108 | 15604 11,37 6,14 - -
110att532 | 532 | 138952 | 110 | 10094 7,26 4,83 | 11896 | 4652,02
102d493 493 | 118143 | 102 | 14335 12,13 6,23 | 16132 | 35916,33
137d657 | 657 | 213715 | 137 | 8058 3,77 6,08 - -
93fl417 417 | 84944 | 93 | 3126 3,68 2,07 7952 | 592111,07
63gil262 | 262 | 33643 | 63 | 2214 6,58 0,8 984 198404,8
47gr229 229 | 25129 | 47 | 3678 14,64 0,77 | 54305 50,23
87grd31 431 | 88598 | 87 | 16394 18,5 5,7 | 81856 | 1964,21
139gr666 | 666 | 216025 | 139 | 19330 8,95 9,33 - -
641in318 | 318 | 49320 | 64 | 2840 5,76 1,05 | 17667 73,21
134p654 | 654 | 209256 | 134 | 7791 3,72 6,34 | 22377 | 51432,84
95pch442 | 442 | 96383 | 95 | 4564 4,74 3,1 | 19383 | 443219,1
55pr264 264 | 34016 | 55 | 2463 7,24 1,01 | 21351 10,37
69pr299 299 | 43893 | 69 | 2869 6,54 0,98 | 18582 61,42
96pr439 439 | 94417 | 96 | 6875 7,28 2,89 | 54230 | 127243
121rat575 | 575 | 163862 | 121 | 7272 4,44 735 | 2014 | 893,04
169rat783 | 783 | 304584 | 169 | 9327 3,06 17,53 | 2823 2269,93
81rd400 400 | 78835 | 81 | 4294 5,45 1,69 | 5433,5 1284,7
127ub74 | 574 | 163044 | 127 | 6046 3,71 4,6 | 15240 | 2504,63
166u724 | 724 | 260039 | 166 | 6923 2,66 9,62 | 15435 1301,3

Tabela A.8: Instancias do Grupo 2 geradas por grid clusterization com p = 5.
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Instancia | |V] B m Redugao Geracao de Cortes
E' \ E'JE (%) \ T (s) | Limite \ T (s)

83alib3b | 535 | 137048 | 83 | 20812 15,19 7,38 - -
80atthH32 | 532 | 137788 | 80 | 13809 10,02 5,75 | 10204 | 10319,05
78d493 493 | 116770 | 78 | 19899 17,04 7,78 | 14152 | 28834,08
96d657 657 | 212843 | 96 | 12625 5,93 6,45 - -
6111417 417 | 83476 | 61 | 4355 5,22 1,86 7446 3851,73
49gil262 | 262 | 33487 | 49 | 2983 8,91 0,82 802 127865,82
34gr229 229 | 24595 | 34 | 4643 18,88 0,79 | 45989 | 343982,79
64grd31 431 | 86817 | 64 | 19594 22,57 6,05 - -
96gr666 666 | 212798 | 96 | 24908 11,7 9,72 - -
491in318 318 | 49106 | 49 | 4213 8,58 1,17 14909 | 312129,17
100p654 | 654 | 207125 | 100 | 10420 5,03 6,1 - -
64pcb442 | 442 | 95900 | 64 | 7614 7,94 3,03 | 14639,5 | 4133,11
43pr264 264 | 33481 | 43 | 2730 8,15 0,73 | 20438 | 32494,73
47pr299 299 | 43463 | 47 | 3801 8,75 0,96 | 15238 | 207047,96
74pr439 439 | 93659 | 74 | 10139 10,83 3,4 47101 2144,72
100rat575 | 575 | 163589 | 100 | 9914 6,06 7,99 | 1734,5 | 5556,01
121rat783 | 783 | 303899 | 121 | 14790 4,87 17,03 | 2228 13742,93
64rd400 400 | 78574 | 64 | 5865 7,46 1,72 4576 3075,77
92ub74 574 | 162462 | 92 | 9208 5,67 4,95 | 12186 4035,59
119u724 | 724 | 259303 | 119 | 10568 4,08 9,23 - -

Tabela A.9: Instancias do Grupo 2 geradas por grid clusterization com p = 7.
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Instancia | [V | m Reducao Geragao de Cortes
E' \ E'JE (%) \ T (s) | Limite \ T (s)

57ali535 | 535 | 129989 | 57 | 18947 14,58 5,05 - -
b7att532 | 532 | 136796 | 57 | 20939 15,31 8,91 | 8494,84 | 71620,81
52d493 493 | 114177 | 52 | 27390 23,99 9,11 | 11121 | 28697,91
73d657 657 | 212014 | 73 | 18446 8,7 7,51 - -
4211417 417 | 82007 | 42 | 4760 5,8 1,78 6986 12366,98
36gil262 | 262 | 33208 | 36 | 4386 13,21 0,9 639 262836,9
23gr229 | 229 | 23761 | 23 | 7304 30,74 1,35 | 39793 | 820192,35
52grd31 | 431 | 84391 | 52 | 20108 23,83 5,8 62722 | 353097,8
70gr666 | 666 | 208810 | 70 | 31123 14,9 11,98 - -
361in318 | 318 | 48664 | 36 | 6461 13,28 1,42 | 10119 | 166287,42
69p654 654 | 203619 | 69 | 13132 6,45 5,67 | 20739 | 117635,67
48pch442 | 442 | 95084 | 48 | 8690 9,14 3,3 11941 2069,57
27pr264 264 | 32814 | 27 | 3942 12,01 0,98 16546 22,28
35pr299 | 299 | 43054 | 35 | 5569 12,93 1,03 | 11624 | 169188,03
48prd39 | 439 | 90883 | 48 | 15644 17,21 4,37 | 40518 5042,72
64ratb75 | 575 | 162675 | 64 | 16773 10,31 8,99 1235 4919,19
81rat783 | 783 | 302709 | 81 | 24809 8,2 19,27 - -
49rd400 | 400 | 78196 |49 | 7799 9,97 1,92 3825 5557,72
64ub74 574 | 161567 | 64 | 14874 9,21 6 9755 5792,33
80u724 724 | 258292 | 80 | 18625 7,21 10,32 - -

Tabela A.10: Instancias do Grupo 2 geradas por grid clusterization com p = 10.



