UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

KENNEDY MORAIS FERNANDES

Formulacao de Minimos Quadrados aplicada
a Problemas de Escoamentos Misciveis

NITEROI
2007



UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

KENNEDY MORAIS FERNANDES

Formulacao de Minimos Quadrados aplicada
a Problemas de Escoamentos Misciveis

Dissertacao de Mestrado submetida ao Pro-
grama de Pés-Graduacao em Computagao da
Universidade Federal Fluminense como re-
quisito parcial para a obtencao do titulo de
Mestre. Area de concentracdo: Aplicacoes -
Modelagem Computacional.

Orientadora:

Regina Célia Paula Leal Toledo

NITEROI
2007



Formulacao de Minimos Quadrados aplicada
a Problemas de Escoamentos Misciveis

Kennedy Morais Fernandes

Dissertagao de Mestrado submetida ao Pro-
grama de Pos-Graduacao em Computacao da
Universidade Federal Fluminense como re-
quisito parcial para a obtencao do titulo de

Mestre.

Aprovada por:

Prof*. D.Sc. Regina Célia Paula Leal Toledo / IC-UFF
(Presidente)

Prof. D.Sc. Elson Magalhaes Toledo/ LNCC

Prof. D.Sc. José Henrique Carneiro de Araujo/ IC-UFF

Nitero6i, 09 de marco de 2007.



"Eu nao vim até aqui pra desistir agora
Minhas raizes estao no ar

Minha casa é qualquer lugar

Se depender de mim eu vou até o fim
Toda a vida, o dia inteiro

Nao seria exagero

Se depender de mim eu vou até o fim
Cada célula, todo fio de cabelo
Falando assim parece exagero

Mas se depender de mim

Eu vou até o fim"

Humberto Gessinger
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continuar mesmo nos
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Resumo

O escoamento miscivel incompressivel em meios porosos, caracterizando o processo de
recuperacao terciaria em reservatorios de petroleo, é modelado matematicamente por um
sistema acoplado de equacoes diferenciais parciais nao-lineares, com condi¢oes de contorno
e condicoes iniciais adequadas. O modelo matematico consiste de um sub-sistema eliptico
envolvendo os campos de pressao e velocidade, oriundo da Lei de Conservacao de Massa
e Lei de Darcy, e uma equacao de transporte, predominantemente convectiva para a
concentragao, sendo essa a variavel de maior interesse.

Véarias formulagoes variacionais tém sido empregadas para resolver este problema,
visando a determinacao precisa da velocidade. Neste trabalho o método dos elementos
finitos com a formulagao variacional de minimos quadrados é aplicada ao sub-sistema elip-
tico do problema. Com o acréscimo da equagao do rotacional nulo obtém-se convergéncia
na norma H; tanto para a pressao como para a velocidade. A equacao de transporte
também é resolvida pela formulacao de minimos quadrados a partir de sua descri¢cao
como um sistema equivalente de equacoes diferenciais de primeira ordem, que apesar de
ser uma formulacao mista, acomoda interpolagoes de igual ordem para concentracao e
sua derivada. Resultados numéricos sao apresentados e comparados com os descritos na
literatura.



Abstract

Incompressible miscible flow in porous media which characterizes the process of tertiary
recovery in oil reservoir are numerically solved in this work. Such flows are here modeled
through a coupled nonlinear partial differential equations system with proper boundary
and initial conditions. The mathematical model consists of an elliptic sub-system involving
both pressure and velocity fields coming mass conservation law, Darcy’s law and also from
a transport equation, which is predominantly convective being to the concentration the
main variable in this problem.

Several variational formulation have been used to solve this problem aiming the deter-
mination of an accurate velocity field. In the present work finite element method with a
least square variational formulation are applied to the elliptic sub-system considering also
the inclusion of the null rotational equation which allow as to obtain H; convergence both
for pressure as well for the velocity approximations. The convection-diffusion equation is
also numerically solved through least squares formulation after it has been rewritten as a
first order system of differential equation. This formulation besides of its mixed character
allows equal order interpolation for concentration and for it derivative. Numerical results
are presented and compared to the ones showed in the open literature.
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento de novos métodos numéricos aliado ao continuo crescimento dos re-
cursos computacionais muito tem contribuido para a aplicacao da simulagao numérica em
escoamentos em meios porosos. Uma dessas aplicagoes, por exemplo, tem como objetivo

aumentar a producao de um campo de petroéleo.

Para isso, técnicas de recuperacao sao normalmente utilizadas. Na chamada recupe-
racao priméria a producao se da naturalmente por diferenca de pressao. Ja nas técnicas
de recuperacao, secundaria e terciaria, alteram-se essas condigoes naturais, utilizando a
injecao de fluidos através de pogos de injecao, para aumentar a pressao no seu interior
e a vazao dos pocos produtores. Nesses casos o escoamento é imiscivel quando o fluido
¢ a agua (recuperagio secundaria) e miscivel quando o fluido injetado é gis ou solvente

(recuperagao terciaria).

Este trabalho tem como objetivo aplicar diferentes formulagoes de minimos quadrados,
com o método de elementos finitos [3, 4, 5, 6, 7|, para céalculo da solugdo aproximada
do sistema de equacoes diferenciais utilizado para modelar o escoamento miscivel em

reservatorios de petroéleo.

Mais especificamente, o escoamento miscivel incompressivel em meios porosos carac-
terizando o processo de recuperacao de petroleo, ¢ modelado matematicamente por um
sistema acoplado de equacoes diferenciais parciais nao-lineares, sujeitos a condicoes de
contorno e condigoes iniciais [8]. Esse modelo matemético consiste de um sub-sistema
eliptico envolvendo os campos de pressao e velocidade, oriundo da Lei de Conservacao
de Massa e Lei de Darcy, e uma equacao de transporte predominantemente convectiva
para a concentracao. A variavel de maior interesse é a concentracao do fluido injetado

entretanto, em se tratando de escoamento predominantemente convectivo é fundamental
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a determinacao precisa da velocidade [9].

Varios tipos de aproximacoes, utilizando o método dos elementos finitos baseado em
formulacoes de Galerkin, tém sido empregadas para resolver este problema. Dentre estes,
podemos destacar os seguintes trabalhos: Garcia [1|, Castro [2], Malta [10], Ney [11] e
Karam Filho [12].

Formulacoes variacionais de minimos quadrados que, em sua forma classica, tém a
desvantagem de requerer maior grau de regularidade dos espacos de aproximacao, tém sido
aplicadas em muitos problemas reescrevendo as equacoes que descrevem o fenémeno fisico
como um sistema equivalente de equagoes diferenciais de primeira ordem, reduzindo assim,
a necessidade de maior grau de regularidade dos espacos de aproximacao, requerida nesta
formulacao na sua forma classica (3, 13, 14, 15, 16, 17]. Ao se descrever o problema com
um sistema de equacoes equivalente, ha a necessidade de se aproximar um maior nimero
de variaveis, devendo-se dessa forma trabalhar com uma formulacao mista. Apesar disto,
tem-se mostrado que para diversas aplicacoes nao ha necessidade de compatibilidade entre
os espagos de aproximagao para garantia de existéncia e unicidade da solugao [3, 13, 15,
18, 19, 20|.

Para apresentar o problema de interesse e as formulagoes a serem utilizadas, esse
trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentamos a formulagao
variacional de minimos quadrados na sua forma classica e também aplicada & um sistema
de equacoes diferenciais de primeira ordem. No Capitulo 3, fazemos uma breve apre-
sentacao do modelo matematico, objetivo deste trabalho, e descrevemos os algoritmos
normalmente utilizados na resolucao do modelo matematico do problema descrito. Para
aproximar a pressao e a velocidade apresentamos no Capitulo 4 formulacoes mistas de
minimos quadrados. Exemplos sao apresentados para validar as formulagoes descritas.
No Capitulo 5, aproximamos a equagao transporte, utilizando tanto uma formulagao mi-
nimos quadrados semi-discreta como uma formulacao minimos quadrados espago-tempo.
Diferentes exemplos numéricos com velocidades constantes e varidveis no tempo sao apre-
sentados. Exemplos numéricos sao apresentados no Capitulo 6, utilizando-se o algoritmo
implicito seqiiéncial descrito no Capitulo 3 e finalmente no Capitulo 7 sao apresentadas

as conclusoes do trabalho apresentado.



Capitulo 2

Formulacao Variacional de Minimos Qua-
drados

Formulagoes Variacionais de Minimos Quadrados foram estudadas por Bramble e Schatz|21|
na solug¢ao numérica de problemas de valor de contorno elipticos. Nesta formulacao a so-
lugao aproximada é definida pela soma ponderada dos residuos de minimos quadrados da
equacao diferencial e das condigoes de contorno, nao envolvendo integracao por partes,
como no método de Galerkin. Por essa razao, estas formulagoes tém a desvantagem de

requerer maior grau de regularidade dos espagos de aproximacao.

A alternativa que tem sido utilizada para diminuir esta necessidade de maior regu-
laridade dos espagos de aproximacao ¢ a transformacao da equacao diferencial de ordem

superior a um, em um sistema de equacoes diferenciais equivalente de 1* ordem.

Neste capitulo apresentamos brevemente a formulagao de minimos quadrados aplicada

a uma sistema estacionario de 1?* ordem.

2.1 Algumas definicoes

Apresentamos nessa se¢ao algumas defini¢oes de operadores e de espagos a serem utilizados

neste trabalho.
Definimos inicialmente os operadores:

e gradiente
T _ ou ou ou
(VU) { Ory Oz " OTpsd } (21)

onde nsd é o nimero de dimensoes do espaco e u um valor escalar;
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e divergente:

3q1 8q2 a(]nsd
Vv = — 4+ == 1+ .. 2.2
8301 + 81'2 + * axnsd ( )

com
T _
q = { @ Q2 - Qnsd } (2.3)
e rotacional:
0qa oq

tq = = = - — 2.4
rotq =V X q 5 o (2.4)

onde X representa o produto vetorial.
Definimos também os seguintes espacos e normas associadas:

Seja L*(2) o espaco de Hilbert contendo as funcoes u e v, quadrado integraveis em

2, com produto interno definido como:

(u,v) :/qudg (2.5)

CcOo1m norma.

ull? :/zﬁdﬂ (2.6)
Q

Definimos os seguintes espacos de Hilbert:

(H(Q)™ = {u € L*(Q)V|a| < m, % € L2(Q)} (2.7)
HL(Q) = { we HY(Q),u=0 em T } (2.8)
Hg = {qe LQ;V-qELQ(Q)} (2.9)
Hy={qe€ L*Vqe L*(Q)}, (2.10)

e as normas de Hy;, e H;:

Fallz,, =lal* + 11V -alf (2.11)

Fallf=lal® -+ Val? (2.12)
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2.2 Sistemas de Equacoes Diferenciais de Primeira Or-
dem Estacionarios

Formulagoes de Minimos Quadrados tém sido aplicada [3, 4, 22, 23| em diversos problemas
reescrevendo-se as equacoes que descrevem o fenémeno fisico como um sistema equivalente
de primeira ordem, reduzindo assim, a necessidade de maior grau de regularidade de

espacos de aproximacao requerida nesta formulacao em sua forma classica.

Como teremos um sistema de equagoes, o nimero de incégnitas a serem determinadas
é, normalmente, maior que o niimero de incognitas necessarias na formulacao classica de
Galerkin. Por outro lado esta formulacao conduz, de forma geral, em matrizes simétricas
positivas definidas, mesmo que o operador diferencial do problema considerado nao seja

auto-adjunto.

Dado um problema descrito através de um sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem, definido em um dominio 2 de R? onde desejamos encontrar u € (H())?, sujeitos

a condigoes de contorno apropriadas, é sempre possivel escrevé-lo da seguinte forma:

[Lju="f (2.13)
onde 5 5
[L] :A]_%‘*’A.Qa_y‘{’B (2.14)

sendo A1, A, e B matrizes m x m que definem o sistema de primeira ordem e o residuo

desse sistema, R(u), pode ser dado por:
R(u) = [Lju—f (2.15)

Assim define-se o funcional J de minimos quadrados sobre o dominio {2 como:

1

J(u) = §/QR(u)TR(u)dmdy (2.16)

Portanto o funcional de minimos quadrados correspondente a equacao (2.14) é

1. o d 2
J(uh) = 5 HAl& —i—AQﬂ +Buh —f

o 3 (2.17)

sendo || - ||, a norma em L2

Nosso problema transforma-se entdo, em encontrar u € (H())?, tal que:

J(u) < J(v) Wv € (H(Q))? (2.18)
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A formulagao fraca é obtida a partir de (2.16) tomando a variagao de J em relacao a

u e igualando-se o resultado a zero, ou seja:

V.J(u) —/Q([L]u) ([Llu — £)d = 0 (2.19)
Assim, podemos escrever:
B(u,v) = f(v) (2.20)
onde
B(u,v) = ([L]u, [Lv) (2.21)
f(v) = (f [L}v) (2.22)

A forma discreta deste problema, pode ser obtida de maneira usual, definindo um sub-

espaco uy de elementos finitos de tal forma que:
J(wy) < J(vi) Vv, € Hy C (H(Q))? (2.23)
Com a forma bilinear discreta dada por:

B(uh,vh) = ([L]uh, [L]Vh> (224)

f(vn) = (£ [L]va) (2.25)

2.3 Modelo Computacional de Elementos Finitos

A discretizacao de elementos finitos da variavel u é feita da forma usual como:

Uy
Ne Uzj
uy(z,y) = Z oj(z,y) | us | =PU, (2.26)
j=1 :
Umyj

sendo N, é o nimero de nos do elemento,® é a matriz das fungoes de interpolacao, dada
por:
o — [ bl bl ... on (2.27)
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onde ¢; é a funcao de interpolacao associada ao n6 ¢, I a matriz identidade de ordem m,
m é o nimero de incégnitas de cada n6 do elemento, U, é o vetor das incognitas de cada
elemento, ou seja:

UT=| Uy Un oo Usa oo U, | (2.28)

Substituindo-se a aproximagao de elementos finitos dada por (2.26) em (2.17), temos:

2

1 ) )
J(up) = 5 HAla_Ue +4,2%v, 1 BaU, (2.29)

ox dy

Fazendo-se a variacao de J(uy) com relagao a U,, temos:

1 P ) T ) )
vVJ(U,) = —/ {Ala— + AQa— + Bcp} [(Ala— + Aga— + B<I>) U, — f} dQe.

2 ox oy ox dy
(2.30)
Igualando-se a variagao V.J(U,) a zero, obtemos:
K.U. =F, (2.31)
sendo,
00 00 L 00
K. = A —+A,— +Bo Ai—+A,— +Bd)| dQ° 2.32
/6{101’—'— 28y+ } {lﬁx—l_ 28y+ )} (232)
© T
P P
P, — / A 22 A% Ba| g (2.33)
e Ox y

Expandindo-se (2.32) e utilizando a notagio 2 = @, e g—i’ = &, temos:

K.= [ [®"B"B®+ ®"B"A19, + ?"B"Ay®, + PLATB® + &, AJBP| dQ°+
Qe

+ / [PTATA D, + PLATA D, + PLATAD, + PTATALD, | dOF (2.34)

Podemos escrever (2.34) como:

K.= [ D/LD,d° (2.35)
Qe
onde:
i)
D,=| @, (2.36)
(I)y
[§]
BT
L=| Al |[B A A (2.37)
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ou
B'B A'B AlB
L= | B"A;, ATA, AJA, (2.38)
BTA, ATA, AlA,

Tendo-se as matrizes K. e F. de cada elemento, dadas em (2.35) e (2.33) respecti-
vamente, as matrizes K e F globais podem ser montadas da forma usual de elementos

finitos.



Capitulo 3

Modelo Matematico para Escoamentos
Misciveis

Neste capitulo apresentamos o sistema de equacgoes diferenciais utilizado para modelar o
escomento de fluidos misciveis incompressiveis em um meio poroso e diferentes algoritmos

para sua solucao sao apresentados.

3.1 Equacoes governantes

O modelo matemético para simulagao de um reservatorio de petroleo é definido por um
sistema acoplado de equagoes diferenciais parciais nao-lineares governantes do problema,

juntamente com as respectivas condi¢oes de contorno e condicial inicial.

O movimento dos fluidos nos meios porosos é governado por um sistema de equa-
¢oes elipticas, e uma equacao do tipo conveccao-difusao, predominantemente convectiva,

expressando a conservacao do fluido injetado, denominada equacao de concentracao.

Considerando o fluxo de fluidos misciveis e incompressiveis através dos meios porosos,
num dominio rigido @ C R?, com fronteira I', onde os efeitos gravitacionais sao despre-
zados, o conjunto de equagbes governantes em um intervalo ¢ € [0, 7] pode ser descrito
como [8, 9

Viu=f em Qx(0,7T) (3.1)
u= —%Vp em € x(0,7) (3.2)

com condicao de contorno:

un=0 em I (3.3)
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AE 4V (cu)— V- (D(u,x)Ve) = f¢ em Qx(0,7) (3.4)

com condicoes de contorno e inicial:
D(u,x)Vec-n=0 em T (3.5)

c(x,0) = cp(x) em € (3.6)
sendo:
e x = (z,y), 0 vetor posigao;
e p(x,t), a pressao da mistura,;

e u(x,t) a velocidade da mistura que é a velocidade de Darcy u(x,t) decomposta nas

componentes u,(x,t) e u,(x,1);
e \ = \(x), a porosidade;
e k(x), a permeabilidade do meio poroso;
e ¢(x,t), a concentragao da mistura dos fluidos;
o [ = f(x,t), os termos fontes ou sumidouros;
e ¢, a concentracao no termo de fonte.

O tensor D de difusao-dispersao da equacao da concentracao pode ser expresso por
8, 9]:
D =a,/+ |u|{mEu)+aBu)’}, (3.7)

onde o elemento (7, j) do tensor E(u) é dado por:

1
E(u);; = —| - |2Uiuj, (3.8)
e a norma | u | é definida como:
[ |= (uf + ) (3.9)
e
E(u)* =1- E(u) (3.10)
sendo:

e I, a matriz identidade;
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® «,,, o coeficiente de difusao molecular;
e oy, o coeficiente de dispersao longitudinal;
e oy, o coeficiente de dispersao transversal.

Como no sub-sistema eliptico nao ha condigao de contorno em p(x,t), ele fica definido
a menos de constante. A forma escolhida para levantar essa indeterminacao é prescrevendo
a pressao em um ponto qualquer do dominio de maneira que a solu¢ao p(x, t) tenha média
nula, ou seja:

Jop(x,t)de =0 te(0,T). (3.11)

A incognita de maior interesse do sistema de equagoes (3.1-3.6) é a concentragao
¢(x,t), que nas simulagoes numéricas das técnicas de recuperagao de reservatorio, indica
o quanto da producao é influenciada pela injecao de um fluido ou seja, quanto de 6leo passa
a ser recuperado a partir de alguma intervencao no comportamento normal de producao

do reservatorio.

Na equagao (3.2), lei de Darcy, a viscosidade p é dada pela relagao empirica [24, 25]:

—4
1i(€) = Kresidente [1 —c+ M%c} , ce0,1] (3.12)
Em deslocamentos misciveis a razao de viscosidade entre o fluido residente (ftresidente)

e o injetado (finjetado) € conhecido como razao de mobilidade M [25] e é dada por:

M — Hresidente (3 1 3)

Mingjetado
3.2 Algoritmos de Solucao

Nesta secao apresentamos alguns algoritmos de solugao, para o modelo matematico des-

crito. Utilizamos a notacao % ., bara denotar tanto as discretizagoes no tempo em
—bY

diferencas finitas [1, 26, 27, 28] como espago-tempo de elementos finitos [2].

3.2.1 Meétodo Implicito na Pressao e Explicito na Concentracao

Paran =0,1,2,..., N achar u”, p" e ¢"*' em Q x [0, 7] é dado como:

Vou = fr (3.14)
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n_ kX)) oo,
u" = ,u(c”)Vp (3.15)
% V- (0" — V- (D(Y)VE) = ef" (3.16)

t:tn+1

Dada a forma explicita de aproximacao da equacao da concentragao, este método
normalmente é referido como IMPES (Implicito para Pressao e Explicito para Saturagao).
Por ser explicito na equacao integrada no tempo, esse método tem a desvantagem de
necessitar intervalos de tempo extremamente pequenos para garantia da estabilidade da

solucao, comprometendo o desempenho computacional.

3.2.2 Meétodo Totalmente Implicito

Paran =0,1,2,..., N achar u"™!, p"*! e ¢"*! em Q x [0, T] dado como:

v .uttl = ot (3.17)
" k(x "

L = _M(C(M)l)vp . (3.18)

Pl v @) v D@ vet) =gt (@9

t:t7l+l

Nesse algoritmo, a cada intervalo de tempo o sistema constituido pelas equacoes de

pressao, velocidade e concentragao é resolvido de forma acoplada.

Ao contrario do método IMPES este método, totalmente implicito, apresenta boas
propriedades de estabilidade podendo, em principio, ser adotado qualquer valor do passo
de tempo na discretizagao temporal permitindo intervalo de tempo adaptativo [28]. Sua
desvantagem é a necessidade da resolucao de um sistema nao-linear a cada intervalo de

tempo.

3.2.3 Meétodo Implicito Seqiiencial

Para este método desenvolve-se o termo V - (uc), da equagao nao-linear de transporte:
V-(uc)=u-Ve+cV-u (3.20)

Substituindo-se (3.1) em (3.20) tem-se:

V:(uc) =u-Vec+ fe (3.21)
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o método implicito seqiiencial é linearizado como:

Paran =0,1,2,..., N achar u™, p” e ¢"*! em Q x [0, T] dado como:

Vou" = " (3.22)
k(x)
u" = - Vp" 3.23
p(c?) 529
e G AT\ N e R CEY)
t=tnt1

Este algoritmo, que tem sido utilizado com sucesso em trabalhos anteriores |1, 11],
é também adotado no presente trabalho. Assim, a cada intervalo de tempo a pressao e
a velocidade sao calculadas pelo sub-sistema eliptico, descrito em ¢t = t,,, e os resultados

para a variavel velocidade utilizados no calculo da concentracao na equacao de transporte.

Para avaliar o comportamento das formulacoes a serem utilizadas no presente trabalho
para solucao do sistema (3.1-3.6), os problemas de velocidade e pressao e da concentragao

sao tratados, de forma isolada, nos Capitulos 4 e 5 respectivamente.



Capitulo 4

Aproximacao para Equacoes de Pressao e
Velocidade

Apresentamos neste capitulo formulacoes de Minimos Quadrados aplicadas ao sub-sistema
eliptico, descrito no capitulo anterior, que calcula a pressao e a velocidade. Como a
velocidade, e nao a pressao, aparece na equacao de concentracao que faz parte do modelo
matematico que simula o escoamento miscivel, atencao especial deve ser dada a obtencao
de aproximacoes precisas para este campo, tentando minimizar os erros na aproximacao

da concentracao a nao afetar a sua precisao.

Para melhorar as taxas de convergéncia para velocidade apresentamos também a
formulacao de minimos-quadrados aplicada a esse problema, com a inclusao do termo
do rotacional nulo. Exemplos sao apresentados para avaliar resultados das formulacoes

apresentadas.

4.1 Definicao do problema

Consideremos, por simplicidade, Q C R? um dominio limitado, com fronteira I' regular,

tal que:
r,ur,=r

r,NT,=0 (4.1)
onde () é o conjunto vazio.

Descrevemos o problema como:
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Para um dado valor f, achar os campos u e p que satisfazem a:

Viu=f em (4.2)
u=—k(x)Vp em Q (4.3)
p=0 em [, (4.4)
u-n=0 em [, (4.5)

sendo:
e u = (u,us), o vetor velocidade;

e p, o valor escalar que define a pressao.

4.2 Formulacao Mista em Pressao e Velocidade

Para esse problema, como mostrado em [3|, mesmo se trabalhando com formula¢ao mista
em pressao e velocidade, recai-se num problema de minimiza¢ao do funcional nao exigindo

dessa forma, compatibilidade entre os espagos de aproximagao.

Assim, a formulagao variacional de minimos quadrados é aplicada da seguinte forma:

1

J(u,p) = 5 [/ﬂ (V-u—f)(V-u—f)+ (u+ k(x)Vp) (k_l(x)u + Vp) ds2 (4.6)

sendo u o vetor velocidade, p a pressao e k(x) uma matriz diagonal.
Associado & minimizacao de .J, temos o seguinte problema variacional:

Problema Py;: Achar u e p, tal que:

B({u,p};{a,n}) = F(q,n) (4.7)

sendo B(-,-) e F(-), definidos como

B({u,p}: {a.n}) = / (Vu)(V )+ (u+Ex)Vp) (5 (x)a+ Vi) d2  (48)

F(q) = /QfV -qdg (4.9)

A analise de erro dessa formulacao com o método dos elementos finitos apresenta a
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seguinte taxa de convergéncia [3, 13|
Ip = Pl + 1t =l < B (4.10)

sendo k£ o grau do polinémio de interpolacao tanto da variavel p quanto da variavel u.
Polinémios de diferentes graus também podem ser utilizados para aproximar cada uma

das variaveis desse problema, como apresentado em [13].

4.3 Formulacao com Rotacional

Para melhorar a aproximacao para o campo das velocidades, que é a variavel de maior
interesse do problema, foi proposto em [3, 13] uma formulagao incluindo a equagao do

rotacional nulo do campo u.

Dessa forma o sub-sistema eliptico é reescrito da seguinte forma:

Viu=f em (4.11)
u=—k(x)Vp em Q (4.12)
E(x)"'Vxu=0 em (4.13)
p=20 em T, (4.14)
u-n=0 em [, (4.15)
uxn=0 em I, (4.16)
O funcional de Minimos Quadrados para o problema em questao é
J(u,p) = %/Q(V u—)(V-u—f)+ (k)Y xu)(k(x) "'V x u)+
(u+ k(x)Vp)(k(x)'u + Vp)dQ (4.17)

com u, p e f e k definidos na secao anterior.
Fazendo-se a variacao de J, temos o seguinte problema variacional:

Problema P,: Achar (u,p), tal que:

B{(u,p); (a,n)} = F(a) (4.18)
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com B(-,-) e F(-), definidos a seguir.
B {(w.p): ()} = [ (V+u)(V+ )+ (us k() Vo) (k) a+ V) +
(k(x)"'V xu) (k(x)"'V x q)d (4.19)
F(q) = / fV - qdQ (4.20)

Observa-se que esse sistema mantém o nimero de incognitas nodais e conseqiiente-

mente a ordem do sistema de equagoes.

Para essa formulagao a taxa de erro [3, 13| do problema discretizado pela método dos

elementos finitos encontrada é:
1D = ull g, + lu = ], < ch® (4.21)

onde k é o grau do polindémio de aproximacao tanto para p quanto para u, h é o intervalo

de discretacao espacial e ¢ uma constante.

Nesse caso, pode-se também obter a taxa de erro em L? [13] dada por:
Ip = pally, + lu = wll, < ch™ (4.22)

para interpolacoes de igual ordem, embora diferentes ordens de aproximagoes possam ser

utilizadas para aproximar p e u [13].

4.4 Resultados Numeéricos

Para testar as formulagoes propostas apresentamos a seguir resultados para um dominio
homogéneo e heterogéneo, tanto para malha regular quanto para malha apresentada na

Figura 4.1, utilizando as formulacoes de minimos quadrados descritas nos problemas P;
[§] PQ.
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Figura 4.1: Malha inclinada

Para estes exemplos, as matrizes A;, As e B que descrevem o sistema de equagoes

diferenciais, podem ser dadas por:

(k0 0|
A= 0 0
(01 0|
[0 0 0|
A,=1k 00
L 01_
01 0
B=|0o0 1
0
para
p
u= | u

U2

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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Para formulacao com o rotacional temos:

(4.27)

o o o =5
o = O O
(@)

(4.28)

o o = O

(4.29)

o O O O
o o o
o O = O

4.4.1 Exemplo 1

Como primeiro exemplo apresentamos um dominio quadrado de dimensao 1, e um meio

homogéneo com k£ = 0,1 -1, onde I é a matriz identidade.

As condigoes de contorno prescritas sao a pressao em x = 0, P(0,y) = 1, e z = 1,

P(1,y) = 0 e fluxo normal nulo em y =0 e y = 1.

Para todos os exemplos desse capitulo o dominio foi discretizado em 25 x 25 elementos

isoparamétricos bilineares com integracao de Gauss com 2 X 2 pontos.

Resultados para formulacao sem rotacional e com rotacional sao apresentados nas Fi-
guras 4.2 e 4.3, para discretizacao com malha regular. Nas Figuras 4.4 e 4.5 apresentamos
também resultados sem rotacional e com rotacional com uma malha inclinada em relacao

aos eixos cartesianos (Figura 4.1), como sugerido em |[1].
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4.4.2 Exemplo 2

A seguir, o problema é aplicado a um meio heterogéneo (diferentes permeabilidades) como

apresentado na Figura 4.6.

A Figura 4.7 apresenta resultados da formulacao sem rotacional, onde podemos obser-
var pequenas oscilacoes na velocidade proximo a regiao de baixa permeabilidade. A Figura
4.8 apresenta resultados da formulagao com rotacional onde observa-se a nao existéncia

de oscilagoes e um perfil paraboélico para velocidade.

u.n=0

=1 k=0,000001 P=0

k=0,1

u.n=0

Figura 4.6: Dominio com permeabilidade heterogénea

Também para esse exemplo utilizamos uma malha regular e a malha apresentada
na Figura 4.1, os resultados para a formulacao de minimos quadrados e formulagao de
minimos quadrados com rotacional, sao apresentados nas Figuras 4.7, 4.9 e nas Figuras

4.8, 4.10 respectivamente.
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Figura 4.10: Permeabilidade heterogénea, malha inclinada e formulagao com rotacional
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Na Figura 4.9 podemos observar uma pequena oscilagao nas velocidades proximo a
regiao de baixa permeabilidade. Com a inclusao da equacao V x u = 0 a formulacao,
apresentada na Figura 4.10, nao ha mais oscilagao e aparece um perfil parabdlico nao
captado em outras formulagoes. Para comparacao apresentamos na Figura 4.11 resultados

de formulagoes estabilizadas de Galerkin apresentadas em [1].
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Figura 4.11: Ténicas de Pos-Processamento para a Velocidade [1]
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4.4.3 Exemplo 3

Neste exemplo o escoamento ocorre em funcao da diferenca de pressao de uma regiao
confinada nas laterais que possui duas barreiras perpendiculares & direcao de escoamento,
formando um canal por onde o fluido deve passar. As barreiras sao representadas por

regido com baixa permeabilidade nas quais o fluido ndo deve penetrar (Figura 4.12).

As Figuras 4.13 e 4.14 apresentam resultados da velocidade para a formulacao sem
rotacional e com rotacional respectivamente e a Figura 4.15 apresenta resultados da pres-
sao encontrada na formulacao com rotacional. Pode-se observar nas Figuras 4.13 e 4.14 a

continuidade das direcoes preferenciais dos vetores de velocidade.

u.n=0
40 124 40
At I.hti_i &,
20
K|
80
P=100 P=99
80
K
20
v w
u.n=0

Figura 4.12: Dominio e condigdes de contorno [1]
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Figura 4.15: Representacao da pressao na formulagao com rotacional



Capitulo 5

Equacao de Transporte

5.1 Introducao

Processos de convecgao-difusao, governados por equagoes hiperbdlicas, aparecem em di-
versos problemas de interesse como transporte de poluentes, escoamentos misciveis, entre
outros. Varias formulacoes tém sido propostas com o objetivo de minimizar oscilagoes

espiricas ou amortecimento excessivo das solucoes numeéricos.

Recentemente formulagoes espaco-tempo de minimos quadrados foram propostas apre-
sentando resultados estaveis e solucoes 6timas para o problema unidimensional puramente

convectivo com nimero de Courant igual a 1 [19].

Formulacoes de minimos quadrados com a equacao de transporte descrita como um
sistema de equacoes diferenciais equivalente e de 1* ordem, comecam a ser analisadas
tanto com a formulagdo de minimos quadrados semi-discreta [18], quanto espago-tempo

descontinua no tempo [19].

Neste capitulo apresentamos a formulacao de minimos quadrados aplicada a equagao
de transporte puramente convectiva, e para equacao conveccao-difusao descrita como um
sistema de equacoes equivalente de primeira ordem, utilizando formulacoes espago-tempo

[2, 17, 19, 20] e formulagdes semi-discretas 4, 18].

A equacao puramente convectiva foi analisada tanto descrita em sua forma usual,
como uma equagcao escalar, quanto como um sistema de equacoes diferenciais equivalente

com a utilizagdo de uma variavel auxiliar [18].

A equacao conveccao-difusao, por conter termos de 2% ordem, é sempre analisada como

um sistema de equacgoes diferenciais equivalente de 1* ordem.
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5.2 Definicao do problema

Sejam Q C R? um dominio limitado bidimensional, com fronteira I' regular, tal que:
r,ur, =r

ranT, =10 (5.1)
onde () é o conjunto vazio.
A equacao de conveccao-difusao é dada por:
AE+u-V(e)—V-(DVe)=f em Qx(0,7T) (5.2)

sendo A a porosidade do meio poroso e com condi¢oes de contorno e inicial:

c=g em I'yx(0,7T) (5.3)
DVe-n=g em T, x(0,7) (5.4)
c=cy em € para t=0, (5.5)

onde ¢ é a quantidade desconhecida que é transportada pelo termo convectivo constante
u = (ug,uz), f é o termo fonte, D é o coeficiente de difusao e g é o valor de contorno

prescrito de c em I'y.

Para utilizar a formula¢do de minimos quadrados a equacdo (5.2) pode ser reescrita

de diferentes formas como um sistema de equacoes de primeira ordem, tais como:

AEe—u-Ve+V-q=f em Qx(0,7)

(5.6)
q=DVe em Qx (0,7)
ou
M +u-Ve-V-Dg=f em Qx(0,7) (5.7)
q:VC em QX(OaT) |
ou €omo
A buq-V-Da=f em Qx (0.7 59

q= Ve em x (0,7)

Na Secao 5.3 apresentamos formulagoes semi-discretas de minimos quadrados e na

Secao 5.4 formulacoes espaco-tempo que aplicamos & equacao de conveccao-difusao.
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5.3 Formulacao Semi-Discreta de Minimos Quadrados

A seguir apresentamos a formulacao semi-discreta de minimos quadrados aplicada a equa-
¢ao de transporte, tanto para a equacao escalar como sugerido em [4] para o problema

puramente convectivo, quanto para formulagoes mistas utilizadas em [18].

5.3.1 Formulacao Escalar

A formulacao escalar de minimos quadrados é aplicada particulamente para equacoes
puramente convectivas que ji sao de primeira ordem. Para esse problema, utilizando a
discretizacao de diferencas finitas para aproximar a derivada no tempo, temos:
ol _ o
—Q tw Vet = prtt (5.9)

onde ¢" representa c(x,t,), At uma variacao fixa de tempo dada por At = ¢, —t, e
fn+1 = f<X7tn+1>'

O funcional de minimos quadrado associado & equagao (5.9), é dado por:

1 n+l _ n n+l _ n
J(cp) = 5 (Ch i~ “h fu- et el h I~ Ch Lu. et fn+1> (5.10)

O problema de achar a solu¢ao baseado na minimizac¢ao do funcional (5.10) em relagao

a ¢} pode ser definido como:

Problema Ps: Achar ¢t tal que:
n+l _ n n+1
(—C" 3 gt f"“,—vgt +u-v"+1) =0 (5.11)

A discretizacao para c;, vy, é dada da forma usual, definida como:

+1 N +1
Ch = Zj:1¢j07

5.12)
n N n (
Ufﬁ1 = Zj:l ¢jvj+1

onde N é o nimero de nés do elemento e ¢; sao as funcoes de interpolacoes usuais de

elementos finitos descritas no Capitulo 2.
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5.3.2 Formulacoes para Sistema de Equacoes

No caso da equagao convecgao-difusao onde escrevemos o problema em um sistema de
equacoes diferenciais equivalente, apresentamos trés diferentes formulacoes de minimos

quadrados, como sugerido em [18], aplicadas ao sistema de primeira ordem descrito como
em (5.8).

e Formulacao Implicita
e Formulacao Ponderada de Minimos Quadrados
e Formulacao #-Minimos Quadrados

Formulacoes equivalentes podem ser obtidas para a equagao puramente convectiva
descrita como o sistema (5.8), desprezando-se nas formulagoes a serem apresentadas nessa

secao, para equacao de conveccao-difusao, o termo relativo a difusao.

5.3.2.1 Formulacao Implicita

Chamamos de formulacao totalmente implicita quando todo o sistema estd escrito no
tempo ¢,.1. Nesse caso, o funcional de minimos quadrados associado ao sistema de

equagoes (5.8) é dado por:

L™ —cp n+1 n+1
‘](Ch7qh>:§ NI —V-Dgq, — /""",

+u-q"' -~ V- Dg, - f”“) + (@ + VT @ Ve (5.13)

O problema de achar a solugao do sistema (5.8) descrito, baseado na minimizagao do

_l’_

funcional (5.13) em relagio a ¢} e a q"! pode ser definido como:

Problema Py: Achar CZH e qZ“, tal que:

n+1 n n+1
u+u.qn+l_v.Dq vh_+u.pn+1_v.Dp +
At h MOt h
n+1

(@™ + Ve e+ Vo) = < H, Ug—t +u-p"tt -V Dph> (5.14)
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A discretizagao para ¢, qp, v, Py, € dada da forma usual, definida como:

Z—H Z] . ¢] n+1

n+1 n+1
q:ﬂ Z] 1 ¢an+l (5'15)
Uh Z_] 1 P5v;
pz+1 Z] . ¢]pn+1

onde N é o nimero de nés do elemento e ¢; sao as funcoes de interpolacoes usuais de

elementos finitos descritas no Capitulo 2.

5.3.2.2 Formulacao Ponderada de Minimos Quadrados

A formulacao que chamamos de ponderada, baseada em formulagoes propostas por Jiang
[4, 18] para outras equagoes, consiste em ponderar a equagao transiente do sistema (5.8)
por um fator 6, para se obter uma aproximacao desta equac¢ao no tempo t,.4, e considerar

as equacgoes estacionérias do sistema no tempo ¢,.

A discretizagao no tempo t,.9 da equacao de concentracao, feita pelo método de
diferencas finitas, pode ser escrita da seguinte forma:
CZ—H Cn

para 0 <6 < 1.

O funcional discreto da formulacao ponderada de minimos quadrados neste caso é

entao dado por:

1 TL+1 —dq n n n
J(ch7qh) = 5 |:<—h +u- q; 0 -V Dq 0 f +07

At

At —en
h ~ h +u-q n+0 -V- an+0 fn+6’) + (QZ_H VCZ—H,QZ—H Vcn—l—l) (517)
A formulacao, da forma como esta proposta, utiliza uma ponderacao para aproximar
qZH no funcional (5.17) para equagao transiente. Para efetuar esta ponderagao redefini-
mos q; " e f"* da seguinte forma:
qZ+9 — an+1 (1 - e)qz

fn+9 — fn—i—l + (1 _ 0>fn (518)
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Substituindo essas aproximagoes em (5.17) temos:

J(cn ap) = ! Ku (Oap T +(1-0)0q;) +V-D (0qp ™ + (1 —0)qy) —

2 At
0F" 1 1 (1—0) f 5y (bt 4 (1—6)0 oq;t + (1 0)qp) —
S =0 u- (0™ +(1-0)6qy) —V-D (fq;™ + (1 —6)qp)
gfn-‘rl 4 (1 . 0) fn) + ( n+1 v,UTH—l’qu-l VUTH_I)} (519)

Achar a solugao do sistema (5.8) baseado na minimiza¢ao do funcional (5.19) em

relacao a ™! e a q"! ¢ entdo:

Problema Ps: Encontrar ("™, q"™), tal que:

n+l
(B w00 + (1 ) + 7 Do+ (1~ 0)a)

n+1
Up

At

+u- gpn+1+v Depn-i-l) +( n+1 vcn-‘rl’pz-l-l v,Un-Fl)

n+1
(Qf"“ +(1—0)fm “At tu-Oprtl V- Dep”+1> (5.20)

5.3.2.3 Formulagao 6-Minimos Quadrados

Assim como na formulagao anterior, na formulacdo #-minimos quadrados proposta em
[18], todo o sistema esta descrito no tempo "% e a aproximacao ponderada por um fator

0 esté na variavel escalar ¢**?.

Fazendo a discretizacao no tempo, pelo método de diferencas finitas, obtemos o se-

guinte funcional discreto para a formulacao #-minimos quadrados:

1 CZJrl B C};L n+0 n+0 n—+0
J(en,ap) =5 || 57— tu-q, " +V-Dg™ — ",

n+1 n
Ch C

A +u- qn-‘rﬂ + vV - an+6 fn+9) + ( n+0 Vcn—&-e, qz—&-e vcn+0) (5_21)

Nesta formulacao aproximamos CZ+6 como:

At =0cy ™ + (1 - 0)c. (5.22)
Substituindo (5.22) em (5.21) temos:

n 1 n
J(Ch q )_1 J+u' n+0+v an+9 fn+9
) At ’
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CZJrl Ch n+0 n+0 n+0
AL +u-q," +V-Dqy™ — f +

(@™ = V(e + (1= 0)ch), ;™ = V(0™ + (1= 0)cp))] (5.23)

Resolver o sistema (5.8) baseado na minimizagao deste funcional em relagio a c;*' e

a qp se reduz a:

Problema Pg: Achar (it e '™?), tal que:

o n+0 o Un n+4 n+0
———+u-q, +V-Dgq; ’At+up + V- Dp,, +

( n+0 + V(60n+1 (1 . (9) n—H) n+9 + vevn—&-l) —

n+1
<fn+0’ UZt Tu- pn+0 +V- Dpn+9) (5.24)

5.4 Formulacoes Espaco-Tempo de Elementos Finitos

Consideremos a particao 0 = tg < t; < ... < t,, = T do intervalo I = (0,7") e denotemos
por I, = (t,,t,11) 0 n-ésimo intervalo. Para cada n, o dominio de integragao espago-tempo
¢ a "fatia" definida como:

Qn=0x1, (5.25)

com fronteira

P, =T x1, (5.26)
onde €2 é o dominio espacial d-dimensional com fronteiras I'.

Para a n-ésima "fatia" espago-tempo, o dominio espacial € é subdividido em (),

elementos Q,, e = 1,2, ..., (N,),. Entao

Qn=UL"Q, Q=9 x1, (5.27)
Q=UP"qa, QN =0 i#j (5.28)
onde @), define o dominio do elemento espago-tempo, na n-ésima "fatia".

Dentro de cada elemento espago-tempo, a solucao tentativa e as funcoes de ponderacao
sao aproximadas por polinomios de interpolacao de ordem k, P.. Estas funcoes sao
assumidas continuas em C° dentro de cada "fatia" espaco-tempo, porém descontinuas

através das interfaces das "fatias". Os espagos dos elementos finitos sao definidos como:

Uy = {cn € C%(Qn), cn|@;, € Pi(@5),cn = g em Prog} C HY(Qn) (5.29)
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onde
Png = 1_‘\g x Iy (530)

Considerando que as funcoes de interpolacao dos elementos finitos sao descontinuas nas

interfaces das "fatias" espaco-tempo, definimos:

c(z,t%) =c(t¥) = lim c(t, +¢€) (5.31)

e—0%t

e o salto da variavel ¢ em cada fatia do tempo é determinada por:
| [e(ta)]| = c(ty) — c(t,) (5.32)

As funcoes de interpolacao de elementos finitos para a funcao teste e a funcao peso,
h h . .. . ~ ~ .
c" e v" respectivamente, admitindo-se aproximacoes constantes no tempo, sao definidas
como:

(x,t) = Zjvz"f Nj(x)ch, ., para zeQtel, (5.33)
V(2 t) = Z;V:"f Nj(z)ol, ., para zeQtel, (5.34)
onde N,, ¢ o namero de pontos nodais, N;(z) é a fungdo de interpolagdo para o no j,

h . h , . . b "
Ciny1 € 0 valor nodal de ¢ para o no espacial j e para o tempo t,41 e v,,; € a fungao

peso correspondente para cada valor nodal.

5.4.1 Formulacao Minimos Quadrados Espaco-Tempo

Nesta secao apresentamos resultados preliminares da formulacao mista de minimos qua-
drados espago-tempo descontinuo aplicada ao sistema (5.8), onde as equagdes estacionarias

que aproximam o fluxo, sdo multiplicadas por um fator 7 [29].

Escrevemos a forma bilinear B(.,.) e o funcional linear L(.) em algum tempo t = ¢,,44
com 6 € [0,1], e:
=0 (t, ) + (1= 0)c(t,) (5.35)

qa" = 0a"(ty) + (1= 0)a"(t;) (5.36)

Considerando uma discretizacao constante no tempo, a formulacao de minimos quadrados

espago-tempo é aplicada ao sistema (5.8), obtendo:

Problema P;: Paran =1,2,...,N, encontrar c" e q" tais que:

By ({ch, qh} : {wh,ph}) =Ly (5.37)
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onde,
By ({c",d"}; {w",p"}) = 0At (uq" (t,,,) = V-Dq" (t,41) ,up” (t,) -

V-Dp" (ty1))o + (" (th1) s up” (th) = V-Dp" (t,11)) o +07° (d" (ths1) —

Ve (tT_L+1) ,p" (t7_L+1) - V' (tT_L+1))Q (5.38)

Lo(w",p") = At(0 — 1)(w.q"(t;) = V- Dq"(t;), up"(t; 1) = V- Dp" (1))t

("(t7), up"(tyy1) = V- Dp"(t1))e + 72(a" (1) — V" (1), " (tr11)—

Vuw (n+1))§2+At(f(t;+9)7u-l3h(t;+1) V- DP (n+1))9 (5.39)

Observa-se que o termo do salto introduz uma nao simetria a essa formulacao. Essa
formulacao apresentou resultados exatos para problemas unidimensionais para ntimero de

Courant (C'FL) igual 1 e oscilagoes espuricas para C'F'L diferentes de 1 (Exemplo 1).

5.5 Resultados Numéricos

Para testar as formulagoes de minimos quadrados semi-discreta e espaco-tempo de ele-
mentos finitos apresentamos inicialmente, nessa se¢ao, resultados para o problema unidi-
mensional de convec¢ao pura. Para a formulagao semi-discreta apresentamos resultados
para diferentes nimeros de Courant e varios valores de 6 e para a formulagao espaco-
tempo de minimos quadrados analisamos a influencia do fator 7 para diferentes ntiimeros

de Courant e valores de 6.

A seguir o problema da velocidade inclinada com relacao a malha é apresentado tanto
para o problema puramente convectivo quanto para o problema com uma pequena pequena
difusao. O comportamento das formula¢des em um dominio heterogéneo e também com

velocidades variaveis sao apresentados nos Exemplos 3 e 4 respectivamente.

5.5.1 Exemplo 1 - Conveccao Pura Paralela & Malha

Para avaliar a formulacao espaco-tempo de elementos finitos apresentamos inicialmente
um problema onde o dominio espacial bidimensional é o quadrado (0,1) x (0, 1), discreti-

zado em 10 x 10 elementos isoparamétricos bilineares. O campo de velocidade é constante
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(|| w||= 1), com componente u; = 1 e uy = 0 e o termo fonte f = 0, com difusdao nula,

como mostrado na Figura 5.1.

Figura 5.1: Dominio com velocidade unidirecional

As matrizes Ay, Ay, Ay e B que descrevem o sistema de equacoes, para este exemplo,

sao dadas por:

100
Ao=10 0 0 (5.40)
00 0
[0 0 0]
Ai=|-10 0 (5.41)
0 0 0|
[0 0 0]
A= 0 00 (5.42)
10 0|
0 u; u9
B=|0 1 0 (5.43)
00 1
para
C
c=|q (5.44)
q2

Para mostrar a influéncia do CFL (C’FL = #) e o desempenho da formulacao de
minimos quadrados espago-tempo, apresentamos resultados obtidos com as formulacoes

espaco-tempo e semi-discretas para diferentes valores de C'F'L, 7 e 6.

As Figuras 5.2 e 5.3 apresentam resultados para as formulagoes semi-discretas ponde-
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rada e #-minimos quadrados para C'F'L igual a 0,5, 1,0 e 2,0, no tempo 0,6, para 6 igual
a 0,1, 0,5, 0,55, 0,67 e 1,0.

1.2 . - 12 - - -
teta=0,5 —— teta=0,5 —+—
(e(a:g‘gg o teta=0,55 -
e teta= *:
1 g BT teta=1,0 = 1 g
R exata
08 - R — 08
06 4 06 |-
04 04
02t \a 1 02
0 \!\\»;7 e TR 0
02 . . . . . . . . . 02
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(a) CFL=0,1 (b) CFL =0,5
1.2 1.2
teta=05 —— teta=05 ——
teta=0,55 - L teta=0,55 -
_— teta=0,67 = e teta=0,67 -
1 totas10 o 1 1 e : teta=1,0 =
- exata B exata
08 08
06 06
04 04t
02| s 0.2 e —
s x
* - .
or S S 0 T
-02 . . . . . . . . . 0.2 . . . . . . . . .
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
(c) CFL=1,0 (d) CFL = 2,0

Figura 5.2: Formulacao Semi-Discreta Ponderada

Para a formulagao espaco-tempo minimos quadrados apresentamos resultados para
CFLigual a 0,5, 1,0 e 2,0, no tempo 0,6, para 6 igual a 0,5, 0,55, 0,67 e 1,0, para 7 igual
a1071° 107%, 1074 1,0, 1,2 e 1, 5.
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12 T T T T T T T T T 1.2 T T T T T T T T T
teta=0,5 —+— teta=0,5 ——
teta=0,85 - teta=0,55 -
s e BT tela=067 = | B N ——— teta=0,67 x|
exata
08 = 4 4
06| 1 1
04t 1 1
02r b b
of s
02 P R
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1
(a) CFL=0,1
1.2 T T T T T T T
I — teta=0,67 teta=0,67
1T teta=10 o 7 tetasi 0 1
i exata exata
08 —H 0.8 —H
06 —H 0.6 —H
04t — 04t —
o
02 o ] 02 .
o "
" o
ot - ol S
02 P R o2 P

(¢) CFL=1,0

(d) CFL =2,0

Figura 5.3: Formulacao Semi-Discreta #-Minimos Quadrados

0.8

06

-0.2 . .

0.8 -

0.6

02

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(c) 6=0,67

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(d) 6=1,0

Figura 5.4: Formulacao Espaco-Tempo - CFL =0,5
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(c) 6 =0,67 (d) 6=1,0

Figura 5.6: Formulacao Espaco-Tempo - CFL = 2,0
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5.5.2 Exemplo 2 - Conveccao Pura e Conveccao-Difusao Inclinada
a Malha

Para este exemplo, o dominio bidimensional é o quadrado (0, 1) x (0, 1), discretizado numa
malha de 25 x 25 elementos isoparameétricos bilineares, com condicoes de contorno apre-
sentadas na Figura 5.7. O campo de velocidade é constante (|| u ||= 1), com componentes
U = cosa e uy = sena, e o termo de fonte é f = 0. A constante de difusividade para o
problema de conveccao-difusiao é k = 1072 e para o problema de conveccao pura k = 0.
Sao apresentados resultados para valores de « igual a 22,5°, 45° e 67,5° e 6 igual a 0,5,

0,67 e 1,0. Todos os resultados sao mostrados no instante ¢t = 3, 4.

q.n=0

c=1 { c=1 { q.n=0

(= ST N SO

c=1 c=0 Cc= c=0

(a) Convecgao Pura (b) Conveccao-Difusao

Figura 5.7: Condicoes de contorno para convecgao-difusdo(a) e convecgao pura(b)

As matrizes Ay, Ay, As e B que descrevem o sistema de equagoes, para este exemplo,

sao dadas por:

100
Ay=10 0 0 (5.45)
00 0
[ 0 —k 0]
A= -1 0 o0 (5.46)
0 0 0
0 0 —k |
As=1 0 0 0 (5.47)
10 0
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0 up uy
B = 1 0 (5.48)
0 0 1
para
c
c=|q (5.49)
42

As Figuras 5.8 a 5.13 apresentam graficos para concentragao. Nas formulagoes semi-

discretas utilizamos At = 0,2 e para formulacao espago-tempo At = 0,02, para as for-

mulacoes 6-Minimos Quadrados, ponderada e espaco-tempo 6 = 0,5 e na formulacao

semi-discreta implicita # = 1, 0.

1,20E400

(a) Semi-discreta implicita

1,206+00

-2,00E-01

(c) Semi-discreta f-minimos qua-

drados

1,206+00

(b) Semi-discreta ponderada

1 20E %00

-2, 0001

(d) Espaco-tempo

Figura 5.8: Convecgao-difusao - oo = 22, 5°
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120400 1,20E+00

-2 D0E 01 -200E-01

~

(a) Semi-discreta implicita (b) Semi-discreta ponderada
(¢) Semi-discreta #-minimos qua- (d) Espago-tempo
drados

Figura 5.9: Conveccao-difusao - o = 45°

r

(a) Semi-discreta implicita (b) Semi-discreta ponderada

1.206+00 r

2,000

1 20E +00 1,30E+00

200801 2,00E-01

1,206 +00

-2,00E-m

(c) Semi-discreta @-minimos (d) Espaco-tempo

quadrados

Figura 5.10: Conveccao-difusao - a = 67,5°
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1,20E+00 1208400

2,00E 01 ~2DOED1

(a) Semi-discreta implicita (b) Semi-discreta ponderada

1,208400 1,20E 00

2,00E 01 -2,00E-01

(c) Semi-discreta @-minimos qua- (d) Espago-tempo

drados

Figura 5.11: Conveccao pura - a = 22,5°

1,20E+00 120400

2 00E01 200601

(a) Semi-discreta implicita (b) Semi-discreta ponderada

1208400 1,20E+00

~

2,008 01 -2,00E-01

(¢) Semi-discreta f-minimos qua- (d) Espago-tempo

drados

Figura 5.12: Conveccao pura - o = 45°
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1,206 +00

(a) Semi-discreta implicita

1,20E 400

-2,008-01

(c) Semi-discreta 6-minimos

quadrados

1,20E 400

-2,008-01

(b) Semi-discreta ponderada

1,206+00

2,000

(d) Espaco-tempo

Figura 5.13: Conveccao pura - a = 67, 5°

5.5.3 Exemplo 3 - Dominio Heterogéneo

Para testar os métodos propostos apresentamos o calculo da concentracao para as veloci-

dades variaveis encontradas no Exemplo 2 do Capitulo 4, com malha inclinada apresentada

na Figura 4.1 e formulacao com rotacional.

A solugoes encontradas para concentragao sao mostradas nas Figuras 5.15 a 5.17 nos

tempos t = 0,12 e t = 0,4 para cada formulacao e At = 0,04, para a formulacao espaco-

tempo utilizamos 7 = 10712,
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r1,20E+00

L2 poE -1

(a) 0=1,0et=0,12

(b) 0=1,0et=0,4

Figura 5.14: Formulacao Implicita

1,40E +00

-2,0E-M

(a) #=0,5et=0,12

r 1,205 +00

L2,00E 01

(¢c) 0=0,67Tet=0,12

(b) 6=0,5¢et=0,4

(d) §=0,67Tet=0,4

Figura 5.15: Formulacao Ponderada

1,20E+00

L 2,00e-01

r1,20E+00

L2 0cE o1

r1,20E+00

L2 0cE o1
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1 40E +00 r1,20E +00

L2 00E 01 L2, 00E 01

(a) 0=0,5et=0,12 (b) 6=0,5et=0,4

1, 20E+00 1 ,20E +00

L2 poE L2 00E 01

(c) 6 =0,6Tet=0,12 (d) 6=0,67Tet=04

Figura 5.16: Formulacao 6-Minimos Quadrados
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(1, 50E +00 {1 4QE +00

L1 ooE+00 L4 neE-01

(a) 0=0,5et=0,12 (b) 6=0,5et=0,4

1,206+00 1 ADE 00

~-6,00E-M --2,0E-M

(c) §=0,67et=0,12 (d) §=0,67Tet=0,4

1,20E+00 r1,20E+00

-4 0001 --2,0E-M
() 0=1,0et=0,12 (f)§=1,0et=0,4

Figura 5.17: Formulacao Espaco-Tempo

5.5.4 Exemplo 4 - Velocidades variaveis

Para testar o funcionamento das formulacoes quando o vetor velocidade é variavel foi feita
uma simulagao proposta por Jiang [4], onde o problema de 5 pocos é modelado por uma

equacao transiente puramente convectiva, com as velocidades definidas explicitamente
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por:
T r—1

= — 5.50

U1<x,y) ZE2 + yg (Q’I _ 1)2 + (y . 1)2 ( )
y y—1

= — 5.51

Ug(l‘,y) $2+y2 ($—1)2+<y—1)2 ( )

A formulagao escalar foi resolvida por Jiang [4] para 6 = 1, ou seja, formulagao

implicita.

A titulo de comparacao essa equacao foi reescrita como um sistema esquivalente,
conforme (5.8) e utilizamos as formula¢oes semi-discretas mostradas neste capitulo. Como
a formulagao espaco-tempo nao apresentou bons resultados para velocidades variaveis,

esses resultados nao sao apresentados para este exemplo.

O dominimo bidimensional quadrado (0,1) x (0,1) é discretizado em uma malha de
25 x 25 elementos isoparamétricos bilineares, com condi¢ao de contorno ¢(0,0,t) = 1 e

condigao inicial ¢(z,y,0) = 0.

A solugoes encontradas sao mostradas no tempo t = 0,12 e t = 0,348 para cada

formulacao e At = 0, 004.

Para este problema, as matrizes Ag, A1, Ay e B para as formulagoes propostas, podem

ser dadas por:

100
Av=10 0 0 (5.52)
000
- _
Ai=|-10 0 (5.53)
- 0 -
[0 0 0]
Av=1 0 0 0 (5.54)
|10 0|
0 Uy U9
B=|0 1 0 (5.55)
00 1
C
c=| q (5.56)
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e Ay é a matriz que multiplica o termo da derivada temporal.

1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 5.18: Formulacao implicita escalar em ¢t = 0,12 e ¢ = 0, 348

1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 5.19: Formulacao implicita sistema em t = 0,12 e ¢t = 0, 348
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1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 5.20: Formulacao ponderada § = 0,5 em ¢t =0,12 e t = 0, 348

1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 5.21: Formulacao ponderada § = 0,67 em ¢t =0,12 e t = 0,348
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1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 5.22: Formulacao 6-minimos quadrados # = 0,5 em ¢t = 0,12 e t = 0, 348

1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 5.23: Formulacao #-minimos quadrados 6 = 0,67 em t = 0,12 e t = 0, 348

Como a formulacao espaco-tempo nao apresentou bons resultados para problemas com
velocidade variavel ela nao sera utilizada na continuidade do presente trabalho. Resultados
para essa formulacao com o sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem equivalente

descrito de outra forma, sao apresentados em [29].



Capitulo 6

Escoamentos Miscivelis: Simulacao Numé-
rica

Neste capitulo apresentamos resultados numéricos para o problema de escoamentos mis-
civeis. Nosso problema de interesse é simular casos de recuperacao terciaria em campos
de petréleo, que tém suas condicoes naturais alteradas, pela injecao de um fluido, com o
objetivo de aumentar a pressao interna e conseqiientemente a vazao dos pocos produtores.
O modelo matematico utilizado é descrito no Capitulo 3, composto de um sub-sistema
eliptico e uma equacao de transporte envolvendo as variaveis pressao, velocidade e con-

centracao.

Tendo em vista os resultados encontrados nos capitulos anteriores, as velocidade sao
obtidas pela formulacao de minimos quadrados com rotacional e a concentracao é encon-
trada aplicando-se as formulacgoes semi-discretas de minimos quadrados. Como no nosso
exemplo de interesse o termo de fonte é representado por deltas de Dirac, apresentamos
uma técnica de remoc¢ao de singularidades proposta em [1, 9, 10]. O algoritmo implicito
seqiiencial ¢ utilizado no presente trabalho e para todas as simulacoes consideramos os

exemplos encontrados em |1, 2, 11]

6.1 Meétodo Implicito Seqiiencial

Como descrito em capitulo anteriores é necessario se obter a variavel velocidade com boa
precisao para o calculo preciso da concentragao. Assim utilizamos para o sub-sistema
eliptico em questao, a formulagao com rotacional e, como em [1, 10] aplicamos o método
implicito seqiiencial, ou seja:

V.u" = f" (6.1)
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k(x)
u" = - Vp" 6.2
p(c™) 62)
%\t:tnﬂ +u" - V" — V- D) Vet vttt = gt gl (6.3)

6.2 Configuracao de Cinco-Pocos

A técnica de recuperacao terciaria de petroleo trata do escoamento monofasico com duas
componentes em um meio poroso bidimensional (6leo+solvente). Para esse problema o

campo de petroleo é dividido em pocos de injecao e pogos de producao.

Para as simulacoes realizadas nesse trabalho consideramos, como usual, uma confi-
guracao alternada de pocos de injecao e producao representada por um arranjo de cinco

pocos apresentado na Figura 6.1, onde o reservatorio é composto por varios blocos iguais.

Por causa da simetria, o dominio para todas as simulacoes deste capitulo representa
um quarto de arranjo de cinco pocos de lado L = 1000f¢, com um poc¢o de injecao [
localizado no ponto (0,0) e um pogo produtor P no ponto (1000,1000) como mostra a

Figura 6.1.

As simulagoes sao feitas em um reservatorio homogéneo, com a malha dicretizada
em 50 x 50 elementos isoparamétricos bilineares, com tensor de permeabilidade de com-
ponentes k, = k, = 100mD, porosidade A = 0,1, coeficiente de difusividade molecular
a, = 0,0, coeficientes de dispersao longitudinal e transversal oy = 1,0 e oy = 0,0. O
pocos de injecao opera com uma vazao de 200% em um tempo correspondente a 5% do

volume poroso, ou seja:
e volume total do meio poroso: 1000 ft - 1000ft - 1ft = 106 f¢?

e volume injetado: 10°f#%-5% - A = 5000 f¢3
5000 f43

i
2005

e tempo de injecao: = 2bdias

Portanto, o poco injetor opera com uma vazao de 200% durante 25 dias, logo ¢ =1

até tempo igual a 25 dias e ¢ = 0 para tempo maior que 25 dias.
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///
\S
e

D
e

=
"><

Lol

Figura 6.1: Configuragao de um quarto de arranjo de cinco pogos [2]

6.3 Fontes Singulares

Na aplicacao do modelo matematico descrito nas Equacgoes 3.1-3.6, o termo de fonte é
modelado por deltas de Dirac no pocos de injecao e producao, trazendo sérias implicacoes
na resolucao do sub-sistema eliptico, como a perda de regularidade do campo de veloci-
dade. Apresentamos a seguir uma forma de contornar esse problema apresentada em [9|

e utilizada em [1, 10].

Para um arranjo de N, poc¢os, em cada intervalo de tempo t,,, decompomos o campo

velocidade u" do sub-sistema eliptico em:
u" =u; +u; (6.4)

onde uy é a parte regular do campo das velocidades em ¢ = ¢,,, e ul é a parte singular

dada por:
Np
u, = Zu;” (6.5)
i=1

Assim, como em 9], a equagdo V - u = f é resolvida como:

i) parte singular:

Voupt = fr (6.6)
onde
Np
f(x) = Z Qid (i, yi), (6.7)
i=1

sendo d(x;,y;) o delta de Dirac em (z;,y;) e @; sao fluxos especificados nos N, pogos de

producao e injecao.
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ii) parte regular:

V-ou!'=0 (6.8)

r

substituindo a equagao (6.4) na condi¢ao de contorno u-n = 0, a parte regular do problema

fica com condicao de contorno nao-homogéneas em u;’, ou seja:
u,-n=-u’-n em I (6.9)
A pressao no instante ¢, também é decomposta na parte singular e regular como:
P =p (6.10)
A parte singular do problema é dada pela resolu¢ao do seguinte problema:
Veou=f-o0(x;,y) (6.11)

u=Vp (6.12)

tem solu¢ao analitica [9] dada por:
Np

N,
N i Qi
no__ Y- [ — x; 1
B =30 =3 g ik = o (6.13)

onde k; = k(x;) e p; = pu(c™(x;)) sao os valores de k e p no pogo i no instante ¢,.

Assim, com a decomposigao das velocidades (6.4) a parte regular do sistema é dada

por:
N
k(x) - ( k()i ) :
u = ———=Vp! + —— =1 |u} 6.14
w2 et (014
com u; sendo calculada explicitamente a partir da Equagao (6.13).

O resultado das operagoes apresentadas nesta se¢ao fornece um sistema em u’ e p}' com
mais regularidade, sem termo de fonte (6.8) e com condigoes de contorno nao-homogéneas
(6.9).

6.4 Simulacao de Injecao de Tracgadores

Diversos processos na simulacao numérica de reservetorio de petroleo sao modelados pelo
escoamento de um fluido incompressivel através de outro num meio poroso A injecao de
tragadores, por exemplo, é modelada pelo escoamento de um fluido (solvente) que pos-

sibilitara a caracterizacao do reservatorio, como a diregao do escoamento. O tempo de
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chegada e a concentracao do tragador nos pocgos de producao sao informacoes impor-
tantes que permitem caracterizar o reservatorio. Geralmente o tragador nao interfere
nas propriedades do fluido residente e pode-se considerar a mistura dos fluidos com ra-
zao de mobilidade unitéria. Nesse caso p(c), dado pela Equagao (3.12) é constante e o
sub-sistema eliptico é resolvido somente uma vez.

Resultados numéricos para concentragao sao apresentados nas Figuras 6.2 a 6.4 para
(M = 1) e intervalo de tempo At = 1 dia. Apesar da discretizagdo menos refinada, os
resultados fornecidos nas formulacoes utilizadas nesse trabalho, apresentam resultados

comparaveis aos encontrados em outros trabalhos [1, 2, 10, 11] utilizando formulagdes de
Galerkin estabilizadas e malhas mais refinadas.

1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 6.2: Formulagao implicita em ¢t = 300 e ¢ = 1500 dias



6.5 Simulagao com razdo de mobilidade adversa 71

1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 6.3: Formulagao ponderada (f = 0,5) em ¢ = 300 e ¢ = 1500 dias

1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 6.4: Formulac¢ao 6-Minimos Quadrados (§ = 0,5) em ¢t = 300 e ¢t = 1500 dias

6.5 Simulacao com razao de mobilidade adversa

A razao de mobilidade adversa acontece quando o fluido injetado é menos viscoso que

o fluido residente. Variacoes de M e parametros de dispersao sao fatores diretamente
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relacionados a taxa de recuperacao do reservatorio, que tende a diminuir a partir do

aumento da razao de mobilidade M [11].

Em escoamentos misciveis com razao de mobilidade adversa é freqiiente se encontrar

resultados numéricos com oscilagoes espurias, como os mostrados na Figura 6.5 |1, 2|.

Além disso esse problema apresenta elevado custo computacional pois neste caso, o sub-

sistema eliptico tem que ser resolvido a cada instante de tempo.

Resultados numéricos sao apresentados nas Figuras 6.6 a 6.8 para (M = 41), com

intervalo de tempo At = 10 dias.

€ = (%0 x 100
HR = &1

oL = 2, OF =« .2
OL = 40; t = 1000

r

Figura 6.5: Oscilagbes espuricas |1, 2]

1.2
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
-0.2

Figura 6.6: Formulagao implicita em ¢ = 300 e ¢ = 1500 dias

1.2

—

0.8

0.4
0.2

-0.2
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1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 6.7: Formulagao ponderada (f = 0,5) em ¢ = 300 e ¢ = 1500 dias

1.2 1.2
1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

-0.2 -0.2

Figura 6.8: Formulac¢ao 6-Minimos Quadrados (§ = 0,5) em ¢t = 300 e ¢t = 1500 dias

Em todos os exemplos analisados foram encontradas solugoes estaveis e com o com-

portamento fisico previsto, mesmo com a utilizacdo de uma malha de 50 x 50 elementos

bilineares.



Capitulo 7

Conclusao

Nesse trabalho apresentamos a formulacao de minimos quadrados aplicada a problemas
de escoamentos misciveis. Avaliamos o comportamento dessa formulagao aplicada ao sub-

sistema eliptico e a equacao de transporte, predominantemente convectiva.

Para o sub-sistema eliptico observamos, nos exemplos analisados, que a formulagao
mista em pressao e velocidade apresenta resultados comparaveis aos encontrados na lite-
ratura para as mesmas aplicagoes. Apesar de, nesse problema, estarmos resolvendo um
sistema de equagoes com 3 incégnitas por nd, a matriz resultante é simétrica positiva
definida.

A inclusao da equacao de irrotacionalidade do fluxo, nao aumenta o nimero de equa-
¢oes desse sistema e melhora as taxas de convergéncia obtidas por essa formulagao. Isso
pode ser observado no Exemplo 2 do Capitulo 4 onde foi possivel captar inclusive, o perfil

parabolico do comportamento da velocidade.

Para a equacao de transporte observamos, para algumas aplicagoes, excelentes resul-
tados para a formulacao espago-tempo descontinuo de elementos finitos, no entanto essa
formulacao merece ser melhor analisada para melhor compreensao dos parametros envol-
vidos (6, 7, At), embora nesse caso, a formulagao perca a simetria devido ao termo do

salto.

Em relacao a formulagao semi-discreta, os melhores resultados, em termo de estabi-
lidade e precisao, se comparados com resultados encontrados na literatura, foram encon-
trados com a formulagao totalmente implicita (§ = 1) e para a formula¢ao f-minimos
quadrados. Cabe ressaltar que essas formulacoes resultam em uma matriz simétrica po-
sitiva definida mas por terem sido descritas como um sistema equivalente de equacoes

diferenciais de 1* ordem, apresentam uma variavel escalar e uma vetorial como incognitas
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nodais.

Esses resultados mostram que as formulagoes de minimos quadrados, tanto para pro-
blemas estacionarios como para problemas transientes, se constituem em uma opc¢ao para
as formulagoes classicas e para as formulagoes estabilizadas em uso, merecendo continui-

dade no entendimento de seu comportamento.
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