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"Eu não vim até aqui pra desistir agora
Minhas raízes estão no ar

Minha casa é qualquer lugar
Se depender de mim eu vou até o �m

Toda a vida, o dia inteiro
Não seria exagero

Se depender de mim eu vou até o �m
Cada célula, todo �o de cabelo
Falando assim parece exagero

Mas se depender de mim
Eu vou até o �m"

Humberto Gessinger



Dedico este trabalho à Deus,
que sempre me deu forças para

continuar mesmo nos
momentos difíceis.
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Resumo

O escoamento miscível incompressível em meios porosos, caracterizando o processo de
recuperação terciária em reservatórios de petróleo, é modelado matematicamente por um
sistema acoplado de equações diferenciais parciais não-lineares, com condições de contorno
e condições iniciais adequadas. O modelo matemático consiste de um sub-sistema elíptico
envolvendo os campos de pressão e velocidade, oriundo da Lei de Conservação de Massa
e Lei de Darcy, e uma equação de transporte, predominantemente convectiva para a
concentração, sendo essa a variável de maior interesse.

Várias formulações variacionais têm sido empregadas para resolver este problema,
visando a determinação precisa da velocidade. Neste trabalho o método dos elementos
�nitos com a formulação variacional de mínimos quadrados é aplicada ao sub-sistema elíp-
tico do problema. Com o acréscimo da equação do rotacional nulo obtém-se convergência
na norma H1 tanto para a pressão como para a velocidade. A equação de transporte
também é resolvida pela formulação de mínimos quadrados a partir de sua descrição
como um sistema equivalente de equações diferenciais de primeira ordem, que apesar de
ser uma formulação mista, acomoda interpolações de igual ordem para concentração e
sua derivada. Resultados numéricos são apresentados e comparados com os descritos na
literatura.



Abstract

Incompressible miscible �ow in porous media which characterizes the process of tertiary
recovery in oil reservoir are numerically solved in this work. Such �ows are here modeled
through a coupled nonlinear partial di�erential equations system with proper boundary
and initial conditions. The mathematical model consists of an elliptic sub-system involving
both pressure and velocity �elds coming mass conservation law, Darcy's law and also from
a transport equation, which is predominantly convective being to the concentration the
main variable in this problem.

Several variational formulation have been used to solve this problem aiming the deter-
mination of an accurate velocity �eld. In the present work �nite element method with a
least square variational formulation are applied to the elliptic sub-system considering also
the inclusion of the null rotational equation which allow as to obtain H1 convergence both
for pressure as well for the velocity approximations. The convection-di�usion equation is
also numerically solved through least squares formulation after it has been rewritten as a
�rst order system of di�erential equation. This formulation besides of its mixed character
allows equal order interpolation for concentration and for it derivative. Numerical results
are presented and compared to the ones showed in the open literature.
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Capítulo 1

Introdução

O desenvolvimento de novos métodos numéricos aliado ao contínuo crescimento dos re-
cursos computacionais muito tem contribuído para a aplicação da simulação numérica em
escoamentos em meios porosos. Uma dessas aplicações, por exemplo, tem como objetivo
aumentar a produção de um campo de petróleo.

Para isso, técnicas de recuperação são normalmente utilizadas. Na chamada recupe-
ração primária a produção se dá naturalmente por diferença de pressão. Já nas técnicas
de recuperação, secundária e terciária, alteram-se essas condições naturais, utilizando a
injeção de �uidos através de poços de injeção, para aumentar a pressão no seu interior
e a vazão dos poços produtores. Nesses casos o escoamento é imiscível quando o �uido
é a água (recuperação secundária) e miscível quando o �uido injetado é gás ou solvente
(recuperação terciária).

Este trabalho tem como objetivo aplicar diferentes formulações de mínimos quadrados,
com o método de elementos �nitos [3, 4, 5, 6, 7], para cálculo da solução aproximada
do sistema de equações diferenciais utilizado para modelar o escoamento miscível em
reservatórios de petróleo.

Mais especi�camente, o escoamento miscível incompressível em meios porosos carac-
terizando o processo de recuperação de petróleo, é modelado matematicamente por um
sistema acoplado de equações diferenciais parciais não-lineares, sujeitos a condições de
contorno e condições iniciais [8]. Esse modelo matemático consiste de um sub-sistema
elíptico envolvendo os campos de pressão e velocidade, oriundo da Lei de Conservação
de Massa e Lei de Darcy, e uma equação de transporte predominantemente convectiva
para a concentração. A variável de maior interesse é a concentração do �uido injetado
entretanto, em se tratando de escoamento predominantemente convectivo é fundamental
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a determinação precisa da velocidade [9].

Vários tipos de aproximações, utilizando o método dos elementos �nitos baseado em
formulações de Galerkin, têm sido empregadas para resolver este problema. Dentre estes,
podemos destacar os seguintes trabalhos: Garcia [1], Castro [2], Malta [10], Ney [11] e
Karam Filho [12].

Formulações variacionais de mínimos quadrados que, em sua forma clássica, têm a
desvantagem de requerer maior grau de regularidade dos espaços de aproximação, têm sido
aplicadas em muitos problemas reescrevendo as equações que descrevem o fenômeno físico
como um sistema equivalente de equações diferenciais de primeira ordem, reduzindo assim,
a necessidade de maior grau de regularidade dos espaços de aproximação, requerida nesta
formulação na sua forma clássica [3, 13, 14, 15, 16, 17]. Ao se descrever o problema com
um sistema de equações equivalente, há a necessidade de se aproximar um maior número
de variáveis, devendo-se dessa forma trabalhar com uma formulação mista. Apesar disto,
tem-se mostrado que para diversas aplicações não há necessidade de compatibilidade entre
os espaços de aproximação para garantia de existência e unicidade da solução [3, 13, 15,
18, 19, 20].

Para apresentar o problema de interesse e as formulações a serem utilizadas, esse
trabalho está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2, apresentamos a formulação
variacional de mínimos quadrados na sua forma clássica e também aplicada à um sistema
de equações diferenciais de primeira ordem. No Capítulo 3, fazemos uma breve apre-
sentação do modelo matemático, objetivo deste trabalho, e descrevemos os algoritmos
normalmente utilizados na resolução do modelo matemático do problema descrito. Para
aproximar a pressão e a velocidade apresentamos no Capítulo 4 formulações mistas de
mínimos quadrados. Exemplos são apresentados para validar as formulações descritas.
No Capítulo 5, aproximamos a equação transporte, utilizando tanto uma formulação mí-
nimos quadrados semi-discreta como uma formulação mínimos quadrados espaço-tempo.
Diferentes exemplos numéricos com velocidades constantes e variáveis no tempo são apre-
sentados. Exemplos numéricos são apresentados no Capítulo 6, utilizando-se o algoritmo
implícito seqüêncial descrito no Capítulo 3 e �nalmente no Capítulo 7 são apresentadas
as conclusões do trabalho apresentado.



Capítulo 2

Formulação Variacional de Mínimos Qua-
drados

Formulações Variacionais de Mínimos Quadrados foram estudadas por Bramble e Schatz[21]
na solução numérica de problemas de valor de contorno elípticos. Nesta formulação a so-
lução aproximada é de�nida pela soma ponderada dos resíduos de mínimos quadrados da
equação diferencial e das condições de contorno, não envolvendo integração por partes,
como no método de Galerkin. Por essa razão, estas formulações têm a desvantagem de
requerer maior grau de regularidade dos espaços de aproximação.

A alternativa que tem sido utilizada para diminuir esta necessidade de maior regu-
laridade dos espaços de aproximação é a transformação da equação diferencial de ordem
superior a um, em um sistema de equações diferenciais equivalente de 1a ordem.

Neste capítulo apresentamos brevemente a formulação de mínimos quadrados aplicada
a uma sistema estacionário de 1a ordem.

2.1 Algumas de�nições

Apresentamos nessa seção algumas de�nições de operadores e de espaços a serem utilizados
neste trabalho.

De�nimos inicialmente os operadores:

• gradiente
(∇u)T =

{
∂u
∂x1

∂u
∂x2

.. ∂u
∂xnsd

}
(2.1)

onde nsd é o número de dimensões do espaço e u um valor escalar;



2.1 Algumas de�nições 16

• divergente:
∇ · q =

∂q1

∂x1

+
∂q2

∂x2

+ ... +
∂qnsd

∂xnsd

(2.2)

com
qT =

{
q1 q2 .. qnsd

}
(2.3)

• rotacional:
rotq = ∇× q =

∂q2

∂x
− ∂q1

∂y
(2.4)

onde × representa o produto vetorial.

De�nimos também os seguintes espaços e normas associadas:

Seja L2(Ω) o espaço de Hilbert contendo as funções u e v, quadrado integráveis em
Ω, com produto interno de�nido como:

(u, v) =

∫

Ω

uvdΩ (2.5)

com norma:
‖u‖2 =

∫

Ω

u2dΩ (2.6)

De�nimos os seguintes espaços de Hilbert:

(H(Ω))m =

{
u ∈ L2(Ω)∀|α| ≤ m,

∂u

∂xα

∈ L2(Ω)

}
(2.7)

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), u = 0 em Γ

}
(2.8)

Hdiv =
{
q ∈ L2;∇ · q ∈ L2(Ω)

}
(2.9)

H1 =
{
q ∈ L2;∇q ∈ L2(Ω)

}
, (2.10)

e as normas de Hdiv e H1:

‖ q ‖2
Hdiv

=‖ q ‖2 + ‖ ∇ · q ‖2 (2.11)

e
‖ q ‖2

H1
=‖ q ‖2 + ‖ ∇q ‖2 (2.12)
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2.2 Sistemas de Equações Diferenciais de Primeira Or-
dem Estacionários

Formulações de Mínimos Quadrados têm sido aplicada [3, 4, 22, 23] em diversos problemas
reescrevendo-se as equações que descrevem o fenômeno físico como um sistema equivalente
de primeira ordem, reduzindo assim, a necessidade de maior grau de regularidade de
espaços de aproximação requerida nesta formulação em sua forma clássica.

Como teremos um sistema de equações, o número de incógnitas a serem determinadas
é, normalmente, maior que o número de incógnitas necessárias na formulação clássica de
Galerkin. Por outro lado esta formulação conduz, de forma geral, em matrizes simétricas
positivas de�nidas, mesmo que o operador diferencial do problema considerado não seja
auto-adjunto.

Dado um problema descrito através de um sistema de equações diferenciais de primeira
ordem, de�nido em um domínio Ω de R2 onde desejamos encontrar u ∈ (H(Ω))2, sujeitos
a condições de contorno apropriadas, é sempre possível escrevê-lo da seguinte forma:

[L]u = f (2.13)

onde
[L] = A1

∂

∂x
+A2

∂

∂y
+B (2.14)

sendo A1, A2 e B matrizes m x m que de�nem o sistema de primeira ordem e o resíduo
desse sistema, R(u), pode ser dado por:

R(u) = [L]u− f (2.15)

Assim de�ne-se o funcional J de mínimos quadrados sobre o domínio Ω como:

J(u) =
1

2

∫

Ω

R(u)T R(u)dxdy (2.16)

Portanto o funcional de mínimos quadrados correspondente a equação (2.14) é

J(uh) =
1

2

∥∥∥∥A1
∂uh

∂x
+ A2

∂uh

∂y
+ Buh − f

∥∥∥∥
2

(2.17)

sendo ‖ · ‖, a norma em L2.

Nosso problema transforma-se então, em encontrar u ∈ (H(Ω))2, tal que:

J(u) 6 J(v) ∀v ∈ (H(Ω))2 (2.18)
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A formulação fraca é obtida a partir de (2.16) tomando a variação de J em relação a
u e igualando-se o resultado a zero, ou seja:

∇J(u) =

∫

Ω

([L]u) ([L]u− f) dΩ = 0 (2.19)

Assim, podemos escrever:
B(u,v) = f(v) (2.20)

onde
B(u,v) = ([L]u, [L]v) (2.21)

e
f(v) = (f, [L]v) (2.22)

A forma discreta deste problema, pode ser obtida de maneira usual, de�nindo um sub-
espaço uh de elementos �nitos de tal forma que:

J(uh) ≤ J(vh) ∀vh ∈ Hh ⊂ (H(Ω))2 (2.23)

Com a forma bilinear discreta dada por:

B(uh,vh) = ([L]uh, [L]vh) (2.24)

e
f(vh) = (f, [L]vh) (2.25)

2.3 Modelo Computacional de Elementos Finitos

A discretização de elementos �nitos da variável u é feita da forma usual como:

uh(x, y) =
Ne∑
j=1

φj(x, y)




u1j

u2j

u3j

...
umj




= ΦUe (2.26)

sendo Ne é o número de nós do elemento,Φ é a matriz das funções de interpolação, dada
por:

Φ =
[

φ1I φ2I . . . φNeI
]

(2.27)
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onde φi é a função de interpolação associada ao nó i, I a matriz identidade de ordem m,
m é o número de incógnitas de cada nó do elemento, Ue é o vetor das incógnitas de cada
elemento, ou seja:

UT
e =

[
U11 U21 . . . Um1 . . . UmNe

]
(2.28)

Substituindo-se a aproximação de elementos �nitos dada por (2.26) em (2.17), temos:

J(uh) =
1

2

∥∥∥∥A1
∂Φ

∂x
Ue +A2

∂Φ

∂y
Ue + BΦUe

∥∥∥∥
2

. (2.29)

Fazendo-se a variação de J(uh) com relação a Ue, temos:

∇J(Ue) =
1

2

∫

Ωe

[
A1

∂Φ

∂x
+ A2

∂Φ

∂y
+ BΦ

]T [(
A1

∂Φ

∂x
+ A2

∂Φ

∂y
+ BΦ

)
Ue − f

]
dΩe.

(2.30)
Igualando-se a variação ∇J(Ue) a zero, obtemos:

KeUe = Fe (2.31)

sendo,

Ke =

∫

Ωe

[
A1

∂Φ

∂x
+ A2

∂Φ

∂y
+ BΦ

]T [
A1

∂Φ

∂x
+ A2

∂Φ

∂y
+ BΦ)

]
dΩe (2.32)

e
Fe =

∫

Ωe

[
A1

∂Φ

∂x
+ A2

∂Φ

∂y
+ BΦ

]T

fdΩe (2.33)

Expandindo-se (2.32) e utilizando a notação ∂Φ
∂x

= Φx e ∂Φ
∂y

= Φy, temos:

Ke =

∫

Ωe

[
ΦTBTBΦ + ΦTBTA1Φx + ΦTBTA2Φy + ΦT

xAT
1BΦ + ΦT

y AT
2BΦ

]
dΩe+

+

∫

Ωe

[
ΦT

xAT
1A1Φx + ΦT

y AT
2A1Φx + ΦT

xAT
1A2Φy + ΦT

y AT
2A2Φy

]
dΩe (2.34)

Podemos escrever (2.34) como:

Ke =

∫

Ωe

DT
hLDhdΩe (2.35)

onde:

Dh =




Φ

Φx

Φy


 (2.36)

e

L =



BT

AT
1

AT
2




[
B A1 A2

]
(2.37)
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ou

L =




BTB AT
1B AT

2B
BTA1 AT

1A1 AT
2A1

BTA2 AT
1A2 AT

2A2


 (2.38)

Tendo-se as matrizes Ke e Fe de cada elemento, dadas em (2.35) e (2.33) respecti-
vamente, as matrizes K e F globais podem ser montadas da forma usual de elementos
�nitos.



Capítulo 3

Modelo Matemático para Escoamentos
Miscíveis

Neste capítulo apresentamos o sistema de equações diferenciais utilizado para modelar o
escomento de �uidos miscíveis incompressíveis em um meio poroso e diferentes algoritmos
para sua solução são apresentados.

3.1 Equações governantes

O modelo matemático para simulação de um reservatório de petróleo é de�nido por um
sistema acoplado de equações diferenciais parciais não-lineares governantes do problema,
juntamente com as respectivas condições de contorno e condicial inicial.

O movimento dos �uidos nos meios porosos é governado por um sistema de equa-
ções elípticas, e uma equação do tipo convecção-difusão, predominantemente convectiva,
expressando a conservação do �uido injetado, denominada equação de concentração.

Considerando o �uxo de �uidos miscíveis e incompressíveis através dos meios porosos,
num domínio rígido Ω ⊂ R2, com fronteira Γ, onde os efeitos gravitacionais são despre-
zados, o conjunto de equações governantes em um intervalo t ∈ [0, T ] pode ser descrito
como [8, 9]:

∇ · u = f em Ω× (0, T ) (3.1)

u = −k(x)
µ(c)

∇p em Ω× (0, T ) (3.2)

com condição de contorno:
u · n = 0 em Γ (3.3)
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e
λ∂c

∂t
+∇ · (cu)−∇ · (D(u,x)∇c) = f ĉ em Ω× (0, T ) (3.4)

com condições de contorno e inicial:

D(u,x)∇c · n = 0 em Γ (3.5)

c(x, 0) = c0(x) em Ω (3.6)

sendo:

• x = (x, y), o vetor posição;

• p(x, t), a pressão da mistura;

• u(x, t) a velocidade da mistura que é a velocidade de Darcy u(x, t) decomposta nas
componentes ux(x, t) e uy(x, t);

• λ = λ(x), a porosidade;

• k(x), a permeabilidade do meio poroso;

• c(x, t), a concentração da mistura dos �uidos;

• f = f(x, t), os termos fontes ou sumidouros;

• ĉ, a concentração no termo de fonte.

O tensor D de difusão-dispersão da equação da concentração pode ser expresso por
[8, 9]:

D = αmI+ | u | {αlE(u) + αtE(u)⊥
}

, (3.7)

onde o elemento (i, j) do tensor E(u) é dado por:

E(u)i,j =
1

| u |2uiuj, (3.8)

e a norma | u | é de�nida como:

| u |= (u2
1 + u2

2)
1
2 (3.9)

e
E(u)⊥ = I− E(u) (3.10)

sendo:

• I, a matriz identidade;
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• αm, o coe�ciente de difusão molecular;

• αl, o coe�ciente de dispersão longitudinal;

• αt, o coe�ciente de dispersão transversal.

Como no sub-sistema elíptico não há condição de contorno em p(x, t), ele �ca de�nido
a menos de constante. A forma escolhida para levantar essa indeterminação é prescrevendo
a pressão em um ponto qualquer do domínio de maneira que a solução p(x, t) tenha média
nula, ou seja:

∫
Ω

p(x, t)dx = 0 t ∈ (0, T ). (3.11)

A incógnita de maior interesse do sistema de equações (3.1-3.6) é a concentração
c(x, t), que nas simulações numéricas das técnicas de recuperação de reservatório, indica
o quanto da produção é in�uenciada pela injeção de um �uido ou seja, quanto de óleo passa
a ser recuperado a partir de alguma intervenção no comportamento normal de produção
do reservatório.

Na equação (3.2), lei de Darcy, a viscosidade µ é dada pela relação empírica [24, 25]:

µ(c) = µresidente

[
1− c + M

1
4 c

]−4

, c ∈ [0, 1] (3.12)

Em deslocamentos miscíveis a razão de viscosidade entre o �uido residente (µresidente)

e o injetado (µinjetado) é conhecido como razão de mobilidade M [25] e é dada por:

M =
µresidente

µinjetado

(3.13)

3.2 Algoritmos de Solução

Nesta seção apresentamos alguns algoritmos de solução, para o modelo matemático des-
crito. Utilizamos a notação ∂c

∂t

∣∣
t=ti

para denotar tanto as discretizações no tempo em
diferenças �nitas [1, 26, 27, 28] como espaço-tempo de elementos �nitos [2].

3.2.1 Método Implícito na Pressão e Explícito na Concentração

Para n = 0, 1, 2, ..., N achar un, pn e cn+1 em Ω× [0, T ] é dado como:

∇ · un = fn (3.14)
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un = − k(x)

µ(cn)
∇pn (3.15)

∂c

∂t

∣∣∣∣
t=tn+1

+∇ · (uncn)−∇ · (D(un)∇cn) = ĉfn (3.16)

Dada a forma explícita de aproximação da equação da concentração, este método
normalmente é referido como IMPES (Implícito para Pressão e Explícito para Saturação).
Por ser explícito na equação integrada no tempo, esse método tem a desvantagem de
necessitar intervalos de tempo extremamente pequenos para garantia da estabilidade da
solução, comprometendo o desempenho computacional.

3.2.2 Método Totalmente Implícito

Para n = 0, 1, 2, ..., N achar un+1, pn+1 e cn+1 em Ω× [0, T ] dado como:

∇ · un+1 = fn+1 (3.17)

un+1 = − k(x)

µ(cn+1)
∇pn+1 (3.18)

∂c

∂t

∣∣∣∣
t=tn+1

+∇ · (un+1cn+1
)−∇ · (D(un+1)∇cn+1

)
= ĉfn+1 (3.19)

Nesse algoritmo, a cada intervalo de tempo o sistema constituído pelas equações de
pressão, velocidade e concentração é resolvido de forma acoplada.

Ao contrário do método IMPES este método, totalmente implícito, apresenta boas
propriedades de estabilidade podendo, em princípio, ser adotado qualquer valor do passo
de tempo na discretização temporal permitindo intervalo de tempo adaptativo [28]. Sua
desvantagem é a necessidade da resolução de um sistema não-linear a cada intervalo de
tempo.

3.2.3 Método Implícito Seqüencial

Para este método desenvolve-se o termo ∇ · (uc), da equação não-linear de transporte:

∇ · (uc) = u · ∇c + c∇ · u (3.20)

Substituindo-se (3.1) em (3.20) tem-se:

∇ · (uc) = u · ∇c + fc (3.21)
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o método implícito seqüencial é linearizado como:
Para n = 0, 1, 2, ..., N achar un, pn e cn+1 em Ω× [0, T ] dado como:

∇ · un = fn (3.22)

un = − k(x)

µ(cn)
∇pn (3.23)

∂c

∂t

∣∣∣∣
t=tn+1

+ un · ∇cn+1 −∇ ·D(un)∇cn+1 + cn+1fn+1 = ĉn+1fn+1 (3.24)

Este algoritmo, que tem sido utilizado com sucesso em trabalhos anteriores [1, 11],
é também adotado no presente trabalho. Assim, a cada intervalo de tempo a pressão e
a velocidade são calculadas pelo sub-sistema elíptico, descrito em t = tn, e os resultados
para a variável velocidade utilizados no cálculo da concentração na equação de transporte.

Para avaliar o comportamento das formulações a serem utilizadas no presente trabalho
para solução do sistema (3.1-3.6), os problemas de velocidade e pressão e da concentração
são tratados, de forma isolada, nos Capítulos 4 e 5 respectivamente.



Capítulo 4

Aproximação para Equações de Pressão e
Velocidade

Apresentamos neste capítulo formulações de Mínimos Quadrados aplicadas ao sub-sistema
elíptico, descrito no capítulo anterior, que calcula a pressão e a velocidade. Como a
velocidade, e não a pressão, aparece na equação de concentração que faz parte do modelo
matemático que simula o escoamento miscível, atenção especial deve ser dada a obtenção
de aproximações precisas para este campo, tentando minimizar os erros na aproximação
da concentração a não afetar a sua precisão.

Para melhorar as taxas de convergência para velocidade apresentamos também a
formulação de mínimos-quadrados aplicada a esse problema, com a inclusão do termo
do rotacional nulo. Exemplos são apresentados para avaliar resultados das formulações
apresentadas.

4.1 De�nição do problema

Consideremos, por simplicidade, Ω ⊂ R2 um domínio limitado, com fronteira Γ regular,
tal que:

Γu ∪ Γp = Γ

Γu ∩ Γp = ∅ (4.1)

onde ∅ é o conjunto vazio.

Descrevemos o problema como:



4.2 Formulação Mista em Pressão e Velocidade 27

Para um dado valor f, achar os campos u e p que satisfazem a:

∇ · u = f em Ω (4.2)

u = −k(x)∇p em Ω (4.3)

p = δ em Γp (4.4)

u · n = 0 em Γu, (4.5)

sendo:

• u = (u1, u2), o vetor velocidade;

• p, o valor escalar que de�ne a pressão.

4.2 Formulação Mista em Pressão e Velocidade

Para esse problema, como mostrado em [3], mesmo se trabalhando com formulação mista
em pressão e velocidade, recai-se num problema de minimização do funcional não exigindo
dessa forma, compatibilidade entre os espaços de aproximação.

Assim, a formulação variacional de mínimos quadrados é aplicada da seguinte forma:

J(u, p) =
1

2

[∫

Ω

(∇ · u− f) (∇ · u− f) + (u+ k(x)∇p)
(
k−1(x)u+∇p

)
dΩ

]
(4.6)

sendo u o vetor velocidade, p a pressão e k(x) uma matriz diagonal.

Associado à minimização de J , temos o seguinte problema variacional:

Problema P1: Achar u e p, tal que:

B({u, p}; {q, η}) = F (q, η) (4.7)

sendo B(·, ·) e F (·), de�nidos como

B({u, p}; {q, η}) =

∫

Ω

(∇ · u) (∇ · q) + (u + k(x)∇p)
(
k−1(x)q +∇η

)
dΩ (4.8)

e
F(q) =

∫

Ω

f∇ · qdΩ (4.9)

A análise de erro dessa formulação com o método dos elementos �nitos apresenta a
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seguinte taxa de convergência [3, 13]:

‖p− ph‖H1
+ ‖u− uh‖Hdiv

≤ chk (4.10)

sendo k o grau do polinômio de interpolação tanto da variável p quanto da variável u.
Polinômios de diferentes graus também podem ser utilizados para aproximar cada uma
das variáveis desse problema, como apresentado em [13].

4.3 Formulação com Rotacional

Para melhorar a aproximação para o campo das velocidades, que é a variável de maior
interesse do problema, foi proposto em [3, 13] uma formulação incluindo a equação do
rotacional nulo do campo u.

Dessa forma o sub-sistema elíptico é reescrito da seguinte forma:

∇ · u = f em Ω (4.11)

u = −k(x)∇p em Ω (4.12)

k(x)−1∇× u = 0 em Ω (4.13)

p = δ em Γp (4.14)

u · n = 0 em Γu (4.15)

u× n = 0 em Γp (4.16)

O funcional de Mínimos Quadrados para o problema em questão é

J(u, p) =
1

2

∫

Ω

(∇ · u− f)(∇ · u− f) + (k(x)−1∇× u)(k(x)−1∇× u)+

(u+ k(x)∇p)(k(x)−1u +∇p)dΩ (4.17)

com u, p e f e k de�nidos na seção anterior.

Fazendo-se a variação de J , temos o seguinte problema variacional:

Problema P2: Achar (u, p), tal que:

B {(u, p); (q, η)} = F(q) (4.18)
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com B(·, ·) e F(·), de�nidos a seguir.

B {(u, p); (q, η)} =

∫

Ω

(∇ · u) (∇ · q) + (u + k (x)∇p)
(
k (x)−1 q +∇η

)
+

(
k (x)−1∇× u

)
(k(x)−1∇× q)dΩ (4.19)

F(q) =

∫
f∇ · qdΩ (4.20)

Observa-se que esse sistema mantém o número de incógnitas nodais e conseqüente-
mente a ordem do sistema de equações.

Para essa formulação a taxa de erro [3, 13] do problema discretizado pela método dos
elementos �nitos encontrada é:

‖p− ph‖H1
+ ‖u− uh‖H1

≤ chk (4.21)

onde k é o grau do polinômio de aproximação tanto para p quanto para u, h é o intervalo
de discretação espacial e c uma constante.

Nesse caso, pode-se também obter a taxa de erro em L2 [13] dada por:

‖p− ph‖L2
+ ‖u− uh‖L2

≤ chk+1 (4.22)

para interpolações de igual ordem, embora diferentes ordens de aproximações possam ser
utilizadas para aproximar p e u [13].

4.4 Resultados Numéricos

Para testar as formulações propostas apresentamos a seguir resultados para um domínio
homogêneo e heterogêneo, tanto para malha regular quanto para malha apresentada na
Figura 4.1, utilizando as formulações de mínimos quadrados descritas nos problemas P1

e P2.
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Figura 4.1: Malha inclinada

Para estes exemplos, as matrizes A1, A2 e B que descrevem o sistema de equações
diferenciais, podem ser dadas por:

A1 =




k 0 0

0 0 0

0 1 0


 (4.23)

A2 =




0 0 0

k 0 0

0 0 1


 (4.24)

B =




0 1 0

0 0 1

0 0 0


 (4.25)

para

u =




p

u1

u2


 (4.26)
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Para formulação com o rotacional temos:

A1 =




k 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 −k−1




(4.27)

A2 =




0 0 0

k 0 0

0 0 1

0 k−1 1




(4.28)

B =




0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0




(4.29)

4.4.1 Exemplo 1

Como primeiro exemplo apresentamos um domínio quadrado de dimensão 1, e um meio
homogêneo com k = 0, 1 · I, onde I é a matriz identidade.

As condições de contorno prescritas são a pressão em x = 0, P (0, y) = 1, e x = 1,
P (1, y) = 0 e �uxo normal nulo em y = 0 e y = 1.

Para todos os exemplos desse capítulo o domínio foi discretizado em 25×25 elementos
isoparamétricos bilineares com integração de Gauss com 2× 2 pontos.

Resultados para formulação sem rotacional e com rotacional são apresentados nas Fi-
guras 4.2 e 4.3, para discretização com malha regular. Nas Figuras 4.4 e 4.5 apresentamos
também resultados sem rotacional e com rotacional com uma malha inclinada em relação
aos eixos cartesianos (Figura 4.1), como sugerido em [1].
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Figura 4.2: Permeabilidade homogênea

Figura 4.3: Permeabilidade homogênea e formulação com rotacional
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Figura 4.4: Permeabilidade homogênea e malha inclinada

Figura 4.5: Permeabilidade homogênea, malha inclinada e formulação com rotacional
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4.4.2 Exemplo 2

A seguir, o problema é aplicado a um meio heterogêneo (diferentes permeabilidades) como
apresentado na Figura 4.6.

A Figura 4.7 apresenta resultados da formulação sem rotacional, onde podemos obser-
var pequenas oscilações na velocidade próximo à região de baixa permeabilidade. A Figura
4.8 apresenta resultados da formulação com rotacional onde observa-se a não existência
de oscilações e um per�l parabólico para velocidade.

Figura 4.6: Domínio com permeabilidade heterogênea

Também para esse exemplo utilizamos uma malha regular e a malha apresentada
na Figura 4.1, os resultados para a formulação de mínimos quadrados e formulação de
mínimos quadrados com rotacional, são apresentados nas Figuras 4.7, 4.9 e nas Figuras
4.8, 4.10 respectivamente.
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Figura 4.7: Permeabilidade heterogênea

Figura 4.8: Permeabilidade heterogênea e formulação com rotacional
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Figura 4.9: Permeabilidade heterogênea e malha inclinada

Figura 4.10: Permeabilidade heterogênea, malha inclinada e formulação com rotacional
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Na Figura 4.9 podemos observar uma pequena oscilação nas velocidades próximo à
região de baixa permeabilidade. Com a inclusão da equação ∇ × u = 0 à formulação,
apresentada na Figura 4.10, não há mais oscilação e aparece um per�l parabólico não
captado em outras formulações. Para comparação apresentamos na Figura 4.11 resultados
de formulações estabilizadas de Galerkin apresentadas em [1].

(a) Velocidades obtidas pelo pós-processamento
global (contribuição do lado esquerdo)

(b) Velocidades obtidas pelo pós-processamento
global (contribuição do lado direito)

(c) Velocidades obtidas pelo pós-processamento
local com tensor de permeabilidade diagonal

(d) Velocidades obtidas pelo pós-processamento
local com tensor de permeabilidade completo

Figura 4.11: Ténicas de Pós-Processamento para a Velocidade [1]
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4.4.3 Exemplo 3

Neste exemplo o escoamento ocorre em função da diferença de pressão de uma região
con�nada nas laterais que possui duas barreiras perpendiculares à direção de escoamento,
formando um canal por onde o �uido deve passar. As barreiras são representadas por
região com baixa permeabilidade nas quais o �uido não deve penetrar (Figura 4.12).

As Figuras 4.13 e 4.14 apresentam resultados da velocidade para a formulação sem
rotacional e com rotacional respectivamente e a Figura 4.15 apresenta resultados da pres-
são encontrada na formulação com rotacional. Pode-se observar nas Figuras 4.13 e 4.14 a
continuidade das direções preferenciais dos vetores de velocidade.

Figura 4.12: Domínio e condições de contorno [1]



4.4 Resultados Numéricos 39

Figura 4.13: Formulação sem rotacional

Figura 4.14: Formulação com rotacional
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Figura 4.15: Representação da pressão na formulação com rotacional



Capítulo 5

Equação de Transporte

5.1 Introdução

Processos de convecção-difusão, governados por equações hiperbólicas, aparecem em di-
versos problemas de interesse como transporte de poluentes, escoamentos miscíveis, entre
outros. Várias formulações têm sido propostas com o objetivo de minimizar oscilações
espúricas ou amortecimento excessivo das soluções numéricos.

Recentemente formulações espaço-tempo de mínimos quadrados foram propostas apre-
sentando resultados estáveis e soluções ótimas para o problema unidimensional puramente
convectivo com número de Courant igual a 1 [19].

Formulações de mínimos quadrados com a equação de transporte descrita como um
sistema de equações diferenciais equivalente e de 1a ordem, começam a ser analisadas
tanto com a formulação de mínimos quadrados semi-discreta [18], quanto espaço-tempo
descontínua no tempo [19].

Neste capítulo apresentamos a formulação de mínimos quadrados aplicada à equação
de transporte puramente convectiva, e para equação convecção-difusão descrita como um
sistema de equações equivalente de primeira ordem, utilizando formulações espaço-tempo
[2, 17, 19, 20] e formulações semi-discretas [4, 18].

A equação puramente convectiva foi analisada tanto descrita em sua forma usual,
como uma equação escalar, quanto como um sistema de equações diferenciais equivalente
com a utilização de uma variável auxiliar [18].

A equação convecção-difusão, por conter termos de 2a ordem, é sempre analisada como
um sistema de equações diferenciais equivalente de 1a ordem.
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5.2 De�nição do problema

Sejam Ω ⊂ R2 um domínio limitado bidimensional, com fronteira Γ regular, tal que:

Γd ∪ Γn = Γ

Γd ∩ Γn = ∅ (5.1)

onde ∅ é o conjunto vazio.

A equação de convecção-difusão é dada por:

λ∂c
∂t

+ u · ∇(c)−∇ · (D∇c) = f em Ω× (0, T ) (5.2)

sendo λ a porosidade do meio poroso e com condições de contorno e inicial:

c = g em Γd × (0, T ) (5.3)

D∇c · n = g em Γn × (0, T ) (5.4)

c = c0 em Ω para t = 0, (5.5)

onde c é a quantidade desconhecida que é transportada pelo termo convectivo constante
u = (u1, u2), f é o termo fonte, D é o coe�ciente de difusão e g é o valor de contorno
prescrito de c em Γd.

Para utilizar a formulação de mínimos quadrados a equação (5.2) pode ser reescrita
de diferentes formas como um sistema de equações de primeira ordem, tais como:

λ∂c
∂t
− u · ∇c +∇ · q = f em Ω× (0, T )

q = D∇c em Ω× (0, T )
(5.6)

ou
λ∂c

∂t
+ u · ∇c−∇ ·Dq = f em Ω× (0, T )

q = ∇c em Ω× (0, T )
(5.7)

ou como
λ∂c

∂t
+ u · q−∇ ·Dq = f em Ω× (0, T )

q = ∇c em Ω× (0, T )
(5.8)

Na Seção 5.3 apresentamos formulações semi-discretas de mínimos quadrados e na
Seção 5.4 formulações espaço-tempo que aplicamos à equação de convecção-difusão.
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5.3 Formulação Semi-Discreta de Mínimos Quadrados

A seguir apresentamos a formulação semi-discreta de mínimos quadrados aplicada à equa-
ção de transporte, tanto para a equação escalar como sugerido em [4] para o problema
puramente convectivo, quanto para formulações mistas utilizadas em [18].

5.3.1 Formulação Escalar

A formulação escalar de mínimos quadrados é aplicada particulamente para equações
puramente convectivas que já são de primeira ordem. Para esse problema, utilizando a
discretização de diferenças �nitas para aproximar a derivada no tempo, temos:

cn+1 − cn

4t
+ u · ∇cn+1 = fn+1 (5.9)

onde cn representa c(x, tn), 4t uma variação �xa de tempo dada por ∆t = tn+1 − tn e
fn+1 = f(x, tn+1).

O funcional de mínimos quadrado associado à equação (5.9), é dado por:

J(ch) =
1

2

(
cn+1
h − cn

h

4t
+ u · cn+1 − fn+1,

cn+1
h − cn

h

4t
+ u · cn+1 − fn+1

)
(5.10)

O problema de achar a solução baseado na minimização do funcional (5.10) em relação
a cn+1

h pode ser de�nido como:

Problema P3: Achar cn+1
h , tal que:

(
cn+1
h − cn

h

4t
+ u · cn+1 − fn+1,

vn+1
h

4t
+ u · vn+1

)
= 0 (5.11)

A discretização para ch, vh, é dada da forma usual, de�nida como:

cn+1
h =

∑N
j=1 φjc

n+1
j

vn+1
h =

∑N
j=1 φjv

n+1
j

(5.12)

onde N é o número de nós do elemento e φj são as funções de interpolações usuais de
elementos �nitos descritas no Capítulo 2.
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5.3.2 Formulações para Sistema de Equações

No caso da equação convecção-difusão onde escrevemos o problema em um sistema de
equações diferenciais equivalente, apresentamos três diferentes formulações de mínimos
quadrados, como sugerido em [18], aplicadas ao sistema de primeira ordem descrito como
em (5.8).

• Formulação Implícita

• Formulação Ponderada de Mínimos Quadrados

• Formulação θ-Mínimos Quadrados

Formulações equivalentes podem ser obtidas para a equação puramente convectiva
descrita como o sistema (5.8), desprezando-se nas formulações a serem apresentadas nessa
seção, para equação de convecção-difusão, o termo relativo à difusão.

5.3.2.1 Formulação Implícita

Chamamos de formulação totalmente implícita quando todo o sistema está escrito no
tempo tn+1. Nesse caso, o funcional de mínimos quadrados associado ao sistema de
equações (5.8) é dado por:

J(ch,qh) =
1

2

[(
cn+1
h − cn

h

4t
+ u · qn+1

h −∇ ·Dqh − fn+1 ,

cn+1
h − cn

h

4t
+ u · qn+1 −∇ ·Dqh − fn+1

)
+

(
qn+1

h +∇cn+1
h ,qn+1

h +∇cn+1
h

)]
(5.13)

O problema de achar a solução do sistema (5.8) descrito, baseado na minimização do
funcional (5.13) em relação a cn+1

h e a qn+1 pode ser de�nido como:

Problema P4: Achar cn+1
h e qn+1

h , tal que:
(

cn+1
h − cn

h

4t
+ u · qn+1

h −∇ ·Dqh,
vn+1

h

4t
+ u · pn+1 −∇ ·Dph

)
+

(
qn+1

h +∇cn+1
h ,pn+1

h +∇vn+1
h

)
=

(
fn+1,

vn+1
h

4t
+ u · pn+1 −∇ ·Dph

)
(5.14)
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A discretização para ch, qh, vh, ph é dada da forma usual, de�nida como:

cn+1
h =

∑N
j=1 φjc

n+1
j

qn+1
h =

∑N
j=1 φjqn+1

j

vn+1
h =

∑N
j=1 φjv

n+1
j

pn+1
h =

∑N
j=1 φjpn+1

j

(5.15)

onde N é o número de nós do elemento e φj são as funções de interpolações usuais de
elementos �nitos descritas no Capítulo 2.

5.3.2.2 Formulação Ponderada de Mínimos Quadrados

A formulação que chamamos de ponderada, baseada em formulações propostas por Jiang
[4, 18] para outras equações, consiste em ponderar a equação transiente do sistema (5.8)
por um fator θ, para se obter uma aproximação desta equação no tempo tn+θ, e considerar
as equações estacionárias do sistema no tempo tn+1.

A discretização no tempo tn+θ da equação de concentração, feita pelo método de
diferenças �nitas, pode ser escrita da seguinte forma:

cn+1
h − cn

h

4t
+ u · qn+θ

h −∇ ·Dqn+θ
h = fn+θΩ (5.16)

para 0 ≤ θ ≤ 1.

O funcional discreto da formulação ponderada de mínimos quadrados neste caso é
então dado por:

J(ch,qh) =
1

2

[(
cn+1
h − qn

h

4t
+ u · qn+θ

h −∇ ·Dqn+θ
h − fn+θ,

cn+1
h − cn

h

4t
+ u · qn+θ

h −∇ ·Dqn+θ
h − fn+θ

)
+

(
qn+1

h −∇cn+1
h ,qn+1

h −∇cn+1
h

)]
(5.17)

A formulação, da forma como está proposta, utiliza uma ponderação para aproximar
qn+θ

h no funcional (5.17) para equação transiente. Para efetuar esta ponderação rede�ni-
mos qn+θ

h e fn+θ, da seguinte forma:

qn+θ
h = θqn+1

h + (1− θ)qn
h

fn+θ = θfn+1 + (1− θ)fn
(5.18)
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Substituindo essas aproximações em (5.17) temos:

J(ch,qh) =
1

2

[(
cn+1
h − cn

h

4t
+ u · (θqn+1

h + (1− θ) θqn
h

)
+∇ ·D (

θqn+1
h + (1− θ)qn

h

) −

θfn+1 + (1− θ) fn,
cn+1
h − cn

h

4t
+ u · (θqn+1

h + (1− θ) θqn
h

)−∇ ·D (
θqn+1

h + (1− θ)qn
h

)−

θfn+1 + (1− θ) fn
)

+
(
qn+1

h −∇vn+1
h ,qn+1

h −∇vn+1
h

)]
(5.19)

Achar a solução do sistema (5.8) baseado na minimização do funcional (5.19) em
relação a cn+1 e a qn+1 é então:

Problema P5: Encontrar (cn+1,qn+1), tal que:
(

cn+1
h − cn

h

∆t
+ u · (θqn+1

h + (1− θ)qn
h) +∇ ·D(θqn+1

h + (1− θ)qn
h),

vn+1
h

∆t
+ u · θpn+1

h +∇ ·Dθpn+1
h

)
+ (qn+1

h −∇cn+1
h ,pn+1

h −∇vn+1
h ) =

(
θfn+1 + (1− θ)fn,

vn+1
h

∆t
+ u · θpn+1

h +∇ ·Dθpn+1
h

)
(5.20)

5.3.2.3 Formulação θ-Mínimos Quadrados

Assim como na formulação anterior, na formulação θ-mínimos quadrados proposta em
[18], todo o sistema está descrito no tempo tn+θ e a aproximação ponderada por um fator
θ está na variável escalar cn+θ.

Fazendo a discretização no tempo, pelo método de diferenças �nitas, obtemos o se-
guinte funcional discreto para a formulação θ-mínimos quadrados:

J(ch,qh) =
1

2

[(
cn+1
h − cn

h

∆t
+ u · qn+θ

h +∇ ·Dqn+θ
h − fn+θ,

cn+1
h − cn

h

∆t
+ u · qn+θ

h +∇ ·Dqn+θ
h − fn+θ

)
+

(
qn+θ

h −∇cn+θ
h ,qn+θ

h −∇cn+θ
h

)]
(5.21)

Nesta formulação aproximamos cn+θ
h como:

cn+θ
h = θcn+1

h + (1− θ)cn
h. (5.22)

Substituindo (5.22) em (5.21) temos:

J(ch,qh) =
1

2

[(
cn+1
h − cn

h

∆t
+ u · qn+θ

h +∇ ·Dqn+θ
h − fn+θ,



5.4 Formulações Espaço-Tempo de Elementos Finitos 47

cn+1
h − cn

h

∆t
+ u · qn+θ

h +∇ ·Dqn+θ
h − fn+θ

)
+

(qn+θ
h −∇(θcn+1

h + (1− θ)cn
h),qn+θ

h −∇(θcn+1
h + (1− θ)cn

h))
]

(5.23)

Resolver o sistema (5.8) baseado na minimização deste funcional em relação a cn+1
h e

a qn+θ
h se reduz a:

Problema P6: Achar (cn+1
h e qn+θ

h ), tal que:
(

cn+1
h − cn

h

∆t
+ u · qn+θ

h +∇ ·Dqn+θ
h ,

vn+1
h

∆t
+ u · pn+θ

h +∇ ·Dpn+θ
h

)
+

(
qn+θ

h +∇(θcn+1
h + (1− θ)cn+1

h ),pn+θ
h +∇θvn+1

h

)
=

(
fn+θ,

vn+1
h

∆t
+ u · pn+θ

h +∇ ·Dpn+θ
h

)
(5.24)

5.4 Formulações Espaço-Tempo de Elementos Finitos

Consideremos a partição 0 = t0 < t1 < ... < tn = T do intervalo I = (0, T ) e denotemos
por In = (tn, tn+1) o n-ésimo intervalo. Para cada n, o domínio de integração espaço-tempo
é a "fatia" de�nida como:

Qn = Ω× In (5.25)

com fronteira
Pn = Γ× In (5.26)

onde Ω é o domínio espacial d-dimensional com fronteiras Γ.

Para a n-ésima "fatia" espaço-tempo, o domínio espacial Ω é subdividido em (Ne)n

elementos Ωn, e = 1, 2, ..., (Ne)n. Então

Qn =
⋃(Ne)n

e=1 Q
e

n Qe
n = Ωe

n × In (5.27)

Ω =
⋃(Ne)n

e=1 Ω
e

n Ωi
n ∩ Ωj

n = ∅ i 6= j (5.28)

onde Qn de�ne o domínio do elemento espaço-tempo, na n-ésima "fatia".

Dentro de cada elemento espaço-tempo, a solução tentativa e as funções de ponderação
são aproximadas por polinômios de interpolação de ordem k, Pk. Estas funções são
assumidas contínuas em C0 dentro de cada "fatia" espaço-tempo, porém descontínuas
através das interfaces das "fatias". Os espaços dos elementos �nitos são de�nidos como:

Uk
h =

{
ch ∈ C0(Qn), ch|Qe

n ∈ Pk(Q
e
n), ch = g em Png

} ⊂ H1(Qn) (5.29)
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onde
Png = Γg × In (5.30)

Considerando que as funções de interpolação dos elementos �nitos são descontínuas nas
interfaces das "fatias" espaço-tempo, de�nimos:

c
(
x, t±

)
= c

(
t±

)
= lim

ε→0±
c(tn + ε) (5.31)

e o salto da variável c em cada fatia do tempo é determinada por:

| [c(tn)] | = c(t+n )− c(t−n ) (5.32)

As funções de interpolação de elementos �nitos para a função teste e a função peso,
ch e vh respectivamente, admitindo-se aproximações constantes no tempo, são de�nidas
como:

ch(x, t) =
∑Nnp

j=1 Nj(x)ch
j,n+1 para x ∈ Ω, t ∈ In (5.33)

vh(x, t) =
∑Nnp

j=1 Nj(x)vh
j,n+1 para x ∈ Ω, t ∈ In (5.34)

onde Nnp é o número de pontos nodais, Nj(x) é a função de interpolação para o nó j,
ch
j,n+1 é o valor nodal de ch para o nó espacial j e para o tempo tn+1 e vh

n+1 é a função
peso correspondente para cada valor nodal.

5.4.1 Formulação Mínimos Quadrados Espaço-Tempo

Nesta seção apresentamos resultados preliminares da formulação mista de mínimos qua-
drados espaço-tempo descontínuo aplicada ao sistema (5.8), onde as equações estacionárias
que aproximam o �uxo, são multiplicadas por um fator τ [29].

Escrevemos a forma bilinear B(., .) e o funcional linear L(.) em algum tempo t = tn+θ

com θ ∈ [0, 1], e:
ch = θch(t−n+1) + (1− θ)ch(t−n ) (5.35)

qh = θqh(t−n+1) + (1− θ)qh(t−n ) (5.36)

Considerando uma discretização constante no tempo, a formulação de mínimos quadrados
espaço-tempo é aplicada ao sistema (5.8), obtendo:

Problema P7: Para n = 1, 2, ..., N , encontrar ch e qh tais que:

Bθ

({
ch,qh

}
;
{
wh,ph

})
= Lθ (5.37)
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onde,

Bθ

({
ch,qh

}
;
{
wh,ph

})
= θ∆t

(
u.qh

(
t−n+1

)−∇ ·Dqh
(
t−n+1

)
,u.ph

(
t−n+1

)−

∇ ·Dph
(
t−n+1

))
Ω

+
(
ch

(
t−n+1

)
,u.ph

(
t−n+1

)−∇ ·Dph
(
t−n+1

))
Ω

+ θτ 2
(
qh

(
t−n+1

) −

∇ch
(
t−n+1

)
,ph

(
t−n+1

)−∇wh
(
t−n+1

))
Ω

(5.38)

Lθ(w
h,ph) = ∆t(θ − 1)(u.qh(t−n )−∇ ·Dqh(t−n ),u.ph(t−n+1)−∇ ·Dph(t−n+1))Ω+

(ch(t−n ),u.ph(t−n+1)−∇ ·Dph(t−n+1))Ω + τ 2(qh(t−n+1)−∇ch(t−n ),ph(t−n+1)−

∇wh(t−n+1))Ω + ∆t(f(t−n+θ),u.ph(t−n+1)−∇ ·Dph(t−n+1))Ω (5.39)

Observa-se que o termo do salto introduz uma não simetria a essa formulação. Essa
formulação apresentou resultados exatos para problemas unidimensionais para número de
Courant (CFL) igual 1 e oscilações espúricas para CFL diferentes de 1 (Exemplo 1).

5.5 Resultados Numéricos

Para testar as formulações de mínimos quadrados semi-discreta e espaço-tempo de ele-
mentos �nitos apresentamos inicialmente, nessa seção, resultados para o problema unidi-
mensional de convecção pura. Para a formulação semi-discreta apresentamos resultados
para diferentes números de Courant e vários valores de θ e para a formulação espaço-
tempo de mínimos quadrados analisamos a in�uencia do fator τ para diferentes números
de Courant e valores de θ.

A seguir o problema da velocidade inclinada com relação à malha é apresentado tanto
para o problema puramente convectivo quanto para o problema com uma pequena pequena
difusão. O comportamento das formulações em um domínio heterogêneo e também com
velocidades variáveis são apresentados nos Exemplos 3 e 4 respectivamente.

5.5.1 Exemplo 1 - Convecção Pura Paralela à Malha

Para avaliar a formulação espaço-tempo de elementos �nitos apresentamos inicialmente
um problema onde o domínio espacial bidimensional é o quadrado (0, 1)× (0, 1), discreti-
zado em 10×10 elementos isoparamétricos bilineares. O campo de velocidade é constante
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(‖ u ‖= 1), com componente u1 = 1 e u2 = 0 e o termo fonte f = 0, com difusão nula,
como mostrado na Figura 5.1.

Figura 5.1: Domínio com velocidade unidirecional

As matrizes A0, A1, A2 e B que descrevem o sistema de equações, para este exemplo,
são dadas por:

A0 =




1 0 0

0 0 0

0 0 0


 (5.40)

A1 =




0 0 0

−1 0 0

0 0 0


 (5.41)

A2 =




0 0 0

0 0 0

−1 0 0


 (5.42)

B =




0 u1 u2

0 1 0

0 0 1


 (5.43)

para

c =




c

q1

q2


 (5.44)

Para mostrar a in�uência do CFL
(
CFL = ∆t|u|

h

)
e o desempenho da formulação de

mínimos quadrados espaço-tempo, apresentamos resultados obtidos com as formulações
espaço-tempo e semi-discretas para diferentes valores de CFL, τ e θ.

As Figuras 5.2 e 5.3 apresentam resultados para as formulações semi-discretas ponde-
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rada e θ-mínimos quadrados para CFL igual a 0,5, 1,0 e 2,0, no tempo 0,6, para θ igual
a 0,1, 0,5, 0,55, 0,67 e 1,0.
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(a) CFL = 0, 1
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(b) CFL = 0, 5
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Figura 5.2: Formulação Semi-Discreta Ponderada

Para a formulação espaço-tempo mínimos quadrados apresentamos resultados para
CFL igual a 0,5, 1,0 e 2,0, no tempo 0,6, para θ igual a 0,5, 0,55, 0,67 e 1,0, para τ igual
a 10−10, 10−4, 10−1, 1, 0, 1, 2 e 1, 5.
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Figura 5.3: Formulação Semi-Discreta θ-Mínimos Quadrados
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(d) θ = 1, 0

Figura 5.4: Formulação Espaço-Tempo - CFL = 0, 5
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(d) θ = 1, 0

Figura 5.5: Formulação Espaço-Tempo - CFL = 1, 0
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(d) θ = 1, 0

Figura 5.6: Formulação Espaço-Tempo - CFL = 2, 0
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5.5.2 Exemplo 2 - Convecção Pura e Convecção-Difusão Inclinada
à Malha

Para este exemplo, o domínio bidimensional é o quadrado (0, 1)×(0, 1), discretizado numa
malha de 25× 25 elementos isoparamétricos bilineares, com condições de contorno apre-
sentadas na Figura 5.7. O campo de velocidade é constante (‖ u ‖= 1), com componentes
u1 = cosα e u2 = senα, e o termo de fonte é f = 0. A constante de difusividade para o
problema de convecção-difusão é k = 10−3 e para o problema de convecção pura k = 0.
São apresentados resultados para valores de α igual a 22, 5◦, 45◦ e 67, 5◦ e θ igual a 0,5,
0,67 e 1,0. Todos os resultados são mostrados no instante t = 3, 4.

(a) Convecção Pura (b) Convecção-Difusão

Figura 5.7: Condições de contorno para convecção-difusão(a) e convecção pura(b)

As matrizes A0, A1, A2 e B que descrevem o sistema de equações, para este exemplo,
são dadas por:

A0 =




1 0 0

0 0 0

0 0 0


 (5.45)

A1 =




0 −k 0

−1 0 0

0 0 0


 (5.46)

A2 =




0 0 −k

0 0 0

−1 0 0


 (5.47)
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B =




0 u1 u2

0 1 0

0 0 1


 (5.48)

para

c =




c

q1

q2


 (5.49)

As Figuras 5.8 a 5.13 apresentam grá�cos para concentração. Nas formulações semi-
discretas utilizamos ∆t = 0, 2 e para formulação espaço-tempo ∆t = 0, 02, para as for-
mulações θ-Mínimos Quadrados, ponderada e espaço-tempo θ = 0, 5 e na formulação
semi-discreta implicíta θ = 1, 0.

(a) Semi-discreta implícita (b) Semi-discreta ponderada

(c) Semi-discreta θ-mínimos qua-
drados

(d) Espaço-tempo

Figura 5.8: Convecção-difusão - α = 22, 5◦
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(a) Semi-discreta implícita (b) Semi-discreta ponderada

(c) Semi-discreta θ-mínimos qua-
drados

(d) Espaço-tempo

Figura 5.9: Convecção-difusão - α = 45◦

(a) Semi-discreta implícita (b) Semi-discreta ponderada

(c) Semi-discreta θ-mínimos
quadrados

(d) Espaço-tempo

Figura 5.10: Convecção-difusão - α = 67, 5◦
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(a) Semi-discreta implícita (b) Semi-discreta ponderada

(c) Semi-discreta θ-mínimos qua-
drados

(d) Espaço-tempo

Figura 5.11: Convecção pura - α = 22, 5◦

(a) Semi-discreta implícita (b) Semi-discreta ponderada

(c) Semi-discreta θ-mínimos qua-
drados

(d) Espaço-tempo

Figura 5.12: Convecção pura - α = 45◦
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(a) Semi-discreta implícita (b) Semi-discreta ponderada

(c) Semi-discreta θ-mínimos
quadrados

(d) Espaço-tempo

Figura 5.13: Convecção pura - α = 67, 5◦

5.5.3 Exemplo 3 - Domínio Heterogêneo

Para testar os métodos propostos apresentamos o cálculo da concentração para as veloci-
dades variáveis encontradas no Exemplo 2 do Capítulo 4, com malha inclinada apresentada
na Figura 4.1 e formulação com rotacional.

A soluções encontradas para concentração são mostradas nas Figuras 5.15 a 5.17 nos
tempos t = 0, 12 e t = 0, 4 para cada formulação e ∆t = 0, 04, para a formulação espaço-
tempo utilizamos τ = 10−12.
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(a) θ = 1, 0 e t = 0, 12 (b) θ = 1, 0 e t = 0, 4

Figura 5.14: Formulação Implícita

(a) θ = 0, 5 e t = 0, 12 (b) θ = 0, 5 e t = 0, 4

(c) θ = 0, 67 e t = 0, 12 (d) θ = 0, 67 e t = 0, 4

Figura 5.15: Formulação Ponderada
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(a) θ = 0, 5 e t = 0, 12 (b) θ = 0, 5 e t = 0, 4

(c) θ = 0, 67 e t = 0, 12 (d) θ = 0, 67 e t = 0, 4

Figura 5.16: Formulação θ-Mínimos Quadrados
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(a) θ = 0, 5 e t = 0, 12 (b) θ = 0, 5 e t = 0, 4

(c) θ = 0, 67 e t = 0, 12 (d) θ = 0, 67 e t = 0, 4

(e) θ = 1, 0 e t = 0, 12 (f) θ = 1, 0 e t = 0, 4

Figura 5.17: Formulação Espaço-Tempo

5.5.4 Exemplo 4 - Velocidades variáveis

Para testar o funcionamento das formulações quando o vetor velocidade é variável foi feita
uma simulação proposta por Jiang [4], onde o problema de 5 poços é modelado por uma
equação transiente puramente convectiva, com as velocidades de�nidas explicitamente
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por:
u1(x, y) =

x

x2 + y2
− x− 1

(x− 1)2 + (y − 1)2
(5.50)

u2(x, y) =
y

x2 + y2
− y − 1

(x− 1)2 + (y − 1)2
(5.51)

A formulação escalar foi resolvida por Jiang [4] para θ = 1, ou seja, formulação
implícita.

A título de comparação essa equação foi reescrita como um sistema esquivalente,
conforme (5.8) e utilizamos as formulações semi-discretas mostradas neste capítulo. Como
a formulação espaço-tempo não apresentou bons resultados para velocidades variáveis,
esses resultados não são apresentados para este exemplo.

O domínimo bidimensional quadrado (0, 1) × (0, 1) é discretizado em uma malha de
25 × 25 elementos isoparamétricos bilineares, com condição de contorno c(0, 0, t) = 1 e
condição inicial c(x, y, 0) = 0.

A soluções encontradas são mostradas no tempo t = 0, 12 e t = 0, 348 para cada
formulação e ∆t = 0, 004.

Para este problema, as matrizes A0, A1, A2 e B para as formulações propostas, podem
ser dadas por:

A0 =




1 0 0

0 0 0

0 0 0


 (5.52)

A1 =




0 0 0

−1 0 0

0 0 0


 (5.53)

A2 =




0 0 0

0 0 0

−1 0 0


 (5.54)

B =




0 u1 u2

0 1 0

0 0 1


 (5.55)

c =




c

q1

q2


 (5.56)
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e A0 é a matriz que multiplica o termo da derivada temporal.
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Figura 5.18: Formulação implícita escalar em t = 0, 12 e t = 0, 348
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Figura 5.19: Formulação implícita sistema em t = 0, 12 e t = 0, 348
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Figura 5.20: Formulação ponderada θ = 0, 5 em t = 0, 12 e t = 0, 348
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Figura 5.21: Formulação ponderada θ = 0, 67 em t = 0, 12 e t = 0, 348
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Figura 5.22: Formulação θ-mínimos quadrados θ = 0, 5 em t = 0, 12 e t = 0, 348
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Figura 5.23: Formulação θ-mínimos quadrados θ = 0, 67 em t = 0, 12 e t = 0, 348

Como a formulação espaço-tempo não apresentou bons resultados para problemas com
velocidade variável ela não será utilizada na continuidade do presente trabalho. Resultados
para essa formulação com o sistema de equações diferenciais de primeira ordem equivalente
descrito de outra forma, são apresentados em [29].



Capítulo 6

Escoamentos Miscíveis: Simulação Numé-
rica

Neste capítulo apresentamos resultados numéricos para o problema de escoamentos mis-
cíveis. Nosso problema de interesse é simular casos de recuperação terciária em campos
de petróleo, que têm suas condições naturais alteradas, pela injeção de um �uído, com o
objetivo de aumentar a pressão interna e conseqüentemente a vazão dos poços produtores.
O modelo matemático utilizado é descrito no Capítulo 3, composto de um sub-sistema
elíptico e uma equação de transporte envolvendo as variáveis pressão, velocidade e con-
centração.

Tendo em vista os resultados encontrados nos capítulos anteriores, as velocidade são
obtidas pela formulação de mínimos quadrados com rotacional e a concentração é encon-
trada aplicando-se as formulações semi-discretas de mínimos quadrados. Como no nosso
exemplo de interesse o termo de fonte é representado por deltas de Dirac, apresentamos
uma técnica de remoção de singularidades proposta em [1, 9, 10]. O algoritmo implícito
seqüencial é utilizado no presente trabalho e para todas as simulações consideramos os
exemplos encontrados em [1, 2, 11]

6.1 Método Implícito Seqüencial

Como descrito em capítulo anteriores é necessário se obter a variável velocidade com boa
precisão para o cálculo preciso da concentração. Assim utilizamos para o sub-sistema
elíptico em questão, a formulação com rotacional e, como em [1, 10] aplicamos o método
implícito seqüencial, ou seja:

∇ · un = fn (6.1)
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un = − k(x)

µ(cn)
∇pn (6.2)

∂c

∂t
|t=tn+1 + un · ∇cn+1 −∇ ·D(un)∇cn+1 + cn+1fn+1 = ĉn+1fn+1 (6.3)

6.2 Con�guração de Cinco-Poços

A técnica de recuperação terciária de petróleo trata do escoamento monofásico com duas
componentes em um meio poroso bidimensional (óleo+solvente). Para esse problema o
campo de petróleo é dividido em poços de injeção e poços de produção.

Para as simulações realizadas nesse trabalho consideramos, como usual, uma con�-
guração alternada de poços de injeção e produção representada por um arranjo de cinco
poços apresentado na Figura 6.1, onde o reservatório é composto por vários blocos iguais.

Por causa da simetria, o domínio para todas as simulações deste capítulo representa
um quarto de arranjo de cinco poços de lado L = 1000ft, com um poço de injeção I

localizado no ponto (0, 0) e um poço produtor P no ponto (1000, 1000) como mostra a
Figura 6.1.

As simulações são feitas em um reservatório homogêneo, com a malha dicretizada
em 50 × 50 elementos isoparamétricos bilineares, com tensor de permeabilidade de com-
ponentes kx = ky = 100mD, porosidade λ = 0, 1, coe�ciente de difusividade molecular
αm = 0, 0, coe�cientes de dispersão longitudinal e transversal αl = 1, 0 e αt = 0, 0. O
poços de injeção opera com uma vazão de 200ft3

dia
em um tempo correspondente a 5% do

volume poroso, ou seja:

• volume total do meio poroso: 1000ft · 1000ft · 1ft = 106ft3

• volume injetado: 106ft3 · 5% · λ = 5000ft3

• tempo de injeção: 5000ft3

200ft3

dia

= 25dias

Portanto, o poço injetor opera com uma vazão de 200ft3

dia
durante 25 dias, logo ĉ = 1

até tempo igual a 25 dias e ĉ = 0 para tempo maior que 25 dias.
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Figura 6.1: Con�guração de um quarto de arranjo de cinco poços [2]

6.3 Fontes Singulares

Na aplicação do modelo matemático descrito nas Equações 3.1-3.6, o termo de fonte é
modelado por deltas de Dirac no poços de injeção e produção, trazendo sérias implicações
na resolução do sub-sistema elíptico, como a perda de regularidade do campo de veloci-
dade. Apresentamos a seguir uma forma de contornar esse problema apresentada em [9]
e utilizada em [1, 10].

Para um arranjo de Np poços, em cada intervalo de tempo tn, decompomos o campo
velocidade un do sub-sistema elíptico em:

un = un
s + un

r (6.4)

onde un
r é a parte regular do campo das velocidades em t = tn, e un

s é a parte singular
dada por:

un
s =

Np∑
i=1

un,i
s (6.5)

Assim, como em [9], a equação ∇ · u = f é resolvida como:
i) parte singular :

∇ · un,i
s = fn (6.6)

onde

fn(x) =

Np∑
i=1

Qiδ(xi, yi), (6.7)

sendo δ(xi, yi) o delta de Dirac em (xi, yi) e Qi são �uxos especi�cados nos Np poços de
produção e injeção.
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ii) parte regular :
∇ · un

r = 0 (6.8)

substituindo a equação (6.4) na condição de contorno u·n = 0, a parte regular do problema
�ca com condição de contorno não-homogêneas em un

r , ou seja:

ur · n = −un
s · n em Γ (6.9)

A pressão no instante tn também é decomposta na parte singular e regular como:

pn = pn
s + pn

r (6.10)

A parte singular do problema é dada pela resolução do seguinte problema:

∇ · u = f · δ(xi, yi) (6.11)

u = ∇p (6.12)

tem solução analítica [9] dada por:

pn
s =

Np∑
i=1

pn,i
s =

Np∑
i=1

Qi

2π(ki/µi)
ln|x− xi| (6.13)

onde ki = k(xi) e µi = µ(cn(xi)) são os valores de k e µ no poço i no instante tn.

Assim, com a decomposição das velocidades (6.4) a parte regular do sistema é dada
por:

un
r = −k(x)

µn
∇pn

r +

Np∑
i=1

(
k(x)µi

µ(cn(x))ki

− 1

)
un,i

s (6.14)

com us sendo calculada explicitamente a partir da Equação (6.13).

O resultado das operações apresentadas nesta seção fornece um sistema em un
r e pn

r com
mais regularidade, sem termo de fonte (6.8) e com condições de contorno não-homogêneas
(6.9).

6.4 Simulação de Injeção de Traçadores

Diversos processos na simulação numérica de reservetório de petróleo são modelados pelo
escoamento de um �uido incompressível através de outro num meio poroso A injeção de
traçadores, por exemplo, é modelada pelo escoamento de um �uido (solvente) que pos-
sibilitará a caracterização do reservatório, como a direção do escoamento. O tempo de
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chegada e a concentração do traçador nos poços de produção são informações impor-
tantes que permitem caracterizar o reservatório. Geralmente o traçador não interfere
nas propriedades do �uido residente e pode-se considerar a mistura dos �uidos com ra-
zão de mobilidade unitária. Nesse caso µ(c), dado pela Equação (3.12) é constante e o
sub-sistema elíptico é resolvido somente uma vez.

Resultados numéricos para concentração são apresentados nas Figuras 6.2 a 6.4 para
(M = 1) e intervalo de tempo ∆t = 1 dia. Apesar da discretização menos re�nada, os
resultados fornecidos nas formulações utilizadas nesse trabalho, apresentam resultados
comparáveis aos encontrados em outros trabalhos [1, 2, 10, 11] utilizando formulações de
Galerkin estabilizadas e malhas mais re�nadas.
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Figura 6.2: Formulação implícita em t = 300 e t = 1500 dias
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Figura 6.3: Formulação ponderada (θ = 0, 5) em t = 300 e t = 1500 dias
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Figura 6.4: Formulação θ-Mínimos Quadrados (θ = 0, 5) em t = 300 e t = 1500 dias

6.5 Simulação com razão de mobilidade adversa

A razão de mobilidade adversa acontece quando o �uido injetado é menos viscoso que
o �uido residente. Variações de M e parâmetros de dispersão são fatores diretamente
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relacionados a taxa de recuperação do reservatório, que tende a diminuir a partir do
aumento da razão de mobilidade M [11].

Em escoamentos miscíveis com razão de mobilidade adversa é freqüente se encontrar
resultados numéricos com oscilações espúrias, como os mostrados na Figura 6.5 [1, 2].
Além disso esse problema apresenta elevado custo computacional pois neste caso, o sub-
sistema elíptico tem que ser resolvido a cada instante de tempo.

Resultados numéricos são apresentados nas Figuras 6.6 a 6.8 para (M = 41), com
intervalo de tempo ∆t = 10 dias.

Figura 6.5: Oscilações espúricas [1, 2]
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Figura 6.6: Formulação implícita em t = 300 e t = 1500 dias
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Figura 6.7: Formulação ponderada (θ = 0, 5) em t = 300 e t = 1500 dias

−0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

−0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

Figura 6.8: Formulação θ-Mínimos Quadrados (θ = 0, 5) em t = 300 e t = 1500 dias

Em todos os exemplos analisados foram encontradas soluções estáveis e com o com-
portamento físico previsto, mesmo com a utilização de uma malha de 50 × 50 elementos
bilineares.



Capítulo 7

Conclusão

Nesse trabalho apresentamos a formulação de mínimos quadrados aplicada a problemas
de escoamentos miscíveis. Avaliamos o comportamento dessa formulação aplicada ao sub-
sistema elíptico e a equação de transporte, predominantemente convectiva.

Para o sub-sistema elíptico observamos, nos exemplos analisados, que a formulação
mista em pressão e velocidade apresenta resultados comparáveis aos encontrados na lite-
ratura para as mesmas aplicações. Apesar de, nesse problema, estarmos resolvendo um
sistema de equações com 3 incógnitas por nó, a matriz resultante é simétrica positiva
de�nida.

A inclusão da equação de irrotacionalidade do �uxo, não aumenta o número de equa-
ções desse sistema e melhora as taxas de convergência obtidas por essa formulação. Isso
pode ser observado no Exemplo 2 do Capítulo 4 onde foi possível captar inclusive, o per�l
parabólico do comportamento da velocidade.

Para a equação de transporte observamos, para algumas aplicações, excelentes resul-
tados para a formulação espaço-tempo descontínuo de elementos �nitos, no entanto essa
formulação merece ser melhor analisada para melhor compreensão dos parâmetros envol-
vidos (θ, τ , ∆t), embora nesse caso, a formulação perca a simetria devido ao termo do
salto.

Em relação a formulação semi-discreta, os melhores resultados, em termo de estabi-
lidade e precisão, se comparados com resultados encontrados na literatura, foram encon-
trados com a formulação totalmente implícita (θ = 1) e para a formulação θ-mínimos
quadrados. Cabe ressaltar que essas formulações resultam em uma matriz simétrica po-
sitiva de�nida mas por terem sido descritas como um sistema equivalente de equações
diferenciais de 1a ordem, apresentam uma variável escalar e uma vetorial como incógnitas
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nodais.

Esses resultados mostram que as formulações de mínimos quadrados, tanto para pro-
blemas estacionários como para problemas transientes, se constituem em uma opção para
as formulações clássicas e para as formulações estabilizadas em uso, merecendo continui-
dade no entendimento de seu comportamento.
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