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Resumo

A area de escalonamento em esportes é um campo de pesquisa bastante atrativo, devido a
importancia dos problemas na pratica e também as interessantes estruturas matematicas
dos mesmos. Introduz-se um novo problema, que consiste em escalonar um torneio round-
robin simples e compacto quando os locais onde cada jogo deverd ocorrer sao previamente
determinados. Trés formulagoes por programacao inteira sao propostas e comparadas.
Duas estratégias simples para obter solugoes viaveis para instancias maiores em reduzido
tempo de processamento também sao propostas. Apresentam-se resultados numéricos
comparativos.

Palavras-chave: Escalonamento em esportes, Programacao inteira, Torneios.



Abstract

Sports scheduling is a very attractive application area due to the importance of the prob-
lems in practice and to their interesting mathematical structure. We introduce a new
problem, consisting in scheduling a compact single round-robin tournament with fixed
venue assignments for each game. Three integer programming formulations are proposed
and compared. We also propose two simple strategies to generate feasible solutions for
larger instances in a reasonable amount of time. Comparative numerical results are pre-
sented.

Keywords: Sports scheduling, Integer programming, Tournaments.
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Capitulo 1

Introducao

A area de otimizacao aplicada a esportes tem atraido um crescente nimero de pesquisadores
de areas multidisciplinares como pesquisa operacional, teoria de escalonamento, progra-
macao por restrigoes, teoria dos grafos, otimizacao combinatéria e matematica aplicada.
Uma importancia especial é dada a problemas de escalonamento round robin nos quais
cada equipe é associada a um determinado estadio, devido a relevancia pratica e as inte-
ressantes estruturas matematicas. O alto grau de dificuldade dos problemas na area leva
a utilizacdo de inimeras abordagens, incluindo programacao inteira [3, 4, 10, 18, 19, 23],
programagao por restrigdes [12, 13, 25|, heuristicas [1, 9, 11, 24] e métodos hibridos [2, 7].

Surveys da literatura sdo encontrados em |8, 21].

Considera-se neste trabalho apenas torneios com um ntimero par de equipes. Em
torneios round robin, toda equipe enfrenta cada outra um nimero fixo de vezes em um
dado nimero de rodadas. Todo par de equipes se enfrenta exatamente uma vez em um
torneio round robin simples (SRR, do inglés single round robin) e duas vezes em um
torneio round robin duplo (DRR, do inglés double round robin). Quando o nimero de
rodadas é minimo e toda equipe joga exatamente um jogo em cada rodada, entao o torneio
é definido como compacto. Cada equipe possui seu préprio estadio em sua cidade. Cada
jogo é realizado no estadio de uma das duas equipes em confronto. A equipe que joga
em seu préprio estadio é definida como equipe da casa e diz-se que ela realiza um jogo
em casa, enquanto a outra é denominada equipe visitante e diz-se que a mesma realiza
um jogo fora. Um escalonamento deve determinar nao somente em qual rodada cada jogo

deve ser realizado, mas também em qual estadio.

O problema de escalonar torneios round robin é geralmente dividido em dois subpro-
blemas. A construcao do quadro de jogos consiste em determinar a rodada em que cada

jogo serd jogado. O conjunto de padroes casa-fora (conjunto HAP, do inglés home-away
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pattern set) determina em que condigao (casa ou fora) cada equipe joga em cada rodada.
O quadro de jogos juntamente com o conjunto HAP determinam o escalonamento do

torneio.

Alguns problemas de escalonamento round robin consideram a construcao do quadro
de jogos e do conjunto HAP simultaneamente. O problema do torneio com viagens (TTP,
do inglés Traveling tournament problem) [6] é um problema cldssico de escalonamento
em esportes e pertence a esta classe. Neste problema, faz-se necessario determinar um
escalonamento para um torneio round robin duplo, tal que nenhuma equipe realiza mais
do que trés jogos consecutivos em casa nem mais do que trés jogos consecutivos fora, e
os jogos entre duas equipes quaisquer ¢ ¢ 7 nao podem ocorrer em rodadas consecutivas.
Deve-se minimizar a distancia total percorrida pelas equipes. Este problema combina
as dificuldades de problemas de viabilidade com as de problemas dificeis de otimizacao.
Solugoes comprovadamente étimas sao conhecidas somente para instancias com até oito
equipes. Instancias para o TTP e dados como as melhores solugoes encontradas e limites

inferiores para o problema estao disponiveis em [26].

Entretanto, ou o quadro de jogos ou o conjunto HAP do escalonamento podem ser
fixos e conhecidos previamente em algumas situagoes. No primeiro caso, o quadro de jogos
¢ dado e o problema consiste em encontrar um conjunto HAP vidvel otimizando uma certa
fungao objetivo. O problema de minimizagao das quebras [22] pertence a esta classe de
problemas. Dado um quadro de jogos para um torneio round robin simples, o problema
consiste em determinar um conjunto HAP minimizando o nimero de quebras (dois jogos
consecutivos fora de casa ou dois jogos consecutivos em casa realizados por determinada
equipe). O problema de minimizagao de distancia com quadro de jogos restrito (TCDMP,
do inglés Timetable Constrained Distance Minimization Problem) [20] também pertence
a este primeiro caso. Neste problema objetiva-se criar um escalonamento para um torneio
round robin duplo. Os oponentes de cada equipe em cada rodada sao conhecidos. Requer-

se, desta forma, um conjunto HAP minimizando a distancia total percorrida.

No segundo caso, o conjunto HAP é predeterminado e se requer um quadro de jogos.
Existe, neste caso, um problema de viabilidade, uma vez que nem todo conjunto HAP esta
associado a um quadro de jogos compativel. Uma condi¢ao necessaria para viabilidade,
relacionando conjuntos de equipes com a quantidade minima de jogos que podem ser real-
izados entre as equipes do conjunto, é dada em [17]. O problema de construir um quadro
de jogos compativel com um dado conjunto HAP otimizando algum objetivo aparece como

subproblema em abordagens para resolver problemas reais de escalonamento. Por exem-
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plo, em [18] primeiramente criam-se conjuntos HAP, e em seguida, determinam-se quadros
de jogos, obedecendo aos conjuntos HAP criados, utilizando-se uma funcao objetivo ar-
bitraria. Estes quadros de jogos sao utilizados em um proximo passo, onde equipes sao

associadas a cada padrao casa-fora.

Uma atribuigao casa-fora (HAA, do inglés home-away assignment) é uma atribuigao
de um estadio para cada jogo. Se o quadro de jogos ¢ fixo, i.e., a rodada de cada jogo é
conhecida, o conjunto HAP e o HAA fornecem a mesma informacao, o que significa que

ambos determinam onde cada jogo sera realizado.

Neste trabalho, é considerado e formulado o problema de escalonar torneios round
robin simples com atribuicoes casa-fora fixas. O estadio onde sera realizado cada jogo é
conhecido previamente e o problema consiste em determinar um quadro de jogos mini-
mizando uma funcao objetivo. Variantes deste problema encontram aplicagoes iteressantes
em ligas reais cujos torneios DRR sao divididos em duas fases SRR. Os jogos na segunda
fase sao exatamente os mesmos da primeira fase, contrapondo-se somente pelo fato da
inversao dos estadios. Desta forma, os estadios dos jogos na segunda fase sao conhecidos
previamente e restritos pelos locais dos jogos na primeira fase. Este é o caso, por exemplo,
da liga profissional de futebol chilena [5] e da federacao de ténis de mesa alema da Baixa

Saxonia [15].

O contetdo de cada capitulo da dissertacao é resumido a seguir.

e Capitulo 2: primeiramente, sao apresentados alguns conceitos fundamentais. Logo
apos, formaliza-se o Problema do Torneio com Viagens com Estadios Fixos (TTPFV).

Em seguida, sao propostos modelos de programagao inteira para o problema.

e Capitulo 3: comparam-se as formulacoes propostas no Capitulo 2. E realizada
uma comparacgao entre os limites fornecidos pelas relaxagoes lineares dos modelos,
seguida de uma comparacao experimental, baseada na capacidade de um resolvedor
comercial encontrar e provar a otimalidade de solugoes através de cada uma das

formulacoes.

e Capitulo 4: apresenta-se um modelo simplificado para encontrar solugoes aproxima-
das para instancias de tamanho maior. Duas estratégias para melhorar as solugoes
encontradas por este modelo sdo descritas. A primeira utiliza uma heuristica pre-
sente no resolvedor comercial, enquanto a segunda utiliza o resolvedor para enumerar

solucoes.
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e Capitulo 5: resume-se a principal contribuicao deste trabalho e sao ilustrados alguns

novos caminhos que podem ser seguidos para a continuacao da pesquisa no tema.



Capitulo 2

Problema do Torneio com Viagens com
Estadios Fixos

Neste capitulo sao apresentados conceitos que serao utilizados no decorrer da dissertagao.
Primeiramente, descreve-se o problema do torneio com viagens com estadios fixos. Em

seguida, trés novas formulagoes por programacao inteira sao propostas.

2.1 Conceitos Preliminares

Sejam n e r = n — 1, respectivamente, o nimero de equipes (par) e o nimero de rodadas

de determinado torneio round robin simples e compacto.

2.1.1 Quadro de Jogos

Um quadro de jogos ¢é a alocagao de jogos as rodadas, que pode ser representado como
uma matriz T' = [t;;] de dimensao n x r. Cada elemento ¢;; fornece o adversario da equipe

i na rodada j. A matriz

[

4
3
2
1

W = =N

exemplifica um quadro de jogos para um torneio com n = 4 equipes, onde a equipe 1, por

exemplo, joga contra as equipes 3, 4 e 2, respectivamente, nas rodadas 1, 2 e 3.



2.1 Conceitos Preliminares 6

2.1.2 Conjunto HAP

Um padrao casa-fora (HAP) para determinada equipe i é um vetor linha r-dimensional
h = [h;]. O valor de h; determina se o jogo da rodada j realizar-se-4 em casa (h; = C)

ou fora (h; = F'). Um conjunto de padroes casa-fora (conjunto HAP) é uma matriz

de dimensao n x r, onde cada linha A’ corresponde ao padrao casa-fora da equipe i =

1,...,n. A matriz

QA
o Qo
Q = Q

F C F

ilustra um conjunto de padroes casa-fora para um torneio com quatro equipes.

Quando uma equipe ¢ realiza uma sequéncia de dois jogos fora (h; = h; 41 = F)ou
dois jogos em casa (hz = h} 41 = (), diz-se que a mesma possui uma quebra na rodada
(j +1). No conjunto HAP exemplificado acima, as equipes 2 e 3 possuem uma quebra

cada uma na segunda rodada.

Uma road trip é uma seqiiéncia de jogos fora consecutivos realizados por uma equipe
na casa de seus oponentes (h; =...= h} +x = F,k > 0). Neste caso, considera-se que
a equipe viaja diretamente do estadio de um oponente para o do proximo, sem retornar

para sua cidade, quando k > 1.

2.1.3 HAA

Uma atribuigao casa-fora (HAA) é uma atribuigao de estddios aos jogos, indicando se o
jogo entre as equipes ¢ e j ocorrera no estadio de i ou no estadio de j. Um HAA pode
ser representado por uma matriz anti-simétrica M = [m;;] de dimensdes n x n, na qual
cada elemento m;; recebe o valor C' se o jogo entre i e j ocorre no estddio de ¢, e recebe o

valor F' em caso contrario. Um exemplo de uma matriz HAA para um torneio com quatro
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equipes é

|
T
o QT

C —
F C -

Q = Q

Um HAA é balanceado se a diferenga entre o niimero de jogos em casa e o nimero de

jogos fora é no maximo igual a um para cada equipe. Ou seja,

para toda equipe i = 1,...,n.

2.2 Formalizacao do Problema

Assume-se que cada equipe possui seu préprio estadio em sua cidade sede. Todas as
equipes estao inicialmente em sua sede, para onde devem retornar apds o ultimo jogo
fora. A distancia d;; > 0 da cidade da equipe ¢ para a cidade da equipe j é conhecida

previamente.

Seja J = {(4,7) : m;; = C} um conjunto de jogos determinado pelo HAA, cujos
elementos sao pares ordenados de equipes. O jogo entre as equipes i e j é representado
ou pelo par ordenado (i,j) ou pelo par ordenado (j,7). No primeiro caso, o jogo entre
1 e j é realizado no estadio da equipe ¢; em caso contrario, no estadio da equipe j.

Consequentemente, para quaisquer duas equipes i e j, (i,7) € J <= (j,1) ¢ J.

Dado um niimero par de equipes n e uma atribuicao casa-fora representada por J, os
problemas de construcao de tabelas de torneios com estadios fixos consistem em encontrar
uma tabela de um torneio round robin simples e compacto compativel com J, otimizando
alguma funcao objetivo, e garantindo que nenhuma equipe jogue mais do que trés jogos
fora consecutivos ou mais do que trés jogos consecutivos em casa. O Problema do Torneio
com Viagens com Estadios Fixos (TTPFV) é um problema pertencente a esta classe. Seu

objetivo consiste em minimizar a distancia total percorrida pelas equipes.
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2.3 Formulacao com O(n?) Variaveis

Definem-se as seguintes variaveis de decisao:

{ 1, se a equipe t joga em casa contra a equipe j na rodada k,
Rtjk =

0, caso contrario;

1, se a equipe t viaja da cidade da equipe ¢ para a cidade da equipe j,
Ytij =
’ 0, caso contrario.

As variaveis y representam os percursos realizados entre duas cidades por uma deter-
minada equipe. Uma vez que cada jogo ocorre exatamente uma vez, um percurso entre
as cidades de qualquer par de equipes diferentes é realizado no maximo uma vez por cada
equipe. Desta forma, estas variaveis sao bindrias. As variaveis definidas sao utilizadas na
formulacao (2.1)-(2.12) do TTPFV, com O(n?) varidveis:

min F3(z,y) = Zzzdijytij (2.1)

t=1 i=1 j=1
sujeito a:
n—1
D mg=1, V(i) e (2.2)
q=1
Z(thk—i-zjtk):l, t=1,...,n, k=1,...,n—1 (2.3)
jo

ytijzzit,k—l"i_zjtk_l: t,i,jzl,...,ncomt#i%j, k:27’n_1 (24)

ytitZZit,kq—I—Zztjk—l, t,i=1,...,ncomt#i, k=2,...,n—1 (2.5)

=1
it

yttiZZth,l—l—zitk—l, t,i=1,...,ncomt#i, k=2,...,n—1 (2.6)
j=1
it

Yiti = Zirl t,i=1,...,ncomt#1i (2.7)

Yrit > Zitn—1, t,i=1,...,ncomt #1i (2.8)

k+3 n

D <3, t=1..n k=1..,n-4 (2.9)

=k j=1
=5 ae
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k+3 n
D zuw=l, t=1...n k=1...,n-4 (2.10)
=k
2 ef{0,1y,  tj=1,....n k=1...n—-1 (2.11)

Ogymgl, t,Zj:L,n (212)

A funcdo objetivo (2.1) define a minimizacdo da distancia total percorrida pelas
equipes. As restrigoes (2.2) asseguram que cada jogo ocorre exatamente uma vez. As
restrigoes (2.3) garantem que cada equipe participa de um jogo em cada rodada. As res-
trigoes (2.4) forcam a equipe ¢ a realizar uma viagem da cidade da equipe 7 para a da
equipe j caso jogue dois jogos consecutivos fora de casa contra as equipes i e j, nesta
ordem. As restrigdes (2.5) forgam a equipe ¢ a realizar uma viagem da cidade da equipe i
para sua propria cidade caso tenha um jogo fora contra a tultima seguido de um jogo em
casa na rodada seguinte. As restri¢oes (2.6) forgam a equipe ¢ a viajar de sua cidade para
a da equipe i caso jogue fora contra a ultima apds jogar em casa na rodada anterior. As
restrigoes (2.7) forcam a equipe t a viajar para a cidade da equipe ¢ caso jogue fora contra
a mesma na primeira rodada. As restrigoes (2.8) forgam a equipe t a retornar da cidade da
equipe 7 caso jogue fora contra a mesma na ultima rodada. As restrigoes (2.9) estabelecem
que a equipe t nao joga mais do que trés jogos consecutivos fora, enquanto as restrigoes
(2.10) garantem que a equipe t nao pode jogar mais do que trés jogos consecutivos em sua
prépria cidade. As restrigoes (2.11) definem as condigoes de integralidade para as varié-
veis z. As varidveis y atuam como limites superiores generalizados para as restrigoes (2.4)
a (2.8). Uma vez que seus respectivos custos na fungdo objetivo a ser minimizada sao
nao-negativos, elas assumirao sempre o minimo valor possivel, que é necessariamente 0 ou
1. Desta forma, as restricoes de integralidade sobre as varidveis y podem ser substituidas

por limites inferiores e superiores expressos como as restrigoes (2.12).

Esta formulagio possui O(n*) restrigoes: O(n?) dos tipos (2.2), (2.3), (2.7), (2.8),
(2.9) e (2.10), O(n?) dos tipos (2.5) e (2.6), e O(n*) do tipo (2.4).

2.4 Formulagao com O(n*) Variaveis

Nesta secao, o problema ¢é reformulado como um problema de fluxo em redes, no qual cada
equipe pode ser vista como um diferente produto. Denota-se por h(t) = |{(¢t,j) € J:1 <
Jj <mn,j #t} onidmero de jogos realizados em casa pela equipe t = 1, ..., n. Introduz-se

também uma rodada ficticia n, para representar o fato de que cada equipe deve retornar a
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sua propria cidade apds seu tltimo jogo fora. As novas variaveis de decisao sao definidas

CcOomo:

1, se a equipe t viaja da cidade da equipe i para a cidade da equipe j
Ttijk = na rodada k,

0, caso contrario.

De acordo com a definicao acima, percebe-se que se alguma equipe t estava em sua
cidade na rodada k e realiza outro jogo em casa na rodada k + 1, entao xy; ,+1 = 1, como
se houvesse uma viagem ficticia realizada por t deixando sua cidade e retornando a mesma,
para jogar a rodada k + 1. Estas novas varidveis sao usadas para construir a formulacao

(2.13)-(2.22) do TTPFV com O(n?) varidveis:

min Fy(z ZZZmekd” (2.13)

t=1 =1 j=1 k=1

sujeito a:

n—1 n
=1, VG t) el (2.14)

k=1 i=1

Z:cttﬂ:L t=1,....n (2.15)

=1
Zthiﬂ:O, tzl,...,n (216)
=1 j 1
i#£t

thijkzzmtji,k—l7 t,izl,...,n, k::2,...,n (217)
j=1 j=1

ZZxﬂtk—th,tk, t=1,...,n, k=1,....,n—1 (2.18)

J#f
ZZ:cmk—h t=1,...,n (2.19)
i=1 k=1
k43 n n
DY Y e <3, t=1,....n k=1..n-4 (2.20)
a=k =1 i=1

ZZZ:&WM t=1,...n, k=1,...n—4 (2.21)
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zue € 10,1}, tigk=1...n (2.22)

Como no modelo da Secao 2.3, a fungao objetivo (2.13) define a minimizacao da
distancia total percorrida pelas equipes. As restrigoes (2.14) asseguram que cada jogo
pertencente a J é realizado exatamente uma vez. As restrigdes (2.15) e (2.16) forcam
toda equipe t a realizar uma viagem iniciando em sua cidade na primeira rodada. Se a
equipe t joga em casa na primeira rodada, entao esta serd uma viagem ficticia comegando
e terminando em sua prépria cidade. As restrigoes (2.16) sao redundantes e, portanto,
desnecessarias na formulacao de programacao inteira, porém elas contribuem para o for-
talecimento dos limites fornecidos pela relaxagao linear. As restrigoes (2.17) requerem que
a equipe t viaje para a cidade de i na rodada k — 1 caso deixe a mesma na rodada k. As
restrigoes (2.18) determinam que a equipe t estd em sua cidade na rodada k se e somente
se outra equipe viaja para jogar na cidade de t. As restri¢oes (2.19) forcam a equipe
t a estar em casa ao fim do torneio, representado pela rodada ficticia indexada por n.
Uma vez que a equipe t joga h(t) jogos em seu estadio durante o torneio, estas restrigoes
forgam-na a estar em casa ao fim do torneio impondo que ela realize h(t) 4+ 1 viagens para
sua cidade. Como para o modelo da segao anterior, as restri¢oes (2.20) estabelecem que a
equipe t nao pode jogar mais do que trés jogos consecutivos fora, enquanto as restri¢oes
(2.21) garantem que a equipe ¢t nao pode jogar mais do que trés jogos consecutivos em

casa. As restrigoes (2.22) s@o as restri¢oes de integralidade.

Esta reformulagao possui O(n?) restrigoes: O(n) dos tipos (2.15), (2.16) e (2.19),
O(n?) dos tipos (2.14), (2.18), (2.20) e (2.21), e O(n?®) do tipo (2.17).

2.5 Formulagao com O(n®) Variaveis

A formulacao desta secao considera road trips completas. As varidveis representam road
trips de diferentes tamanhos, fornecendo uma representacao mais direta do problema.

Trés novos tipos de variaveis de decisao sao definidos e usados nesta formulagao:

1, se a equipe t inicia, na rodada k, uma road trip indo a cidade da equipe ¢
Wy = e retornando para sua cidade na rodada k + 1 (com ¢ # 1)

0, caso contrario;
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1, se a equipe t inicia, na rodada k, uma road trip indo primeiro a cidade
Wl da equipe 7, depois a da equipe j, e retornando para sua cidade na

ijk — . .

" rodada k + 2 (com t # i # j)

0, caso contrario;

1, se a equipe t inicia, na rodada k, uma road trip indo primeiro a cidade

W = da equipe ¢, depois & da equipe j, em seguida & da equipe [,
! e retornando para sua cidade na rodada k + 3 (com ¢ # i # j # 1)

0, caso contrario.
\

Duas rodadas ficticias (indexadas por -1 e 0) sao criadas para simplificar a formulagao.
As variaveis correspondentes a cada road trip iniciando em qualquer destas rodadas ficti-
cias sao fixadas em 0. Os custos auxiliares c¢;;, Cijm, € ¢;jm Tepresentam os custos das road

trips de tamanho um, dois e trés que podem ser realizadas pela equipe i, de forma que:

Cij = dij + dﬁ-, (2.23)
Cijm = dij + djm + dps, (2.24)
Cijml = dij + djm + dpy + dy. (2.25)

As novas varidveis sao usadas para reformular o TTPFV como o modelo (2.26)-(2.31),
com O(n®) varidveis. Embora o ntiimero de varidveis tenha aumentado em relagao as

formulagoes anteriores, percebe-se que o nimero de restricoes é consideravelmente menor.

n—1 n n n
_ 1 2 3
min F5(w', w?, w’) = E E E [cijwin+ E (CijmWijmy, + E CijmiWijmy)|  (2.26)
k=1 i1=1 J=1 m=1 =1

(Giyes (moa)es (Lies

sujeito a:

n n

Jj=1

[ Z Wiy, + Z( Z Wty + Z Z W) =0 (2.27)
ke{-1,0}

m=1 ke{-1,0,n—1} =1 ke{-1,0,n—2,n—1}
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n

Z{wz]k + Z zymk: + w’Lm]k’) + Z (wzgjmlk + w?mjlk + wzgml]k)]} = 17

=1
('m z)EJ (1,0)ed

V(j.i) € J (2.28)

n

Z {wz]k + Z z]mk + wzjm k— 1) + Z (wfjmlk + w?jml,k—l + w?jml,k—2)]} +

(J Z)EJ (m 1>€J (Li)eJ
n
+ Z {w]zk + Z jzmk + wjmz k— 1) + Z (w?zmlk + w?mil,kfl + w?mli,ka)]} = 17
@pes (maes t5es
i=1,....n, k=1,....,n—1 (2.29)

§ {wwk + wzy k+1 + E zgm k—1 + wzymk + wzym k+1 +

(J 1)€J (m z)GJ
n

3 3 3 3
+ § (Wi k2 T Wiimik—1 + Wijme T Wimipe)]F < 1

(Li)ed
i=1,...,n, k=1,...,n—2 (2.30)
k+3 n
2
Z{ Z wzgq + Z zgmq um,q—l) +
(J Z)EJ (m z)EJ
Z (w?jmlq + w?jml,q—l + w?jml,q—Z))]} Z 17
(l,li:)éJ
i=1,...,n, k=1,... n—4 (2.31)
w}y, € 0,1}, i,j=1,...,n, comi#j, k=-1,...,n—1 (2.32)

w%mke{(),l}, i,jm=1,...,n, comi#j#*m, k=-1,...,n—1 (2.33)

wfjmlke{o,l}, ij,ml=1,...;n, comi#j#m#Il, k=-1,....,n—1. (2.34)

A fungao objetivo (2.26) minimiza a distancia total percorrida. As restri¢oes (2.27)
fixam em 0 as variaveis associadas a road trips iniciadas nas rodadas ficticias -1 e 0, as
road trips de tamanho dois e trés iniciadas na ultima rodada e aquelas de tamanho trés
iniciadas na rodada n—2. As restrigoes (2.28) asseguram que cada jogo ocorre exatamente
uma vez. Elas representam o fato que cada jogo (j,7) € J deve ser jogado em uma road
trip da equipe i formada por um, dois ou trés jogos fora de casa. As restrigdes (2.29)

forcam que a equipe 7 esteja jogando um jogo fora ou outra equipe esteja visitando-a em
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cada rodada. Isto é alcancado fixando em um a soma de todas as road trips da equipe ¢
que incluem a rodada k com a soma de todas as road trips de outras equipes que visitam
a equipe i na rodada k. As restrigoes (2.30) proibem a equipe i de estar engajada em
road trips simultaneas ou consecutivas (i.e., sem retornar a sua cidade) na rodada k.
As restrigoes (2.31) determinam que a equipe i deve estar fora de sua cidade para jogar
pelo menos um jogo fora em um intervalo de quatro rodadas consecutivas. As restricoes

(2.32)-(2.34) garantem a integralidade das varidveis.

Esta formulacao possui O(n?) restrigoes dos tipos (2.28) a (2.31).



Capitulo 3

Estudo Comparativo entre os Modelos

Este capitulo apresenta um estudo comparativo entre as formulagoes propostas no capitulo
anterior. Primeiramente, um estudo tedrico € realizado, baseando-se nos limites fornecidos
pelas relaxacoes lineares dos modelos. Em seguida, alguns resultados experimentais sao

apresentados.

3.1 Comparacao Tedrica

Refere-se as formulagoes com O(n?), O(n*) e O(n®) varidveis, respectivamente, como os
modelos N3, N4 e N5. Denota-se por N3, N4 e N5 suas respectivas relaxacoes lineares.
Sejam LB3, LB4 e LB5, respectivamente, os limites fornecidos pelas relaxagoes lineares
das formulagoes N3, N4 e N5.

3.1.1 Comparacao entre os Modelos N3 e N4

Deseja-se provar que o limite fornecido pelo modelo N4 é melhor ou igual ao limite
fornecido pelo modelo N3. Para isto, mapeia-se uma solucdo do modelo N4 no espaco
de soluces do modelo N3, ou seja, constréi-se uma solucao vidvel para o modelo N3 a
partir de uma solucdo vidvel para o modelo N4 tal que o valor objetivo das duas solucdes
seja 0 mesmo. Seja & uma solucdo viavel para o modelo N4 satisfazendo as restrices

(2.14)-(2.21). Constréi-se uma solucdo 7, 2 para o modelo N3 definindo-se
éjtk:Zi"tijk, jt=1,....,ncomj#t, k=1,...,.n—1
i=1

zttk:O, t:1,...,n, kzl,...,n—l,
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n
gtijzzj:tijk:; t,z’,jzl,...,ncomt;«éz’#]’,
n
gtitzzi‘titk7 t,i:1,...,ncomt7éi,
n
gttizzittika t)izla"wnCOmt#ia
e
:gttt:(), tzl,...,n.
Lema 3.1 ¢, 2 satisfaz (2.2).
Prova Deseja-se provar que
n—1
2tjq =1, v <t7 j) J.
q=1
Tem-se, pela construcao das variaveis, que
n—1 n—1 n
Zjtk = Z Ly (3.2)

e
Il

1

e
Il

1 i=1
Pela equacao (2.14), o lado direito de (3.2) é igual a 1. Portanto,

1
(é/jtk) = 17 V(]v t) € J

1

n

B
Il

Desta forma, a solucao respeita as restrigoes (2.2). O
Lema 3.3 7,z satisfaz das restrigoes (2.3).

Prova Deseja-se provar que

n

d Gie+zm) =1, t=1...n k=1..n-1

j=1
it

A construcao das variaveis implica em

n

D Gyt zm) = ) (Z ik + ) i“ti;‘k)
] j= =1 i=1

Jj=1 =
J#t J#t
n n n n
= E E Ttk + E E Ttijh-
i=1 =1 i=1 =1

it #t
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Pela equagao (2.18)

Z Z Tjiun + Z Z Ty = Z Tyigr + Z Z Tijk

j=1 4=1 j=1 4=1 j=1 4=1

Gt Gt Gt
n
- Z xtztk + Z Ltijk
i=1
J#t
n n
= > > Fuk. (3.4)
i=1 j=1
Prova-se, agora, que o lado direito de (3.4) é igual a 1, para todot =1,...,n, e para
todo k =1,...,n. Seria necessario provar somente para k < n— 1, porém estes resultados

serao utilizados posteriormente em outras provas. Prova-se por inducao em k.

Considerando a primeira rodada, ao somar as restri¢oes (2.15) e (2.16), tem-se

tht]1+zzxt2]l = 1

i I
n n
Z Tyt + Z Tjn | = 1
=1 it

DY dup = L (3.5)

=1 i=1

Por (3.5), fica provada a igualdade para a primeira rodada. Supondo verdadeira a
igualdade para ¢ = k, tal que 2 < k < n — 1, deseja-se mostrar ser verdadeira também

para ¢ = k + 1, ou seja, demonstra-se que

DD g =1

i=1 j=1

Pelas restrigoes (2.17),

n n n n
xtz]q § E Itji,q—l .
j=1

i=1 j=1
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Pela hipétese de inducao,

n n
> D g = L

i=1 j=1

Tem-se, desta forma
n n

S gy =1 O (3.6)

i=1 j=1

Lema 3.7 ¢, Z satisfaz as restrigoes (2.4)

Prova Deseja-se mostrar que
gtijzéit,k—l“'zjtk_la t,i,jzl,...,ncomt#i%j, k:2,...,77,—1,

o que, pela transformacao das varidveis, é equivalente a provar que

n n n
> dujg > | Y EBup+ Y dwikor |1 tij=1,... ncomt£iFtj k=2 n-1
q=1 =1 =1

Chega-se, pela equacao (2.17), a
n n n n
E Tyji + E Tyip— | —1 = E Tk + g Ty | — 1
=1 =1 =1 1=1
n n
= Dyji + E Ty + E Tap — 1.
1=1 =1

I#i

O primeiro somatorio da expressao

n n

E Tyk + E Ttilk

=1 =1

1£i
representa as viagens da equipe t chegando a cidade da equipe j que nao sao precedidas
por uma visita a cidade da equipe i. O segundo, apenas as viagens saindo da cidade
da equipe i. Sendo assim, nao hd termos no primeiro somatério que também estejam

presentes no segundo. Desta forma,

n n n n
E Ty + g Ty < E g Tttmik-
=1 =1

= =1 m=1
1#i



3.1 Comparacao Tedrica

19

Tem-se por (3.6) que

Z Z Tyme = 1.

=1 m=1

Entao,
n n
E Tyjk + E Ty, — 1 < 0.
1=1 =1
16

Como consequéncia,

g xtqu > xtzgk > Z'tzjlc + E xtl]k + g ztllk —1= E mtl]k + E xtlzk 1] = 1. 0O
l;éz

Lema 3.8 ¢, 2 satisfaz as restrigoes (2.5).

Prova Deseja-se mostrar que

n
QtitZﬁit,kq—l—Zémk—l, t,i=1,...,ncomt#1i k=2,...

i=1
it

o que, com a transformacao das variaveis, se torna

meq mek 1+ZZIﬂtk — t,i=1,...,n comt # i,

j=1 =1
J#t

Considerando (2.18), tem-se que

n n
E Ttifo—1 + E E T | —1 = E Toik—1 + E Tu | — 1
=1 =1

j=1 =1
Jj#t

Sabe-se, por (2.17), que

n n n n
E Teti k-1 + E T | —1 = E Ttitge + E T | — 1
=1 =1 =1 =1

o

= Tpirk + fftzlk+ E Ty | —
t
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Utilizando um raciocinio semelhante ao utilizado na prova do Lema 3.7,
Z Tyitk + Z T < Z Z Titmk,
=1 m=1
l#z
e por (3.6)
n n
DD Fume = L
=1 m=1
Desta forma,
leftth > Teitk = Teak + Z Tk + Z Ty — 1= Z Tili -1 + Z Z%ltk - ]
l;ét ‘;;ﬁi =1
Lema 3.9 ¢, 2 satisfaz as restrigoes (2.6).
Prova Deseja-se mostrar que
Yiti = Zit]’7k71+2@'tk—1, t,i=1,...,ncomt#i, k=2....n—1,
o
que, depois da transformacao das variaveis, se torna
meq thllk+zzxﬂltk 1 1-1 t,i=1,...,ncomt=#1i, k=2,...,n—1

Jj=1 =1
J#t

Pelas restrigoes (2.18),

n n
E xtzzk-i-E E Tjpp—1 | —1 = E OACm'k—FE T -1 | — 1.
=1 =1

j=1 =1
J#t

Utilizando-se as restrigdes (2.17):

n n n n
E Tk + E Tapp—1 | —1 = g Ty + g To | — 1
-1 =1 =1 =1

n n
= Titik + E Tk + E T | — 1.
=1

1#i
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Utilizando-se um raciocinio semelhante ao utilizado na prova do Lema 3.7,
n n n n
E Tyik + E Ty < E g Tojk-
= =1 = =1
=1 i =13
Devido a (3.6),
n n
E E Ttljk = 1.
=1 j=1
Logo,
n n n n n n
E Terig = Teik = Terik + E ok + E T — 1 = E Tk + E E Tjup— | —1. O
q=1 1=1 1=1 =1 i=1 =1
14 G#t
Lema 3.10 ¢, 2 satisfaz as restri¢oes (2.7).
Prova Deseja-se mostrar que
Yeti = Zit1, t,i=1,...,n comt # i,
que, depois da substituicao das variaveis, torna-se
n n
E jttiqz E f%tlil t,i:].,...,nCOHlt#i.
q=1 =1
n n
§ Ty = g Tyi1 + T -
=1 =1
14t
Tem-se, pela equagao (2.16), que
n n
E E Ty =0,
=1 =1
£t
o que implica em todos os termos do somatério serem iguais a 0, ou seja,
n
E itlil :0, Vi = ].,...77L. (311)
=1

£t
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Sabe-se que

n n
E Tyl = E Ti1 + Tetin
I=1 1=1

1#t

e por (3.11)
Z Tuit + Ty = 0+ Ty
l;ét
Portanto,
Z z ttil — thlzl
k=1

Lema 3.12 y, Z satisfaz as restrigées (2.8).

Prova Deseja-se mostrar que
Ytit = Zitin—1, t,i=1,...,n com t # 1,

que, substituindo as variaveis, fica

n n
g Tithe > E Ttlim—1 t,o=1,...,n comt #i.
k=1 =1

Mostra-se, a seguir, que nao existe x;, diferente de zero, quando (j,t) ¢ J. Suponha,

por contradicao, que ZZ;% Sy Z( = ZTemie > 0 para algum ¢. Isto leva a
l

+ > sztmlk > f(t). (3.13)

l:(t,l)eJ k=1 m=1

Como

n n—1 n

Zzzxtmlk = Z ZZwtmlk—l— Z sztmlk

llklml l:(l,t)eJ k=1 m=1 l:(t,))eJ k=1 m=1

e devido ao fato de ter-se

l:(Lt)ed k=1 m=1 I:(

)
), (3.14)
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por (3.13), chega-se a

n n—1 n

SN Ear > f(1). (3.15)

=1 k=1 m=1
1#t
A restrigao (2.18) implica em
n—1 n n—1 n n
E Ttk = g E E Ttk
k=1 I=1 k=1 =1 |=1
j#t
n—1 n
> E E T itk

J:(t.j)ed k=1

Utilizando-se (2.14),

DI SN St

l:(t,1)eJ k=1 m=1 l:(t,heJ
= b (3.16)
Logo,
n—1 n
j:tltk Z C(t) (317)
k=1 l=1

Somando-se (3.15) e (3.17) tem-se

n—1 n n n—1 n
sztl]k + Zzﬁtltk > f(t) +e(t) =n—1. (3.18)
k=1 I=1 ]7&1 k=1 =1

Porém, a quantidade de viagens feitas pela equipe ¢ em todas as rodadas é, por (3.6)

i
AN
S
3
i
A

k=1 =1 j=1 k=1
n—1 n n n—1 n
E xtljk"’E E Ty = n—1
k=1 I=1 Jj=1 k=1 [=1
J#t

Portanto, (3.18) é uma contradi¢ao. Pode-se afirmar, desta forma, que

n—1 n n
YYD dup=0. (3.19)
k=1 I=

j=
(t.j)ed
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Somando-se as restri¢oes (2.18) em k, tem-se que

n—-1 n n

Z Z Z Ltk = Z_: Z Ltk (3.20)

111m1 k=1 m=1

A equagao (3.20), com o auxilio de (3.19), torna-se

n—1 n
E E E x]ltk* E E Ttitk,
k=1 J=1 [=1 k=1 I=1

(t.3)ed
e por (3.16)

n

ML

> Zuu. (3.21)
=1

k=1 I=
Subtraindo (3.21) de (2.19), tem-se
n—1 n
Z Z Ttk — Z Z Ttk = C(t) + 1-— C(t)
=1 k=1 k=1 I=1

> dum = L (3.22)
=1

A equagao (3.22) é a quantidade de viagens realizadas pela equipe ¢ na rodada k. Como
ja demonstrado por (3.6), esta quantidade é igual a um em toda rodada. Subtraindo (3.22)
de > -, Z?:l Tijn = 1,

n n

sztljn thltn = 1-1
=1 j=1
ZZ@W = 0. (3.23)

=1 j=1
At

Pode-se concluir por (3.23) que,

thm:o, l=1,...,n. (3.24)
J;ﬁt
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Assim,
n n
Tiijn = E Ttijn + Ttitn
—1 i=1
J J#t
e por (3.24)
n
E Ttijn + Ttitn =  Ttitn-
j=1
it
Porém,

e (2.17) implica

n n
Ttijn = Ttlin—1
J=1 =1
Portanto,
n n
E Tiitk = E Ttlin—1- O
k=1 =1

Lema 3.25 g, 2 satisfaz as restricoes (2.9) e (2.10).

Prova As restrigoes (2.9) e (2.10) determinam

q+3 n
1<) Y 2 <3 Vi<t<nl<g<n-—4

k=q i=1
qﬁft

Pelas transformagoes das varidveis

qg+3 n qg+3 n
DPIETES 35 Bl L
k=q Ji=1 k=q =1 i=1

1 J#t a J#t

Como as restrigoes (2.20) e (2.21) implicam em

qg+3 n n

1<) DY dup <3 Vi<t<nl<g<n-—4,

qul'Ll
i#

a solugao satisfaz as restrigoes. [
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Lema 3.26 F3(y,%) = Fy(2)

Prova Demonstra-se, agora, que Fy(z) = F5(Z,7) como segue.

Fu@) = Y D 30N dudy

t=1 i=1 j=1 k=1

- XYY (Y]

tl’Lljl

= Z Z Z dij (§ui)

t=1 i=1 j=1

- F3('€7 g)
Teorema 3.27 LB4 > LB3.

Prova Seja z* uma solucdo 6tima para N4. Constréi-se uma solucao 7, Z para N3 a
partir de x*, como descrito anteriormente. Portanto, o teorema é verdadeiro, uma vez que
LB4 = Fy(z*) = F3(3, 2) > F3(y*, 2*) = LB3, onde y*, z* é uma solugdo 6tima para N3.
O

3.1.2 Comparacao entre os Modelos N4 e N5

Deseja-se provar que o limite fornecido pelo modelo N5 é melhor ou igual ao fornecido
pelo modelo N4. Para isto, constroéi-se, a partir de uma solucao viavel para o modelo N5,
uma solucao vidvel para o modelo N4 com o mesmo valor objetivo. Seja w!, w2, %* uma

solucao viavel para Nb. Uma solucao & para N4 é construida como se segue:

‘C%tijk:wtm,k 1+Z wtzylk 1+wtl1]k 2) tzla"'ana il(i,t)EJ, j(],t)GJ
1=1
1,t)eJ

k=1,...,n—1, com i # j

Bugh = W+ Y t],k+z Zwt]lmk t=1,...,n, j:(,t)eJ

(l,t:)EJ «a, t)eJ (m t)eJ
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n
N . ~1 .
Lijtk = Wyjp—1 T § Wy o + E § wtlmjk 3 t=1,...,n,

(l,t:)ef (, t)eJ (m t)eJ

Ty = 1 Z Z xtzjk - Z l‘ttgk - Z i‘tjtk Vi <tk

ji=1 j=1
1, t)E] (],t)EJ (] t)GJ (j,t)EJ

e para as varidveis nao especificadas nas atribuicoes anteriores, v, = 0.

Lema 3.28 & satisfaz as restrigoes (2.14).

Prova Deseja-se mostrar que

3
,_.
3

Ty =1 V(j,t) € J.

1 =1

i

Tem-se que

3
H
3

n—1 n
Tije = g g Tiijk + Tejk
k=1 \ i

it

b
Il

1 =1

Pela definicao das variaveis,

3
L
i
A

n
E Tyijh + Tuj = E Tiijk + Tegjk

z;ﬁt (i,;GJ
(

>
Il
—_
~
I
—_

i
L

n

IA

= E t’L] k—1 + E wm]l k—1 + wtluk 2)

k=1 i=1
Qo (l,t)EJ
n
. ~3
+ Wy + E Wiy, + E Wjimk
a, t)eJ (m,t)eJd
n—1

n
_ . 2 2
= Wy, + E (wtlj,kfl + wtjl,k)
=1
(1,t)ed

n n
-3 ~3 ~3
+ E E (wtjilk + Wi p—1 + wtlij,ka)

i=1 1=1
(i,t)EJ (Lt)eT

e
Il
—
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i
L

= wt]k + § § wtl]k 1+ wt]lk)

1 =

T

(z t)EJ
—1

+ E E wt]zlk + wmz k-1 T wtm k— 2)

k=1 i=1
(i,t)eJd (1, t)eJ

3

Eliminando-se os termos nulos, chega-se a

~1
Wy, + § § wtjlk + wtl]k )+ § § E wtjlmk + wtl]mk + wtlm]k)

1 m=1
(l,t)EJ (l t)G] (m,t)eJ

3
,_.

=
Il

que, pelas restrigoes (2.28), é igual a 1. [J

Lema 3.29 & satisfaz as restri¢oes (2.15).

Prova Deseja-se provar que
iittﬂzl t=1,...,n.
j=1

Tem-se, pelas defini¢oes das variaveis, que

n
E Tuji = E Tyj1 + Tun
i=1

(]J)EJ
= E Ty + 1 — E E Tyij1 — E Ty — E Tyjn
(J,t)EI (, t)GI (J t)€7 (Jvt>€ J (J,t)Ef
= E E xtz]l E itjtl
j=1 j=
«, t)EJ (] teJ (G.)eJ
= E : § : tsz + E : wtz]lO + wtllj 71)
(i, t)EI (],t)EJ «, t)EJ
n
- E : t]O + § : wtlg -1
=1 =
(],t)eJ (1, t)EJ

= 1. 0
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Lema 3.30 & satisfaz as restri¢oes (2.17).
Prova Deseja-se provar que

n n
E Ttijle = E Ltjik—1 t,2:1,...,n, ]{3:2,...,72,.
j=1 j=1

Dois casos sao analisados, quando ¢ = 7 e quando t # .

(A) Quando t = i, tem-se:

Z Ty = Z Tt h—1- (3.31)
j=1 j=1

O lado esquerdo da equagao (3.31) fica

n
E Tijhe = E Tigjk + Toven
i=1

(J,t)EJ
= E Tyjr + 1 — E E Ty — E Typji — E Tijtk
<J t)GJ a, t)EJ (] t)GJ (J t)eJ (j,t)GJ
= g g xtljk - g xtjtk
Jj=1 =
(@, t)EJ G,t)ed (g t)eJ
n n n
_ ~ ~3 ~3
= 1- E E Wi k-1 T E (wtlmh,k—l + wthlm,k—Q)
=1 m=1 =
(I,t)ed (mt)edJ (h,t)ed
n n
- E Wy p—1 T+ E Wiy g2 T E wtlmj -3 |1 - (3.32)
=1 =1
t)es (LtyeJ (m t)EJ

Jé o lado direito, fica

n
E Tjtk—1 = E Tije -1 + Lot k-1
Jj=1

(Jvt>€]
= E Tje -1 + 1 — E E Ttje—1 — E Tptjh—1 — E Tyt k-1
(] t)EJ a, t)eJ (j t)EJ (j t)EJ (] t)e]

= 1- E E xtl]k 1= E xtt],k 1

(, t)eJ (J,t)eJ (J,t)eJ
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n n n
= 1- Z Z Wit k-2 T Z wtlmhk 2+wthlmk 5)

=1 m=1 h=1

(L,t)yed (m,t)ed (h,t)yed

n n
- E Wy p—1 T E (T E wt]lmkz 1] - (3.33)
=1 = =
(J'J,t)EJ (Lt)eJ (m t)eJ

Subtraindo-se o lado direito de (3.33) do lado direito de (3.32), obtém-se zero. Por-
tanto, os lados esquerdo e direito da equagao (3.31) sao iguais e prova-se que as restrigoes

sao satisfeitas quando ¢t = 7.
(B) Quando t # i, tem-se:

> Eujp =Y Tjik1- (3.34)
j=1 j=1
O lado esquerdo da equagao (3.34) fica

n n
E Tiijke = E Tiijk + Ttk
i=1 ‘

(jiyed

n
= Z t'ij 1 + Z wtz]lk 1 +wtlz]k 2)
(g,t)éJ a, t)EJ
n
+ Wy T Z Wi o + Z Wi | - (3.35)

(Z,SGJ (m, t_)eJ

Ja o lado direito, fica

n n
E Tijik—1 = E Tijik—1 T Titi k-1
j=1

(4,t)ed
n
= E wt]zk 2 + E wt]zlk 2 + wtl]zk 3)
j=1 =1
(G.t)es (1,t)eJ
n
T Wyt E Wiz -1 + E wtzlmk 1] - (3.36)

e (m t)eJ

Subtraindo-se o lado direito de (3.36) do lado direito de (3.35), obtém-se zero. Por-

tanto, os lados esquerdo e direito da equagao (3.34) sao iguais e prova-se que as restrigoes
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sao satisfeitas quando ¢ #£ 1.

Desta forma, a solugao respeita as restrigoes. [
Lema 3.37 & satisfaz as restrigoes (2.18).

Prova Deseja-se provar que

Zmek—Zwmk j=1,....,n, k=1,...,n—1. (3.38)

t=1 =1
t#j

O lado esquerdo da equagao (3.38) fica

n n n
E g Tyije = E g Ttijle + Lok
=1 = t=1
t#£j (4,t)eJ (2, t)EJ
n n
= E § tz]k 1+ E wtzglk 1+wtlzjk 2)
= = =1
G,ET (it)eT 1,t)eJ
+ E wt]k+ E : E : t]lk+ E : E : E wt]lmk' (339)
(JJ)EJ (J,t)EJ (, t)eJ (J,t)EJ (, t)eJ (m f)GJ

Ja o lado direito, fica

n n
E e = § - Tjigh + Lygn
=1

(2,75)€J
n n n n n
- E , Tjijr 41 — E E Ljtik—1 — E Ljjik—1 — E jijk—1
i=1 i= = = i=
(i,5)€d (i,5)€T (t4)eT G.5)€] (i,5)€J
n n n
= 1- E E -i"jti,kfl - E j:jji,kfl
7 = 1=
(i,5)€J (t.5)ed (i,5)€J
n n
_ ~2
= 1= Z Z Wi k-1 T § , w]lmhk 2+ E w]lmhk 1
= m—
(Ly)ed (m,j)ed (h;)eJ (hj)eJ
n
- E : ]tk E : E : ]tlk E E E : ]tlmk (340)
t=1

(t,j)eJ (tJ)GJ (l,])EJ (MJ)EJ (LJ)EJ (myj)GJ
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Igualando-se as expressoes (3.39) e (3.40), obtém-se

n n
~3
E E Wy;ip—1 T E wtz]lk 1+ E Wi k—2

(j,t:)eJ (z‘lt)EJ , t)EJ «a, z)eJ
n
+ E Wy, + E E Wiy, + E E § wt]lmk
= t=1
(G,t)EeJ ,t)ed (, t)eJ 3, t)eJ (, t)EJ (m t)EJ
n n
= 1- E E Wi k-1 T E w]lmhk o+ E wjlmhk 1
=1 m=1
(L,g)ed (m,j)ed (h,J)GJ (h»J)EJ
n
- E ]tk § E ]tlk E E E : ]tlmk7
t=1 t=1 t=1
(t.j)ed (t,4)eJ (lJ)EJ (t,j)ed (ZJ)EJ (WJ)EJ
o que leva a
n
E Wiy, + E E Wiy, + E E w]lmk 1
t=1 t=1
(t,g)ed (t,j)ed (lJ)eJ (lJ)eJ (m,J)EJ
+ E E E W+ E E E wjlmhk 1+ E E E w]lmhk: 2
(J)GJ (ZJ)EJ (md)€J (lJ)GJ (mJ>€J (h,J)GJ (Z«J)GJ (mJ)EJ (h,J)EJ
+ § t]k + E E t]lk + E § wtzgk 1
= t=1 i=
(G,t)ed G.t)ed (, t)EJ 3, t)eJ (4, t)EJ
n n
+ E E E tjlmk+ E E : E tzglk 1+ E E E wtlz]k 2
= = m= =1
(F,t)ed (l,t)ed (mt)ed (j,t)GJ (z,t)ed (I, t)EJ 4, t)GJ 1, t)e.] (%, t)EJ
= 1. (3.41)

Por (2.29), o lado esquerdo da equagao (3.41) é igual a um e, assim, as restrigdes sdo

satisfeitas. [

Lema 3.42 & satisfaz as restrigoes (2.19).

Prova Deseja-se provar que

n n
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Considerando-se as n — 1 primeiras rodadas, tem-se que

n—1 n
E E Tmik E E xtmtk“—E e

k=1 m=1 =1 m=1
m#t
n—1 n
= E E e E g Tiedk — E Typar — E Tietk
k=1 m=1 c=1 d=1
m#t cFEt  dFt d;tt c#t
n—1
= E E Tpear — E Tt
k=1 c=1 d=1
cEt  d#t d;ét
n—1 n n
= 1-— E Ttedk | - (343)
k=1 c=1 d=1
d#t

Observa-se que o resultado de (3.43) é o nimero de rodadas consideradas subtraido
da quantidade de jogos fora da equipe ¢, o que é exatamente igual ao niimero de jogos em

casa c(t) da equipe t. Desta forma,

i > pmir = c(t). (3.44)

k=1 m=1

Basta, entao, provar-se que ), T, = 1, para qualquer equipe t = 1,...,n.

A quantidade de viagens realizadas pela equipe ¢ na rodada n é

n n
E E Ttijn = E E xt1]n+§ xtztn—’_E xtt]n—'—mtttn
J#t

=1 ]:1 i=1 =

£t ];ét z;ﬁt

= E E xtzgn + E xtztn + E xtt]n +1

j=1 j=1

(7, t)EJ (] tyeJ (i, t)EJ (] tyeJ

- E E xtzgn - E xttjn - E xt]tn
(i, t)EJ (] t)eJ (7,t)6J (J,t)EJ

= 1. (3.45)

Tem-se que
n n n n—1

g Tk = g E ftztk+§ Ttitn,

i=1 k=1 =1 k=1
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cujo lado direito, devido a (3.44) e (3.45), é

n n—1
ZZ@ztk‘FZ%nn = c(t)+1. O

i=1 k=1

Lema 3.46 @ satisfaz as restrigoes (2.20).

Prova Deseja-se provar que

k+3 n n
DY) dup<3 t=1,...n k=1..,n-4
=k g; i=1
g¢+3 n n ¢+3 n n qg+3 n
222 e = DD D et DD G
=15 = =4S =1
g+3 n
= Z Z Z tz]k 1+ Z wm]lk 1+wtlljk 2)
(J,t)ef (zlt)eJ (lft)é]
qg+3 n
+ Z Z Wy, + Z Wy, + Z W jtm
(Jyt)GJ (, t)EJ (m t)eJ

Desmembrando-se os somatorios em k, chega-se a:

n

~1 ~1 ~1 ~1
E : (Wejq + Wiy i1 + Wyjgro + Wijgys)
j=1
(J.r)ed

+ E § : wtlj q—1 + 2wt2]q + 2wtlj q+1 + 2wtlj q+2 + wtl] q+3)

(],t)GJ (1, t)GJ
n

+ E E : E wtz]l q—2 + thz]l q—1 + 3wtz]lq + 3wtzyl g+1 + 2'wtzﬂ q+2

Jj=1 i=1 =1
(Gt)ET (it)eT (Lt)ed

+ Wy ges) - (3.47)

Analisam-se as restri¢oes (2.30). Para cada i, somando-se as restrigdes referentes as
tres rodadas consecutivas ¢, ¢ +1 e g+ 2, para 1 < ¢ <n — 4, tem-se

n

Z t3q+ Z wtaq+1

j=1 =
(G.t)et (]J)EJ
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+ Z Z Wimg,q— 1+Z Z tjmq+z Z wtjqu

(J,t)Gf (m t)EJ (],t)EI (m t)EJ (] t)GI (m t)eJ
- Z Z Z Wimljg—2 T Z Z Zwt]ml,ql
m=1 m=1
(3 t)EJ (m,t)eJ (1, t)eJ (g t)EJ (m,t)eJ (1, t)eJ
+ Z Z Z Dy + Z Z Z Dt g1
(],t)EJ (m t)EJ (, t)eJ (],t)EJ (m t)EJ (, z)eJ
+ E tj g+1 T E wtj q+2
(JJSEJ (37;)67
n n
+ E , E wtqu+ E E , tjmq+1+ E : E , wt]m,q+2
=1 m=
(th)eJ (m t)eJ (jjt)eJ (m,t)eJ (] t)eJ (m t)eJ
+ Z Z Z tml]q 1+ Z Z Z wt]mlq
(],t)eJ (m t)GJ «, t)eJ (7,t)eJ (m t)e] (, t)EJ
+ Z > Z Ditjgrr + Z > Z Dt g2
m=1 m=1
(],t)ef (m,t)ed (1, t)eJ (j,t)EJ (m,t)ed (I, t)eJ
+ + W,
tJ q+2 tj,q+3
(Jt)EJ (Jt)eJ
n n n
+ E: D Wit DY, Whmgre T E: E: W q 43
(f,SeJ Jga Gies JSGJ (hes e
™ Z Z Z wtmqu + Z Z Z wt]ml q+1
m=1 m=1
(],t)GJ (m,t)eJ (1, t)eJ (g,t)eJ (m,t)eJ (1, t)eJ
~3
+ Z Z Z Drtjgra + Z Z Z Dt
(_] t)eJ (m t)eJ a, t)eJ (g t)eJ (m t)eJ (1, t)eJ
< 3 ViI<t<n,1<qg<n-—4 (3.48)

Todos os termos de (3.48) estao também presentes em (3.47). Considerando-se que

todos os termos sdo nao nulos, o lado esquerdo de (3.48) é maior ou igual que o lado
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esquerdo de (3.47). Desta forma, chega-se a
n
~1 ~1 ~1 ~1
Z (Wi + Wy g1 + Wy pgn + wtj,k+3)

=1
(Jt)eJ

+ § E wtz] k—1 + zwtljk + 2wtz_7 k+1 + 2wt2j k+2 + wtzg,k+3)

(j,t)GJ (1, t)€ J

+ E E E wmz k2 T 2Wy5 1 + Bwtzﬂk + 3wtz]l k+1 T 2%31 k2

=1
(J t)EJ (4, t)EJ (, t)eJ

. ~3 ~3
T Wy kys T Wi p—2 T wtijl,kf2)

< 3 Vi<t<ml<k<n-—4 0O
Lema 3.49 & satisfaz as restrigoes (2.16).

Prova Deseja-se provar que

zn:ijjtiﬂ:o tzl,...,n.

i=1 1
z;ét]

A prova é simples, pois

n n n n n
E Extijl = E E Tyij1 + E Ttitl

i I (iyed (et (et
n n n
= Z Z Wy;50 + Z Wy 10 + Z Wiij 1
(izt:)EJ (jjtz)EJ (l,;EJ 1, t)EJ

-1 "2
+ § wtit() +wtlj,71) )

(7, t)E J

que, por conter apenas road trips iniciadas nas rodadas -1 e 0, é igual a 0. [J
Lema 3.50 & satisfaz as restrigoes (2.21).

Prova Deseja-se provar que

k+3 n n

Zzzmtmq>1 t=1,...,n, k:zl,,n—4 (351)

k =1 i=1
= J#t



3.1 Comparacao Tedrica

37

Pela definicao das variaveis

qg+3 n n q+3 n
)3 SHITEED 35 i b NS
b=a i) =\
gt+3 n
= Z Z Z Wi k-1 + Z wtzylk 1+wtlm,k’ 2)
(J.t)EJ (4, t)eJ (, t)eJ
gt+3 n n
+ Z Z th+ Z t]lk+ Z Z wt]lmk: )
(J7t)EJ (l,t:)eJ «, t)eJ (m t)EJ
e, por (2.31),
g+3 n
Z Z tzgk 1+ Z wtz]lk 1+wtlz]k 2)
=1 (ijt_)éJ (4, t)éJ (lft)é.]
qg+3 n
+ ZZ Wi + Z W2y + Z Z W | =1 O
(vat)EJ «, t)EJ «, t)e] (m t)EJ

Lema 3.52 Fy(%) = F5(w', w?, w?)

. A /\1 /\2 ~
Prova Demonstra-se a seguir que Fy(2) = F5(0!, w?, w?).

Fy@) = YD 30N dudy

t=1 i=1 j:l k=1

— Z Z ]Z Z Tyedij + Z Z Z Fpirndsy + Z Z Z Fojeds;

7%#7“7 :llkl tl]lkl
3 VE
- Z >y th Z Z Zwmk
= =1 k=1 = =1 =
(G.t)es (M)EJ @, t)EJ

+ Z Z Z Z Zwmmk x d
=1 (J»t)GJ «, t)eJ (m t)eJ -
* ZZ ZZ “J’f1+zz Z Zzwnyzk1

= = =1 =1 k=1
(i, t)EJ (],t)EJ (i, t)eJ (j,t)GJ (1,t)er
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iz Z Zzwtz]le X dij

=1 =1 I=1 k=1
(4, t)EJ (J tyed (lL,t)yeJ

PSP ILINED DD D IR DA

i=1 — i=1 =1 k=1
(4, t)EJ (Gt)ed (L,t)ed

n

3
E E E E E :wtlmi,k—S X diy.
t= i=1 m=1

(i,t)ed (I, t)eJ (m, t)eJ

Retirando-se as varidveis anuladas por (2.27), tem-se

Fy(2) = Z ]zn; Z tﬂﬂLZ Z zn: Zwt]lk

= =1 =1 k=1
(Jit)eJ (7,t)€J (L,t)es
n
+ z : 2 : § : E : E :wtjlmk X dtj
t=1 J=1 m= =

1
(7,t)ed (, f)eJ (m, t)e]

* anzn: Zn:nzj ”J’“JFZZ Z iZwmm

(i,t)ed (jt)ed (4, t)eJ (Gt)eJ (L,t)ed

n

T Z Z Z > Zwtmlk x dj;

=1 =1
(4, t)eJ G, t)EJ (, z)eJ

+(z”im¢§:iz%

=1 k=1 i=1 =1 k=1
tyeJ (i,t)eT (I,t)eJ

n n n—3
>y Z D D ik | X da
t= =1

i=1 = m=1
(i,t)eJ (l ) J (m.t)eJ

Reorganizando-se os termos, chega-se a

n n n—1 n
Fa@) =D D0 D by | (dy+dje) + Z Z Z Zwtz]k (dy; + dij + dji)
= es 1 (wes Gnes "=

Z Z Z Z Z wtzglk dti + dij + djl + dlt) . (353)
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Como
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dt]’ + djt = Ctja

dii + dij + djt = cyj
dii + dij + dj + dy = cugi,
tem-se, por (3.53), que Fy(2) = F5(w*, w?, @3). O

Teorema 3.54 LB4 < LB5.

3* uma solucdo étima para N5. Constréi-se uma solucdo & como

2

Prova Seja w'*, w*,w
descrito anteriormente a partir de w'*, w?*, w*. Portanto, o teorema é verdadeiro, uma
vez que LB5 = Fy(w'™, w* w*) = Fy(%) > Fy(x*) = LB4, onde z* é uma solugao étima

para N4. O

3.2 Resultados Experimentais

Com o intuito de avaliar e comparar os modelos de programagcao inteira propostos, foram
criadas 20 atribuigoes casa-fora para cada uma das instancias national league (nl) e para
cada uma das instancias circulares (circ) do TTP disponiveis em [26]. Das vinte instan-
cias criadas a partir de cada instancia do TTP utilizada como base, dez possuem suas
atribuicoes casa-fora determinadas aleatoriamente. As outras dez instancias correspon-
dem a atribuicoes casa-fora balanceadas: os estddios de todos os jogos sao selecionados
aleatoriamente e em seguida, aplica-se o método iterativo de Knust e Thaden [16] para

balancea-los.

Os modelos foram resolvidos pelo CPLEX 10.0, utilizando-se a API Concert Tech-
nology compilada com g++ 4.0.2. Os experimentos computacionais foram realizados em
um computador Dell Optiplex com processador Pentium D de 3.0 GHz e 2 Gbytes de

meméria RAM, utilizando o sistema operacional Linux versao 2.6.12.

As relaxacoes lineares das trés formulagoes descritas no Capitulo 2 foram resolvidas
para todas as instancias. Os resultados sao relatados nas Tabelas 3.1 e 3.2 para as ins-
tancias nl e nas Tabelas 3.3 e 3.4 para as instancias circ. Para cada valor de n, a segunda
coluna mostra o nimero de instancias viaveis. A terceira, quarta e quinta colunas das
tabelas mostram, respectivamente, os limites médios fornecidos pelos modelos N3, N4 e

N5 para as instancias viaveis. As quatro ultimas colunas fornecem os desvios percentuais
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médio e maximo entre os limites LB3 e LB5 e entre os limites LB4 e LB5, i.e., a me-
lhoria de LB5 em relacio a LB3 e a LB4, sendo gapss = (LB5 — LB3) x 100/LB3 e
gaps 4 = (LB5 — LB4) x 100/ LBA4.

As médias dos limites LB5 fornecidos pelo modelo N5 sao muito superiores as geradas
pela formulacao N3. Como exemplos, para as instancias nl, o limite médio LB5 para
n = 16 é mais de 17 vezes maior (desvio percentual médio de 1805.62%) do que o limite
médio LB3 no caso das instancias aleatérias e mais de 20 vezes maior (desvio percentual
médio de 2004.97%) no caso das balanceadas.Jd para as instancias cire, quando n = 20,
por exemplo, o limite médio LB5 chega a ser 41 vezes maior (desvio percentual médio de
4102.11%) do que o limite médio LB3 no caso das instancias aleatérias e 43 vezes maior

(desvio percentual médio de 4230.67%) no caso das balanceadas.

Comparando-se os limites médios LB5 com LB4, a melhora encontrada também foi
bastante significativa. Por exemplo, os limites médios LB5 fornecidos foram mais de
cinco vezes maior (desvio percentual médio de 549.76%) do que os limites LB4 para as
instancias nl aleatérias com 14 equipes e mais de seis vezes maiores (desvio percentual
médio de 609.22%) do que os limites LB4 para as instancias nl balanceadas com 16
equipes. Esta melhoria também pode ser observada para as instancias circ. Considerando-
se as instancias com 20 equipes, por exemplo, os limites médios fornecidos L B5 foram mais
de seis vezes maior (desvio percentual médio de 684.96%) do que os limites LB4 para as
instancias aleatérias e mais de sete vezes maior (desvio percentual médio de 723.70%)
para as balanceadas. A melhoria de LB5 é bem perceptivel em relagao a LB4, porém fica

ainda mais evidente quando se analisa em relagao a LB3.

Pode ser observado que a diferenca entre os limites fornecidos pelos modelos é mais
acentuada nas instancias balanceadas do que nas aleatorias, de forma que as diferencas
média e maxima sao maiores em quase todos os casos. Para as instancias nl, com exce¢ao
daquelas com apenas quatro equipes, as diferencas entre os limites médios LB5 e LB3
e entre os limites médios LB5 e LB4 foram maiores para as instancias balanceadas, en-
quanto as diferencas maximas foram maiores em mais da metade dos diferentes tamanhos
de instancias (n = 4, 10,12,16). Considerando-se as instancias cire, a média das diferen-
cas entre os limites LB5 e LB3 e entre os limites LB5 e LB4 foi maior em todos os casos
para as instancias balanceadas, enquanto o desvio maximo foi maior em dois tercos dos

diferentes tamanhos de instancias (n = 6,8,12, 14, 18, 20).
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Tabela 3.1: Limites fornecidos pelas relaxacoes lineares para as instancias nl aleatérias

n | Vidveis LB3 LB4 LB5 | avg(gaps,s) max(gapss) | avg(gapss) max(gaps.a)

(%) (%) (%) (%)
4 10 2064.92 2090.67 5227.70 153.16 191.59 150.05 188.57
6 7 3716.91 5503.67 13756.31 273.03 312.10 154.32 210.15
8 10 4558.85  7600.34  21675.06 401.57 550.88 214.08 350.24
10 6 3858.40  7175.11  32390.32 740.40 788.92 357.24 430.72
12 9 5989.87 14520.32  57930.83 877.94 984.17 333.60 514.68
14 7 6658.78 15968.46 103499.29 1455.36 1533.61 549.76 596.60
16 9 7280.00 24599.24 135829.89 1805.62 1996.64 484.61 607.84

Tabela 3.2: Limites fornecidos pelas relaxacgoes lineares para as instancias nl balanceadas

n | Viaveis LB3 LB4 LB5 | avg(gaps,3s) max(gapss) | avg(gapss) max(gaps.a)

(70) (%) (%) (%)
4 10 2063.90  2090.67 5097.50 147.00 191.24 143.82 186.80
6 10 2992.80  3896.80  14134.90 372.42 396.69 262.73 274.92
8 10 3456.92  4991.71  21278.91 515.59 536.58 326.28 340.37
10 10 3704.52  6218.44  32573.49 779.29 809.42 423.82 440.13
12 10 5377.26  9482.18  58432.26 986.73 1017.92 516.23 533.14
14 10 6533.32  15325.50 103722.30 1487.59 1529.30 576.80 593.96
16 10 6440.18 19114.40 135563.90 2004.97 2040.95 609.22 621.46

Tabela 3.3: Limites fornecidos pelas

relaxacoes lineares para as instancias circ aleatorias

n | Vidveis | LB3 LB4 LB5 | avg(gaps,3) max(gapss) | avg(gaps4) max(gaps.a)

(%) (%) (%) (%)
4 10 4.94 5.33 12.60 154.50 180.00 136.25 162.50
6 7 8.50 13.6  35.90 329.52 410.81 167.09 224.07
8 8 14.53 29.92 73.78 431.45 702.81 156.29 282.81
10 7 12.81 33.43 132.76 971.62 1197.72 303.46 370.40
12 10 15.03 49.54  214.23 1402.89 1667.04 358.40 450.00
14 8 16.35 60.65 326.62 1907.82 2179.34 439.15 455.73
16 10 18.90  83.77 471.70 2488.63 2860.97 502.15 596.29
18 8 19.24  91.67 649.38 3294.49 3528.10 609.96 655.17
20 8 20.83 113.73 869.29 4102.11 4252.44 684.96 729.35

Tabela 3.4: Limites fornecidos pelas relaxacoes lineares para as

instancias circ balanceadas

n | Vidveis | LB3 LB4 LB5 | avg(gaps,s) max(gapss) | avg(gapss) max(gaps.a)

(%) (%) (%) )
4 10 4.94 5.33 13.40 171.00 180.00 151.25 162.50
6 10 6.92 10.80 34.70 402.08 444.19 221.30 233.33
8 10 8.74 18.29 71.70 720.81 T747.78 292.11 297.40
10 10 10.49 27.78 131.07 1150.98 1194.31 371.84 382.40
12 10 12.13 39.27  213.57 1659.98 1684.34 443.80 451.70
14 10 14.15 52.77  326.30 2206.79 2250.43 518.35 527.89
16 10 16.07 68.27 466.00 2800.43 2850.29 582.62 595.80
18 10 18.02 85.76  647.30 3490.46 3548.08 654.74 666.44
20 10 20.02 105.26 867.05 4230.67 4292.39 723.70 735.05

As formulagoes também foram comparadas com relagao a capacidade do resolvedor

de encontrar solucoes inteiras étimas. Executou-se o CPLEX por um periodo méximo de

duas horas para resolver cada instancia, utilizando-se cada uma das trés formulagoes. Os
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resultados sao apresentados nas Tabelas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8. Para cada ntimero de equipes,
sao fornecidos o niimero de instancias para as quais o resolvedor encontrou solucao viavel
(nas tabelas, para todas as instancias consideradas nao-vidveis o resolvedor provou a
inviabilidade), o nimero de instancias resolvidas até provar-se a otimalidade utilizando
os modelos N3, N4 e N5, o percentual médio de LB5 em relagao ao valor 6timo F3,
dado por (LB5/Fy) x 100, e os tempos médio e maximo para encontrar a solu¢ao étima
utilizando-se os modelos N5 e N4. Os trés modelos foram capazes de encontrar as solugoes
Otimas para todas as instancias nl e circ pequenas com n < 6, tanto aleatérias quanto

balanceadas.

Para as instancias nl aleatérias com n = 8, o CPLEX foi capaz de resolver apenas
cinco instancias com o modelo N3 e todas as instancias com os modelos N4 e N5. J4 para
as instancias balanceadas com oito equipes, nenhuma delas foi resolvida com o modelo N3
e oito foram resolvidas com o modelo N4. O resolvedor foi capaz de encontrar a solucao

Otima para todas estas instancias com o modelo Nb5.

Tabela 3.5: Solucoes inteiras das instancias nl aleatorias

n | Vidveis | opt(N3) opt(N4) opt(N5) | avg(LB5/Fy) | avg(tN5) max(tN5) | avg(tN4) max(tN4)

(%) segundos  segundos | segundos  segundos
4 10 10 10 10 100 < 0.1 <0.1 <0.1 < 0.1
6 7 7 7 7 97.19 0.3 0.7 1.6 3.3
8 10 5 10 10 92.28 16.8 39.2 646.6 2505.4

Tabela 3.6: Solucoes inteiras das instancias nl balanceadas

n | Vidveis | opt(N3) opt(N4) opt(N5) | avg(LB5/Fy) | avg(tN5) max(tN5) | avg(tN4) max(tN4)

%) segundos segundos | segundos segundos
4 10 10 10 10 100 <0.1 <0.1 <0.1 <0.1
6 10 10 10 10 97.81 0.2 0.5 2.0 2.4
8 10 0 8 10 92.34 34.4 61.8 1685.4 3810.0

Para as instancias circ aletérias com n = 8, o CPLEX foi capaz de resolver apenas

quatro instancias com o modelo N3 e todas as oito instancias com os modelos N4 e N5. J4
para as instancias balanceadas com o mesmo nimero de equipes, o CPLEX nao conseguiu

resolver nenhuma com o modelo N3, mas resolveu todas as instancias com os modelos N4

e N5. CPLEX nao foi capaz de resolver instancia alguma com n > 8.

Tabela 3.7: Solugoes inteiras das instancias circ aleatorias

n | Vidveis | opt(N3) opt(N4) opt(N5) | avg(LB5/F5) | avg(tN5) max(tN5) | avg(tN4) max(tN4)

() segundos segundos | segundos segundos
4 10 10 10 10 100 <0.1 <0.1 <0.1 <0.1
6 7 7 7 7 94.49 0.2 0.2 1.6 2.5
8 8 4 8 8 89.16 26.1 122.6 1060.3 3874.6

A qualidade dos limites LB5 (em média, a menos de 7.73% da otimalidade para as

instancias nl e a menos de 10.85% para as instancias circ) ajudou o resolvedor a encontrar
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Tabela 3.8: Solucoes inteiras das instancias circ balanceadas

n | Vidveis | opt(N3) opt(N4) opt(N5) | avg(LB5/Fy) | avg(tN5) max(tN5) | avg(tN4) max(tN4)

(%) segundos  segundos | segundos  segundos
4 10 10 10 10 100 < 0.1 < 0.1 < 0.1 <0.1
6 10 10 10 10 92.32 0.3 0.5 2.2 3.7
8 10 0 10 10 90.31 24.6 57.9 2399.0 4172.8

solucoes 6timas em menos de um minuto de tempo computacional para a maior parte das

instancias com n = 8.



Capitulo 4

Solucoes Aproximadas de Grandes Instancias

E possivel, do ponto de vista pratico, que haja a necessidade tao somente de se construir
uma tabela vidvel para determinada competicao, obedecendo as restricoes determinadas
pelo problema, e nao necessariamente achar-se sua solugao 6tima. Em geral, problemas
de torneios reais possuem um grande nimero de equipes, superior a dez. Como exemplo,

o campeonato brasileiro de futebol é disputado por vinte equipes.

Executando-se o resolvedor comercial para instancias com uma quantidade maior de
equipes, foi possivel perceber a dificuldade do mesmo em encontrar solucoes viaveis para
o problema. O resolvedor comercial pode encontrar solugao vidvel, em duas horas de
processamento, para instancias com mais de 16 equipes em apenas um caso com o modelo

N3, e em nenhum caso com os modelos N4 e N5.

Partindo-se da observacao de que os problemas de escalonamento em esportes mostram-
se mais faceis quando nao se considera a distancia percorrida, utiliza-se um modelo sim-
plificado com O(n3) varidveis para obter solucdes vidveis para o problema. Resolve-se
o modelo N3 sem as varidveis representando as viagens, denotado por modelo S3 e de-
terminado pelas restri¢oes (4.1)-(4.5), para determinar uma tabela para o torneio. Este
modelo pode ser resolvido rapidamente (em menos de um minuto) para grande parte das

instancias disponiveis:

n—1
dmg=1, V(i) e (4.1)
q=1

(e +zm) =1,  t=1....n k=1..n-1 (4.2)
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k+3 n

Y zuw<3,  t=1...n k=1,...,n-4 (4.3)
=k
k+3 n

ZZzﬁkzl, t=1,....,n, k=1,...,n—4 (4.4)
=

2k € {0, 1}, t,j=1,....,n, k=1,...,n—1 (4.5)

Uma vez que pretende-se apenas obter uma solucao viavel, a fungao objetivo é ar-
bitraria. As restrigbes (4.1) asseguram que cada jogo ocorre exatamente uma vez. As
restrigbes (4.2) garantem que cada equipe joga um jogo em cada rodada. As restrigoes
(4.3) estabelecem que a equipe t nao pode jogar mais do que trés jogos consecutivos fora
de casa, enquanto as restrigoes (4.4) garantem que a equipe ¢ nao pode jogar mais do que
trés jogos consecutivos em sua propria sede. As restrigoes (4.5) definem as condigdes de

integralidade para as varidveis z.

4.1 Melhoria das Solugoes Obtidas com S3

Com o modelo S3 torna-se possivel encontrar pelo menos uma solugao viavel para instan-
cias em que os modelos N3, N4 e N5 nao obtiveram sucesso. Entretanto, por nao se tratar
de um problema simplesmente de viabilidade, mas também de otimizacao, busca-se as
melhores solugoes possiveis. Desta forma, duas estratégias sao propostas com o objetivo

de procurar solugoes melhores do que a obtida simplesmente utilizando-se o modelo S3.

4.1.1 Estratégia de Polishing

Esta estratégia utiliza uma heuristica baseada em algoritmos evolucionarios disponivel
no CPLEX, denominada Solution Polishing [14]. A estratégia de polishing consiste em,
primeiramente, encontrar uma solugao z para S3. Fixa-se, entao, os valores das variaveis
inteiras z do modelo N3 de acordo com os valores encontrados para as variaveis corres-
pondentes na solucao z para S3. Executa-se o primeiro né do branch-and-bound [27] do
resolvedor para determinar os valores das varidveis continuas y, definindo-se, assim, uma
solucao viavel z,y para N3. Finalmente, aplica-se o polishing sobre esta solucao Zz,y para
N3, com o objetivo de melhorar a fungao objetivo baseada na distancia percorrida pelas

equipes.
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4.1.2 Estratégia de Enumeracgao

Observando-se que, para varias instancias, o resolvedor rapidamente encontra uma solucao
para S3, utiliza-se o mesmo para enumerar solucoes viaveis para o modelo. Configura-
se o CPLEX para rejeitar como solucao corrente toda solugao viavel Z encontrada pelo
branch-and-bound, porém, salvam-se estas solucoes antes das mesmas serem descartadas.
Como a fungao objetivo é arbitraria, sem esta configuracao todos os nés nao visitados do
branch-and-bound seriam podados por valor quando a primeira solugao fosse encontrada.
Desta forma, a enumeracao de solugoes é feita utilizando-se o proprio branch-and-bound

do resolvedor. Calcula-se, entao, os custos das solugoes e considera-se a melhor.

4.2 Resultados Experimentais

As duas estratégias foram implementadas em C++ utilizando-se a API Concert Tech-
nology e compiladas com g++ 4.0.2. Os experimentos computacionais foram realizados
em um computador Dell Optiplex com processador Pentium D de 3.0 GHz e 2 Gbytes
de meméria RAM, utilizando o sistema operacional Linux versao 2.6.12. Aplica-se cada
uma das duas estratégias a cada uma das instancias criadas a partir das instancias circe

do TTP, descritas na Secao 3.2, com 18 e 20 equipes por um periodo de duas horas.

O resultado das execucgoes para as diferentes instancias é sumariado nas Tabelas 4.1,
4.2, 4.3 e 4.4. As colunas representam o nome da instancia, o valor da solugao encontrada
executando-se o modelo S3, o tempo gasto para encontrar tal solucao, o valor objetivo da
solugao para a estratégia de polishing, o nimero de solucoes geradas pela enumeracao e a
melhor solucao encontrada pela enumeragao. Os campos preenchidos com Inv. represen-
tam instancias provadas invidveis, enquanto que aqueles com ‘— significam que o tempo
limite foi alcancado sem que uma solugao viavel fosse encontrada, nem inviabilidade fosse
provada. Os valores sublinhados representam os valores em que a estratégia de polish-
ing melhorou a solucao de S3 e os valores em negrito representam as melhores solugoes

encontradas.

A Tabela 4.1 mostra os resultados para as instancias circ aleatérias com 18 equipes.
Para cinco das oito instancias viaveis, uma solucao viavel foi encontrada em menos de
um minuto. Para as trés demais, em menos de dois minutos. Pode ser observado que
a heuristica do resolvedor melhorou o resultado de apenas quatro das oito instancias
viaveis. O processo de enumeragao gerou solugoes melhores que a estratégia de polishing

para todas as instancias viaveis.
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Tabela 4.1: Resultado das estratégias para as instancias circ aleatérias com 18 equipes

Instancia S3  tempo (s) | S3+Pol. | Nimero de Solugoes Enum.
circl8anonbal | 1170 30.1 1162 91 1138
circl8bnonbal | Inv. Inv. Inv. Inv. Inv.
circl8cnonbal | Inv. Inw. Inw. Inv. Inv.
circl8dnonbal | 1208 21.5 1204 14 1160
circl8enonbal | 1160 90.7 1160 25 1138
circl8fnonbal | 1226 111.3 1226 22 1140
circl8gnonbal | 1152 22.5 1152 144 1130
circl8hnonbal | 1216 27.4 1198 26 1132
circl8inonbal | 1188 109.3 1188 59 1132
circl8jnonbal | 1198 29.3 1198 63 1116

Na Tabela 4.2 estao os resultados para as instancias circ balanceadas com 18 equipes.
Para todas as instancias, uma solucao viavel foi encontrada em menos de 32 segundos.
A estratégia de polishing melhorou a solucao de S3 em 60% dos casos. Porém, em 80%
dos casos, a enumeracao de solugoes foi capaz de gerar solugoes melhores que a estratégia

Ck

de polishing. A instancia assinalada com um “*’ corresponde a unica instancia em que o
resolvedor encontrou uma solucao viavel, de valor igual a 1136, que é melhor do que os

valores encontrados pelas duas estratégias estudadas.

Tabela 4.2: Resultado das estratégias para as instancias circ balanceadas com 18 equipes

Instancia S3  tempo (s) | S3+Pol. | Niumero de Solugdes Enum.
circl8abal | 1172 25.7 1172 34 1142
circ18bbal | 1194 22.6 1194 77 1168
circl8chal* | 1180 23.1 1162 17 1170
circl18dbal | 1172 31.1 1162 145 1120
circl8ebal | 1188 31.8 1174 46 1154
circ18fbal | 1174 25.0 1174 61 1104
circ18gbal | 1162 25.9 1140 50 1148
circl8hbal | 1198 26.2 1188 120 1142
circl8ibal | 1246 24.0 1246 78 1172
circl8jbal | 1182 27.2 1162 9 1122

Na Tabela 4.3 sao apresentados os resultados para as instancias circ aleatérias com 20
equipes. Nao foi possivel nem encontrar solugao viavel, nem provar inviabilidade para uma
das instancias. Uma solucao foi encontrada em menos de um minuto utilizando-se S3 para
quatro instancias. Em duas instancias, o melhor valor encontrado foi a solugao encontrada
pelo resolvedor para S3. A estratégia de polishing melhorou o resultado de quatro das
sete solugoes iniciais. Em trés delas, o valor foi melhor que o da enumeracao. Nestas
instancias, percebe-se que o nimero de solugoes geradas por enumeracao foi pequeno para

grande parte das instancias, e a enumeragao nao obteve bons resultados. Para este grupo
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de instancias, a melhoria dos valores objetivos em relacao ao valor encontrado para S3 é

muito pequena.

Tabela 4.3: Resultado das estratégias para as instancias circ aleatérias com 20 equipes

Instancia S3  tempo (s) | S3+Pol. | Nimero de Solugbes Enum.
circ20anonbal | 1552 129.4 1552 12 1552
circ20bnonbal | 1634 50.7 1616 2 1634
circ20cnonbal — - - 0 -
circ20dnonbal | 1562 50.2 1562 9 1562
circ20enonbal | 1580 303.6 1574 17 1580
circ20fnonbal Inv. Inv. Inv. Inv. Inv.
circ20gnonbal | 1614 57.3 1614 3 1560
circ20hnonbal | Inv. Inv. Inv. Inv. Inv.
circ20inonbal | 1590 372.4 1574 8 1580
circ20jnonbal | 1624 51.3 1588 6 1516

A Tabela 4.4 mostra os resultados para as instancias circ balanceadas com n = 20

equipes. Para sete instancias, uma solucao vidvel foi gerada em menos de um minuto.

Para as outras, em menos de 68 segundos. A estratégia de polishing conseguiu melhorar

o valor objetivo para quatro instancias. Em 80% das instancias, a melhor solucao foi

encontrada pela enumeracao.

Tabela 4.4: Resultado das estratégias para as instancias circ balanceadas com 20 equipes

Instancia S3  tempo (s) | S3+Pol. | Nimero de Solugoes Enum.
circ20abal | 1622 47.6 1622 10 1614
circ20bbal | 1626 23.2 1610 50 1610
circ20cbal | 1580 53.0 1580 17 1542
circ20dbal | 1544 62.9 1544 5 1518
circ20ebal | 1658 60.3 1658 17 1598
circ20fbal | 1650 04.2 1650 4 1568
circ20gbal | 1582 52.2 1582 4 1582
circ20hbal | 1654 26.9 1614 18 1590
circ20ibal | 1618 68.0 1616 18 1560
circ20jbal | 1590 56.6 1582 3 1590

E possivel perceber que, para as instancias balanceadas com n = 18 e n = 20 equipes,

o tempo necessario para gerar uma solucao inicial viavel nao varia muito de uma instancia

para outra, o que é bastante diferente do que ocorre nas instancias aleatorias.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Esta dissertagao apresentou o Problema de Torneios com Viagens com Estadios Fixos.

Um banco de instancias para testes foi criado.

Trés modelos de programacao inteira foram propostos para o problema. Apds uma
comparagao baseada nos limites fornecidos pelas relaxagoes lineares dos modelos, ficou
provado que a formulagao com O(n®) varidveis é mais justa que as demais. Pelos resultados
apresentados, foi possivel observar que os melhores limites inferiores ajudaram o resolvedor
a encontrar a solugao étima para a maior parte das instancias com menos de dez equipes

em menos de um minuto.

Uma vez que o resolvedor comercial nao encontrou solucoes viaveis para instancias
maiores, utilizou-se um modelo simplificado de programacao inteira, conjugado a heuris-
ticas presentes no resolvedor. Foram obtidas solucoes viaveis para as instancias com mais
de 16 equipes. Em alguns casos, solugoes melhores foram geradas quando da utilizacao da
estratégia de polishing presente no resolvedor. Utilizou-se também o CPLEX para gerar
varias solugoes para o problema. A simples enumeracao de solugdes gerou, na maioria
dos casos, solugoes melhores do que as geradas pela estratégia de polishing. Desta forma,

conclui-se que esta nao parece ser uma boa estratégia para este problema.

Como possibilidades de trabalhos futuros, pode-se analisar a utilizacao de técnicas
de geragao de colunas e heuristicas de busca local para o problema. Também podem ser
analisados problemas de quebras em torneios com locais dos jogos pré-determinados, que
possuem propriedades matematicas bastante interessantes. Trabalhos preliminares nos
permitiram conjecturar que o nimero minimo de quebras em torneios com HAA fixos para
instancias balanceadas é sempre menor ou igual ao nimero de equipes. Outra extensao
seria tratar o problema sem considerar os nimeros maximos de jogos consecutivos em

casa e de jogos consecutivos fora, o que tornaria o problema mais facil do ponto de vista
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de viabilidade, porém mais dificil do ponto de vista de otimizacao, uma vez que o niimero

de possiveis solugoes aumentaria consideravelmente.
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