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Resumo

O objetivo do presente trabalho é a utilizacao de métodos computacionais alternativos ao
modelo Black&Scholes, mais especificamente os métodos de diferencas finitas, para preci-
ficagao de opgoes. Os métodos sao comparados tendo como critérios acuracia com pregos
obtidos pelo modelo Black&Scholes e modelo Binomial e o tempo computacional. Neste
trabalho, é demonstrado que o valor da opc¢ao obtido com o uso da Equacao Diferencial
Parcial, pelo método de Crank-Nicolson, apresenta melhores desempenhos para opcoes
européias.

Para facilitar o entendimento, é feito um resumo dos principais caracteristicas dos
contratos de opgoes (compra e venda) no capitulo 2, bem como explicado os principais
conceitos usados nas transacoes do mercado de opcoes. Uma abordagem dos principais
métodos numéricos é feita no capitulo 3, dando uma maior énfase nos métodos de dife-
rencas finitas, além disso, é feita uma breve explicacao do métodos binomial. No capitulo
3, também é feita a demonstracao da Equagao Diferencial Parcial usada no método de di-
ferencas finitas. Prova-se, nesta demonstracao, que o valor da op¢ao obtido com o uso da
Equacao Diferencial Parcial é um célculo deterministico, ou seja, nao envolve elementos
aleatorios.

Palavras-chave:Métodos Numéricos; Opcoes; Diferencas Finitas; Deterministico;
Black&Scholes.



Abstract

The aim of this work is the use of alternative computational methods to the Black&Scholes
model, more specifically the methods of finite differences for pricing of options. The
methods are compared and the criteria is accuracy, considering Black&Scholes and Bi-
nomial prices and computational time. In this work, we demonstrated that the option
pricing reached through Partial Differential Equations using the method of Crank-Nicolson
presents better performance for European options.

A summary of the main characteristics of options instruments (call and put) is pre-
sented in chapter 2, as well as the main concepts in the options markets. An explanation
of the main numerical methods is presented in chapter 3, with emphasis in the finite
differences methods and a brief description of the binomial method. In chapter 3, the
demonstration of the Partial Differential Equation is made. It is proved, in this demons-
tration, that the value of the option reached through Partial Differential Equations is a
deterministic estimative, that is, it does not involve random elements.

Keywords:Numerical Methods; Options; Finite differences; Deterministic; Black&Scholes.
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Capitulo 1

Introducao

Profissionais da area de financas tém dedicado razoavel esforco para compreender o pro-
cesso de formacao dos precos de titulos negociados em mercados de capitais. Nesse sentido,
a bibliografia da area financeira apresentou extraordinario desenvolvimento nas tultimas
duas décadas. Particularmente, para o caso de contratos derivativos, foram elaborados
modelos de avaliacdo que apresentam alto grau de confiabilidade e que incorporaram

diferentes fatores de risco adicionais ao modelo de Black&Scholes (1973) '.

Um modelo matematico pode ser utilizado para prever o comportamento futuro dos
eventos sempre que o conhecimento exato das leis que regem um determinado fendmeno
é expresso através de equacoes precisas, as quais podem, a principio, serem resolvidas.
A idéia de utilizar métodos numéricos é amplamente empregada em diversas aplicacoes,
como transferéncia de calor, calculo de estruturas em engenharia civil e aeronautica, entre
outras. Métodos numéricos foram introduzidos em finangas por 4] [5] como uma alterna-
tiva para precificar op¢oes americanas de venda. A precificagao de derivativos é apenas
um exemplo de aplicacao de métodos computacionais em financas. Varios problemas de
controle 6timo estocéstico, de maneira geral, resultam em equagoes diferenciais sem so-
lugao fechada. O uso de métodos computacionais propicia a obtencao de uma solucao
aproximada 2. Outro exemplo é a precificacao de derivativos de taxa de juros, bem como
as opcoes exoticas, cujas equacoes diferenciais, para modelos mais complexos, nao tém

solucao fechada.

Com isso, apesar do modelo de Black&Scholes ser apresentada como a solu¢ao mais
conveniente para o calculo do preco de opcgoes, ha bastante interesse na literatura fi-

nanceira pela obtencao de métodos numéricos precisos, rapidos e flexiveis para os mais

Vide [17], [12] e [2]
2[15] [21] [19] exemplificam varios problemas de controle 6timo estocéstico em Economia e Finangas.
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diversos tipos de instrumentos financeiros.

O objetivo deste trabalho é apresentar os modelos numeéricos de precificacao como uma
alternativa para a avaliacao de derivativos. Para isso, comparamos diferentes metodologias
de avaliagao do preco “justo” de uma opcao e da rapidez da obtencao deste preco. O modelo
numérico de melhor desempenho selecionado neste trabalho apresenta a propriedade de
servir como referéncia para a precificacao de opcgoes, desde que as hipoteses referentes a
opcao desejada sejam similares as hipoteses do modelo de comparacgao selecionado neste
trabalho.O trabalho mostra a obtencao dos principais processos de precificacao de op¢oes

que existem na bibliografia.

O trabalho sera dividido em 6 capitulos. As principais caracteristicas de contratos
de opc¢oes sao descritas no Capitulo II. O Capitulo III abordara os modelos de ativos
financeiros e seus derivativos. Uma metodologia de avaliacao dos métodos numeéricos
descritos no capitulo I e os resultados e comparagao dos métodos é proposta no Capitulo

IV. Finalmente, as conclusoes e recomendacgoes sao objeto do Capitulo V.



Capitulo 2

Principais Caracteristicas de Contratos de
Opcoes

1. PRINCIPAIS CARACTERISTICAS DE CONTRATOS DE OPCOES

(a) INTRODUCAO
Podemos, inicialmente, definir Contratos de Opc¢oes como sendo uma evolu-
¢ao dos contratos futuros. A diferenca basica é que o comprador, no caso de
contrato de opcoes, possui a opcao de seu exercicio, ou seja, a compra ou a
venda do produto fica condicionada, exclusivamente, & vontade de quem possui

a opc¢ao. Os mercados de opgoes sao operados e regulados por:
1. bolsas de futuros;

2. bolsas de valores (no caso de opgoes de agoes); e

3. mercado de balcao.

Um caso particular de contrato de opgao é a opcao plain vanilla, que se ca-
racteriza como sendo um contrato que fornece o direito de comprar ou vender
um numero prefixado de unidades de um ativo em sua data de vencimento ou
em sua vigéncia, a um preco combinado na data inicial do contrato. O precgo
da op¢ao é, portanto, um prémio pago (recebido) por adquirir (fornecer) um

direito. Existem dois tipos bésicos de opgoes:

e op¢oes de compra (também conhecido por call); e
e opgoes de venda (conhecido por put).
A opcao, portanto, é um instrumento que da a seu comprador (0 titular) um

direito futuro sobre algo, mas ndo uma obrigacao; e, a seu vendedor (o langa-

dor), uma obrigagao futura, caso solicitado pelo comprador da op¢ao. Como se
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pode observar, a obrigagao s existe por parte do vendedor (langador) e, desta

forma, ele recebe um prémio.

Outro fato bastante importante a se destacar é que no mercado de opc¢oes nao
sao negociados produtos, mas direitos sobre eles. Estes produtos sao deno-
minados, neste mercado, ativos-objeto das opcoes e podem ser: acoes, ouro,

dolar, juros, futuros sobre juros ou qualquer outro produto.

O mercado organizado de opcoes existe no Brasil desde 1979. Inicialmente,
foi implantado pela Bolsa de Valores de Sao Paulo (Bovespa), com negociagao
de opgoes de compra cobertas (neste caso, o ativo-objeto fica depositado na
bolsa de valores). Mais tarde, surgiu o langamento de op¢oes de compras
a descoberto, ou seja, nao havia necessidade do deposito do ativo-objeto na

bolsa de valores, exigindo-se, porém, uma margem de garantia.

O mercado de opgoes admite dois estilos:

e O estilo americano; e

e O estilo europeu.

A maior parte das opc¢oes negociadas em bolsa é do estilo americano, porém,
em virtude das propriedades européias serem mais faceis de serem analisadas,
algumas caracteristicas das opc¢oes americanas foram deduzidas a partir das
européias. No mercado brasileiro, h4& um ecletismo, ou seja, as opcoes de
venda, por serem pouco liquidas, sao do estilo europeu e as de compra sao do

estilo americano.

Em virtude dos prémios serem valores bem inferiores aos precos dos ativos-
objeto, é possivel comprar ou vender grandes posicoes do ativo-objeto da opcao,
por este motivo, o mercado de opcoes permite uma grande alavancagem de
posicao e, em consequéncia desta grande alavancagem, o risco neste mercado é

bastante elevado.
(b) ALGUNS CONCEITOS BASICOS

e Comprador ou Titular: quem compra a opg¢ao (ou seja, quem paga o pré-
mio), assumindo assim os direitos a ela vinculados, podendo escolher se

quer ou nao exerceé-la;

e Vendedor ou Langador: Numa operacao de compra, tem a obrigacao de
vender a acao ao preco combinado. Para isso, recebe um prémio. Na de
venda, tem o compromisso de comprar o ativo se o comprador assim o

quiser;
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e Prémio: Valor da opcao, que é negociado em mercado e pago pelo com-
prador da opcao ao vendedor quando da realizacao do negocio. O prémio
nao se trata de um adiantamento, mas sim do valor do direito de comprar
(se forem opgdes de compra), ou vender (opgoes de venda), a agdo por um
preco pré-determinada (prego de exercicio) durante um certo periodo de

tempo (até o vencimento da opgao);

e Opcao de compra (call): modalidade em que o titular possui o direito de

comprar do lancador o ativo-objeto por um preco predeterminado;

e Opcao de venda (put): modalidade em que o titular possui o direito de

vender ao lancador o ativo-objeto por um preco predeterminado;

e Preco de exercicio (strike price): é o prego preestabelecido para a compra
ou venda do ativo-objeto. Em opc¢oes de compra, é o preco que o titular
deve pagar ao lancador por seu ativo-objeto, se for vantajoso o exercicio
da opcao. Em opcoes de venda, é o preco que o lancador deve pagar ao

titular se este exercer seu direito de vender o ativo-objeto;

e Vencimento: momento em que cessam os direitos do titular de exercer sua
0pgao;

e Séries de uma opgao: op¢oes do mesmo tipo (compra ou venda), referentes
ao mesmo ativo-objeto, com mesma data de vencimento, que se diferenciam

pelos precos de exercicio;

e Fechamento de posicao: operacao em que o titular vende suas opcoes, ou

em que o lancador recompra suas opcoes.

Um exemplo pratico, para um melhor entendimento, se refere a um investidor
que paga um prémio ao lancador para adquirir o direito de comprar um ativo-
objeto ao prego de exercicio de R$ 150,00 (como visto acima ele é o titular desta
op¢ao de compra - call). Neste caso, o titular possui o direito de comprar o
ativo-objeto, e o lancador a obrigacao de vendé-lo. Obviamente, este direito so6
serd exercido no vencimento se o pre¢o do ativo for maior que R$150.,00, pois,
caso contrario, o titular poder& adquirir diretamente no mercado por um preco
menor. De maneira similar, o titular de uma opcao de venda s6 fara uso do seu
direito caso o preco do ativo-objeto seja inferior ao preco de exercicio, pois, de

maneira analoga, ele vendera seu ativo-objeto no mercado por um preco maior.
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(c) OPCAO DE COMPRA (CALL)

O titular de uma opc¢ao de compra possui o direito de comprar o objeto da
opgao, ao preco de exercicio, a qualquer instante até a data de vencimento (se
for uma opgao americana) ou apenas da data de vencimento (se for uma opgao

européia). Apos essa data, a opgao simplesmente deixa de existir.

O lancador de uma opcao de compra é aquele que vende a opgao de compra, ou
seja, assume a obrigacao de vender o ativo-objeto pelo preco do exercicio, caso
sua posicao seja exercida. O seu risco é o da alta do mercado, uma vez que,
no caso de venda a descoberto, ao ser exercido, ele tera de adquirir o ativo a
um preco elevado para entregar ao titular pelo preco de exercicio, certamente

menor do que o preco pago no mercado.

E importante comentar que, uma vez adquirida uma opcao, o titular pode se
desfazer dela sem ter de exercé-la, bastando, para tal, que a venda no mercado.
Para o langador, vale o mesmo raciocinio: ele pode sair do mercado a qualquer

momento ao comprar o mesmo lote de opcoes vendido, “zerando” seu portfolio.

Suponha que exista uma opcao de compra com preco de exercicio R$18,00
e que, no exato momento do vencimento, o seu ativo-objeto valha R$20,00.
Assim sendo, o valor desta opcao é R$2,00. Desta forma, o resultado de uma
call européia (c) em seu vencimento consiste no maximo entre zero e o valor do

ativo-objeto (S) subtraido do prego de exercicio (K). Entao, no vencimento:
¢ = maximo(S — K, 0)

A melhor maneira de compreender como funcionam as operagoes com opgoes
consiste em demonstrar graficamente algumas modalidades tradicionais utili-
zadas pelo investidor no mercado de opcoes. Nesta secao sao apresentados os

graficos do titular e do lancador para as calls e, na seguinte, para as puts.

Nos gréficos a seguir (2.1 e 2.2), observa-se o resultado no vencimento para
o titular e para o lancador de uma opc¢ao de compra européia. O ponto de
inflexao em ambos os graficos ocorre quando S = K.

O Lucro/Prejuizo no vencimento é igual ao resultado menos o prémio pago
(sem se considerar a taxa de juros) e podem ser observados nos graficos 2.3 e

2.4, respectivamente, para o titular e para o lancador.

O titular de uma opcao de compra espera um aumento no preco do ativo-objeto.

Desta forma, o seu ganho é proporcional ao aumento no preco do ativo-objeto
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Figura 2.1: Resultado no vencimento - Titular e Lan¢ador
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Figura 2.2: Lucro / Prejuizo no vencimento - Titular e Langador

se o preco deste ativo for superior ao preco de exercicio mais o valor do prémio
pago para aquisi¢cao da opc¢ao. A sua perda é limitada ao pagamento do prémio.
O lancador de uma opcao de compra possui a expectativa de que o preco do
ativo-objeto diminua. Desta forma, seu ganho é relativo ao prémio recebido
no momento do lancamento da opcao. Quanto maior o preco do ativo-objeto,

maior o prejuizo deste investidor.
Exemplo - Compra de uma Call:

Considere uma opgao de compra com pre¢o de exercicio (K) R$100,00 e prémio
(c¢) R$15,00 (Nao sera considerado, para efeito de simplificar o entendimento,
os custos de corretagem, da bolsa e de oportunidade). Se o mercado cair e
o preco do ativo-objeto no mercado a vista, no vencimento, atingir um valor
menor que R$100,00, por exemplo R$90,00, nao seré interessante para o titular
da opcao exercé-la, ja que o preco de exercicio é superior ao preco do ativo no
mercado a vista. A sua perda é exatamente R$15,00, o valor do prémio pago
que, conforme o jargao do mercado, vira “po”.

Quanto mais o preco cair no mercado a vista, por exemplo R$80,00, a perda
continuara sendo de R$15,00, ou seja, o valor do prémio pago (da mesma forma
vista acima, ndo serd vantagem exercer a op¢ao). Como podemos concluir, o

mercado pode cair a qualquer valor que a perda é igual a R$15,00 (o valor
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do prémio ja pago) e, por esse motivo, ndo é exigida margem de garantia ao
titular.

Por outro lado, se o preco a vista comecar a subir, os ganhos serao proporcionais
aos aumentos da cotagao do ativo-objeto, como pode ser visto na Tabela abaixo.
O break even point (ponto de equilibrio, ganho nulo) ocorre quando o valor a
vista for igual a R$115,00, pois os R$15,00 pago pelo prémio serda compensado
pelo mesmo valor ganho no exercicio (é importante observar que nao estamos
considerando o custo do dinheiro no periodo, uma vez que o prémio é pago

antes do vencimento, esse valor poderia ser remunerado a uma taxa livre de

risco).
Prémio Preco de Exercicio | Pregode Mercado a vista no | Lucro ou Perda
Vencimento
15,00 100,00 80,00 -15,00
15,00 100,00 90,00 -15,00
15,00 100,00 100,00 15,00
15,00 100,00 115,00 0,00
15,00 100,00 120,00 5,00
15,00 100,00 130,00 15,00
15,00 100,00 140,00 25,00

Tabela 2.1: Tabela de Dados - Compra de uma Call



2 Principais Caracteristicas de Contratos de Opcoes 9

O Gréfico abaixo (2.5) descreve as perdas e ganhos desta op¢ao, de acordo com

a variacao do preco do ativo-objeto na abscissa do grafico.

25 - Lucro ou Prejuizo da Compra da Call
30,0 1
20,0 1
L/ 10.0 A
g0 a0 100 0 120 130 140
(10,001
(20,00- )
Prego do Ativo

Figura 2.3: Lucro ou Prejuizo da compra - Call

Exemplo - Venda de uma Call:

Se considerarmos agora a venda de uma op¢ao de compra com prego de exercicio
R$110,00 por R$10,00, se o preco do ativo-objeto no mercado a vista for inferior
a R$110,00 no vencimento, sua posi¢ao nao sera exercida (é a situagao ideal
para o vendedor). Desta forma, ele fica com o prémio recebido que, no exemplo,
¢ igual a R$10,00 (o ganho maximo do vendedor, seja de calls ou de puts, é

sempre limitado ao valor do prémio recebido na entrada da operagéo).

Por outro lado, se o preco a vista ultrapassar R$110,00 no vencimento, havera
exercicio. O break even point ocorre no preco de R$120,00 (ver Grafico 2.6,
abaixo), uma vez que o prémio que o lan¢ador recebeu na montagem da ope-
racao (R$10,00) é suficiente para cobrir a diferenga entre o pre¢o que pagara
pela acao no mercado a vista e o preco de exercicio, valor a ser recebido do
titular quando exercé-lo (o vendedor também pode comprar o prémio neste
dia do vencimento por R$10,00 “zerando” sua posi¢ao). Porém, a partir desse
valor, as perdas serao tanto maiores quanto mais alto for o preco do ativo no
mercado & vista (ver Tabela abaixo). O prejuizo é ilimitado, ou seja, quanto
mais o mercado subir, maior é o prejuizo (observe a reta descendente no grafico

2.6).
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2.6 -Lucroou Prejuizo da Venda da Call
15,0 7
10,0 * -
5,00
LIP - ' ' ' ' '
(5.00&0 90 100
(10,004
(15,001
(20,007
(25.00- Prego do Ativo
Figura 2.4: Lucro / Prejuizo da Venda da Call
Prémio Preco de Exercicio | Preco de Mercado a vista | Lucro ou Perda
no Vencimento
10,00 110,00 80,00 10,00
10,00 110,00 90,00 10,00
10,00 110,00 100,00 10,00
10,00 110,00 110,00 10,00
10,00 110,00 120,00 0,00
10,00 110,00 130,00 -10,00
10,00 110,00 140,00 -20,00

Tabela 2.2: Tabela de Dados - Venda de uma Call

(d) OPCAO DE VENDA (PUT)

O titular de uma opcao de venda possui o direito de exigir que o lancador
compre, pelo preco de exercicio, o ativo-objeto da opgdo no vencimento (no
caso brasileiro as opgoes de venda sao européias). O langador de uma opcao
de venda é aquele que vende a put, assumindo a obrigacao de comprar o ativo-
objeto a que se refere a opcao, caso a sua posicao seja exercida. Infelizmente,
as opgoes de venda ainda nao ganharam liquidez no paifs, ao contririo do
que ocorre na maioria dos mercados internacionais. O resultado de uma put
européia (p) em seu vencimento é o maximo entre o pre¢o de exercicio (K)

subtraido do valor do ativo-objeto (S) e zero. Desta forma, no vencimento
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tem-se que:
p = maximo(0, K — S)

Os Graficos abaixo apresentam para o titular e o lancador, respectivamente,
o resultado no vencimento de uma opcao de venda. Os pontos de inflexao

ocorrem quando o prego do ativo-objeto (S) é igual ao preco de exercicio (K).

2.7 - Titular - Resultado no Vencimento 2.8 - Lancador - Resultado no Vencimento
-] -]
= =
8 8
| |
] ]
5 ]

Figura 2.5: Resultado no Vencimento

Os Graficos abaixo (2.9 e 2,10) mostram o lucro/prejuizo para uma put. Da
mesma forma que para a call, o lucro/prejuizo é igual ao resultado no venci-

mento subtraido do prémio.

2.9: Titular - Lucro/Prejuizo 2.10: Lancador - LucrodPrejuizo
‘ -~
-] =]
B -
T
5 (RS) 5

Figura 2.6: Lucro / Prejuizo

O titular de uma opcao de venda espera que o preco do ativo-objeto diminua
ap6s o lancamento da opcao. Seu ganho na opcao de venda é proporcional
a quanto o preco do ativo-objeto ficou menor do que o preco de exercicio
e sua perda é limitada ao prémio. Ja o lancador de uma opcao de venda
espera um aumento do preco do ativo-objeto. Desta maneira, o seu ganho é
simplesmente o prémio da opcao. Sua perda ocorre quando ha uma diminuicao
do preco do ativo-objeto. Observando os Graficos 2.4 e 2.10, para uma op¢ao
de compra (call) e venda (put), respectivamente, nota-se que ambos possuem

retas descendentes, o que configura risco. Entretanto, nota-se que o vendedor
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da opgao de venda (Gréafico 2.10) tem, ao menos, o limite do valor “zero” para

o ativo-objeto.

LP

2.4 - Langador - Lucro/Prejuizo no
Vencimento

2.10: Lancadoer - Lucro/Prejuizo

| -

\ 5

5

/

Figura 2.7: Langador - Lucro / Prejuizo

Exemplo - Compra de uma Put:

Considere a compra de uma opcao de venda de preco de exercicio R$110,00

e prémio de R$10,00. Neste caso, o titular assume uma posicao inversa a do

titular de uma opc¢ao de compra, uma vez que ele espera que o preco do ativo-

objeto no mercado a vista caia abaixo do preco de exercicio. Quanto maior for

essa queda, maior serd o seu lucro. Por sua vez, a perda maxima a que o titular

esta sujeito é o proprio prémio pago pela opcao (esta é a regra para o mercado

de opcoes, ou seja, nao importa se de calls ou de puts, o titular sempre tera seu

prejuizo méximo ja definido na compra, ou seja, a perda méxima é o proprio

valor pago - o prémio. Por este motivo, ele é livre do deposito de margens de

garantia). A Tabela 2.3 apresenta os lucros e as perdas da compra da put no

vencimento e o Gréafico

2.11 mostra a sua representacao grafica.

250 -
200 1
15.0 A

Lp 10,0 A
5,00

2.11: Lucro ou Prejuize da Compra da Put

(5,0040
(10,001
(15,00

90 100™~,110 120 130 140

Prego do Ativo

Figura 2.8: Lucro / Prejuizo - Compra da Put
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Prémio Preco de Exercicio | Prego de Mercado a vista | Lucro ou Perda
no Vencimento

10,00 110,00 80,00 20,00
10,00 110,00 90,00 10,00
10,00 110,00 100,00 0,00
10,00 110,00 110,00 -10,00
10,00 110,00 120,00 -10,00
10,00 110,00 130,00 -10,00

Exemplo - Venda de uma Put:

Tabela 2.3: Tabela de Dados - Compra de uma Put

Considere a venda de uma opcao de venda de preco de exercicio R$110,00 e

prémio de R$10.00. O lancador recebe o prémio e espera que haja uma alta

do ativo-objeto no mercado a vista para que nao ocorra o exercicio da opcao.

A Tabela 2.4 e o Grafico 2.12 apresentam os lucros e prejuizos em relagao ao

preco do ativo-objeto do lancador de uma put.

Prémio Preco de Exercicio | Preco Mercado a vista | Lucro ou Perda
10,00 110,00 80,00 -20,00
10,00 110,00 90,00 -10,00
10,00 110,00 100,00 0,00
10,00 110,00 110,00 10,00
10,00 110,00 120,00 10,00
10,00 110,00 130,00 10,00

Tabela 2.4: Tabela de Dados - Venda de uma Put
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2.12: Lucro ou Prejuizo da Venda da Put

15,00

10,00
5,00

(3,00} 50 100 110 120 130 140
(10,000
(15,00}
(20,000
(25,000

LiP

Prego do Ativo

Figura 2.9: Lucro / Prejuizo - Venda de uma Put

(e) OPGAO DE COMPRA (CALL) E VENDA (PUT) ANTES DO VENCIMENTO

As se¢Oes anteriores (3 e 4) apresentaram os resultados das calls e puts, res-
pectivamente, no vencimento. Esta secao procura mostrar como essas opcoes
se comportam antes do vencimento, ou seja, uma abordagem do modelo ame-

ricano.

O Grafico 2.13 apresenta a relagao entre o preco do ativo-objeto (S) e o prémio
de uma opcao de compra (c) antes do vencimento da opgao. Os parametros
utilizados foram prego de exercicio (K) igual a R$104,00, taxa de juros (r) igual
a 5%a.a., volatilidade (o) igual a 15% a.a. e tempo para vencimento (t) igual
a 0,5 ano. A influéncia destes parametros no prémio da opcao sera abordada
na Secao 2.8 deste capitulo. Para se encontrar os prémios das calls em funcao
do preco do ativo sera utilizado o modelo de Black&Scholes, que sera visto no

Capitulo 3.

2.13 - Prego do Ativo-Objeto X Call Européia
c{R$)
2
iz |
14 ]
'.:|.
5.
4
a : : = ' ' ' ' ' '
70 B0 85 80 985 100 105 110 115 120
S (R$)

Figura 2.10: Preco do Ativo-Objeto X Call Européia
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Deve-se observar que nao existe mais o ponto de inflexao onde S = K como
existia no grafico no vencimento da opcao. O angulo maximo da reta tangente
a curva S x ¢ é 45° (quando o prego do ativo-objeto é muito maior que o prego
de exercicio), o que significa que o prémio nunca cresce mais que o valor do

ativo-objeto

214 - Prego do Ativo-Objeto X PutEuropéia
p(RS$)

25,00

20,00 +

15,00 1

10,00 A

5,00 -

0,00

80 85 90 95 100 108 110 115 120

5 (R}%)

Figura 2.11: Preco do Ativo-Objeto X Put Européia

A relacao entre o preco do ativo-objeto e o prémio de uma opc¢ao de venda
européia é mostrada no Grafico 2.14. Os parametros sao os mesmos utilizados
no grafico da call (Grafico 2.13). O angulo méaximo da reta tangente a curva
S X p é - 45° (quando o pre¢o do ativo-objeto é muito menor que o pre¢o de
exercicio), o que significa que o prémio nunca cresce mais do que o valor do

decaimento do ativo-objeto.

FORMACAO DOS PREMIOS

O prémio é o valor pago pelo titular ao langador ao adquirir uma opgao (prego
da op¢ao). O prémio é estabelecido pelos compradores e vendedores no pregao

das bolsas, a partir das condicoes de oferta e procura prevalecentes.

Os vendedores (langadores) de opgoes consideram o prémio que recebem como
parte adicional de renda ou como protec¢ao (hedge) contra um possivel declinio
no preco do ativo que ja possui ou que pretendem adquirir.

Na secao 2.8 serao abordados os fatores que influenciam diretamente o prémio
de uma opc¢ao e, no Capitulo 3, serd abordado, dentre outros, o modelo mais

utilizado para se avaliar o prémio de opcoes, o modelo de Black&Scholes.
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(g) UTILIZACAO DO MERCADO DE OPCOES

Podemos considerar a flexibilidade a principal caracteristica do mercado de
opcoes. Esta flexibilidade permite uma gama de estratégias operacionais, pos-
sibilitando diversas alternativas aos agentes econémicos (tanto especulativas
como de protegio (hedge)).

A flexibilidade do mercado de opgoes se justifica em razao das diversas séries e
prazos de opcoes autorizadas pelas bolsas e da inexisténcia de ajustes diarios, o
que gera um maior poder de alavancagem que os mercados futuros (as op¢oes
também sao negociadas em balcao. Como o mercado de opgoes permite a
formacao de varias estratégias, no mercado de balcao uma instituicao financeira

pode formar operagoes que atendam exatamente a necessidade do cliente).
Fatores que influenciam no uso de opgoes:

1. Obtencdo de um maior retorno, ou seja, alavancar seus ganhos !;

2. Como alternativa para a aquisicao imediata do objeto ?;

3. Para fixar o preco de uma futura aquisicao de mercadoria ?;

4. Como alternativa a contratacao de um financiamento no mercado financeiro

(operacdo caixa) 4

5. Como hedge em posicoes de ativos financeiros °;

6. Para a criagao de diversas estratégias de hedge e especulagao;

1O prémio de uma opcdo é sensivelmente menor que o preco do lote do ativo-objeto a que se refere,
desta forma uma pequena quantia de dinheiro pode comprar um certo nimero de opgoes correspondentes
a um volume de mercadoria muito maior do que a que seria possivel adquirir no mercado a vista;

2compra de uma call sobre uma mercadoria que se deseja adquirir, e para a qual se prevé uma alta de
preco. Na alta o ganho esta assegurado. Na baixa, o prejuizo maximo serd o prémio, que podera virar
po;

3se um agente economico demandante de uma determinada mercadoria acredita que o seu preco no
mercado A vista estd atrativo, mas nao dispoe de recursos suficientes para sua aquisicdo naquele momento,
pode comprar uma call e assim assegurar o preco para uma data futura, quando dispora dos recursos
necessarios;

40 agente econémico podera vender a mercadoria no mercado & vista e simultaneamente adquirir uma
opcao de compra sobre ela. Nesse caso, o custo do financiamento sera obtido pela razdo entre o preco
do exercicio da opc¢ao e o preco do mercado & vista, deste deduzido o prémio pago pela op¢ao, menos 1
(um);

Smediante a compra de opc¢oes de venda, o agente econdmico podera manter a sua carteira de ativos
financeiros relativamente protegida contra uma possivel queda de precos desses ativos;
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(h) VARIAVEIS QUE AFETAM O PRECO DAS OPCOES
Os prémios das opcoes de compra e de venda sao diretamente influenciados por
cinco variaveis:
e preco de mercado do ativo-objeto (S);
e preco de exercicio (K);
e taxa de juros do ativo livre de risco (r);

e tempo até o vencimento da opgao (t); e

volatilidade dos retornos do ativo-objeto (o).

Prego de Mercado do Ativo-Objeto (S)

O prémio da opcao esta relacionado ao preco do ativo-objeto. Quanto mais
alto for o preco do ativo-objeto, maior serd o valor do prémio da opcao de

compra (relagao direta) e menor o prémio da opgao de venda (relagao inversa).
Prego de Exercicio (K)

O prémio da opcao também esta relacionado ao preco de exercicio. Para a
opcao de compra, maior é o valor da op¢ao quanto menor for o preco de exercicio
(relac@o inversa, pois o preco de exercicio representa um limite que o prego do
ativo-objeto precisa ultrapassar para que a op¢ao possa ser exercida). Para
uma op¢ao de venda, esta relagdo funciona ao contrario (relagdo direta, pois

quanto maior o prego de exercicio, mais alto o valor da opgao).
Taxa de Juros (r)

A taxa de juros do ativo livre de risco representa um custo de oportunidade
de se adquirir um ativo durante um determinado periodo de tempo. Desta
maneira, quanto maior o custo do dinheiro no prazo de vencimento da opcao,
mais atrativo se torna comprar a opcao de compra em vez de se adquirir o
ativo-objeto, uma vez que ao se comprar a opcao ocorre um menor dispéndio.
Concluimos deste modo, que a taxa de juros possui uma relacao direta com o

valor da opcao de compra e inversa com o valor da opcao de venda.
Volatilidade (o)

A volatilidade ¢ uma medida de dispersio dos retornos do ativo-objeto. E uma
medida estimada, uma vez que seu valor nao pode ser verificado diretamente no
mercado. Quanto mais alta a volatilidade, maior a variacao do valor do ativo ao
longo do tempo e maior a incerteza quanto ao preco esperado no futuro. Desta

forma, o prémio da opcao, seja de compra ou de venda, é funcao crescente da
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volatilidade, no sentido de que esta incerteza gera uma maior probabilidade de

que a opcgao possa ser exercida pelo titular.
Tempo para o Vencimento (t)

Tendo em vista o fato de que quanto mais proximo do exercicio da opgao, menor
o tempo para que o ativo-objeto suba, no caso de uma opcao de compra, ou
caia, no caso de uma opc¢ao de venda, podemos verificar, intuitivamente, que
quanto maior o prazo para o vencimento de uma opc¢ao, maior deve ser o seu

valor .

OPCOES DE COMPRA AMERICANA X EUROPEIA

E muito raro, além de desvantajoso, alguém exercer a opcao de compra antes
do seu vencimento, uma vez que, nesse caso, o investidor desembolsa um valor
(o preco de exercicio da opg¢do para comprar o ativo-objeto) algum tempo
antes, quando poderia esperar até a data de vencimento para realizar este
mesmo desembolso. O exercicio é permitido porque o investidor pode querer
sair de uma posicao sem liquidez no mercado. . Serd mostrado abaixo, de uma
forma mais pratica, que o preco de uma call americana é igual ao de uma call
européia de mesmas caracteristicas. Inicialmente, usaremos a carteira A que é
formada por uma posi¢ao comprada em uma op¢ao de compra americana (c).

No vencimento, essa carteira valera:

O0se S < K
S—KseS>K

Analogamente ao raciocinio acima, usaremos a carteira B constituida por uma
posicao comprada no ativo-objeto e um empréstimo que pagarda o preco de

exercicio no final do periodo. Portanto, a carteira B no vencimento valera:

S—KseS<K
S—KseS>K

Quando o preco de mercado do ativo-objeto é menor que o preco de exercicio
(S < K), a carteira A vale mais que a B. Ja o inverso, ou seja, o preco de
mercado do ativo-objeto supera o preco de exercicio (S > K), as carteiras
possuem o mesmo valor (S — K) no vencimento. Desta forma, a carteira A
deve possuir um valor maior que a B, ou seja, o prémio da opcao de compra em
qualquer momento deve ser maior ou igual ao valor de uma posi¢ao comprada

no ativo-objeto e um empréstimo que pagard o preco de exercicio no final do
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periodo. Ainda, podemos afirmar que o preco de uma call americana deve
ser maior ou igual ao méaximo entre zero e preco de mercado do ativo-objeto

subtraido do valor presente do preco de exercicio.
¢ = mazimo(0,S — VP(K))

Tendo em vista o valor positivo do custo do dinheiro, podemos afirmar que
S — VP(K) sera maior que S — K. Pelo raciocinio anterior, podemos concluir
que o prémio de uma opcao de compra americana sera sempre superior ao valor
do exercicio (S — K) e, por esse motivo, o exercicio antecipado nao vale a pena
. Assim sendo, o prémio da opcao de compra americana é igual ao prémio da

opc¢ao de compra européia.

Exemplo: Vamos considerar os dados abaixo que seguem a relacao C' = S — K:
e Opgao de compra (¢) — R$5,00;
e Preco de mercado do ativo-objeto (S) — R$40,00; e
e Precgo de Exercicio (K) — R$38,00

Um investidor possui uma op¢ao de compra americana (c). Caso ele queira
obter o ativo-objeto neste momento, terd duas opgoes: Opcao 1: Exerce a
opc¢ao. Neste caso, o custo da operacgao serd o custo do preco de exercicio da
op¢ao, ou seja, K que é igual a R$38,00. Opc¢ao 2: Exercer a op¢ao e comprar
o ativo. Neste caso, o custo total da operacao serd o preco de mercado do
ativo-objeto menos o valor da opgao de compra, ou seja, (S - ¢) que é igual a
(R$40,00 - R$5,00) = R$35,00.

Concluimos, desta forma, que nao vale a pena exercer a opcao de compra antes

de seu vencimento.



Capitulo 3

Modelos de Ativos Financeiros e seus De-
rivativos

Os modelos de avaliagao de op¢oes sao originalmente derivados de modelos mateméticos
avancados, dentre os quais se destaca o modelo de Black&Scholes. Os modelos de pre-
cificacao de opcgoes tentam expressar o preco na data t de uma opcao, denotado por c,
como funcdo do prego do ativo subjacente (S), da data de vencimento (T), do preco de
exercicio (K), da incerteza associada ao prego do ativo subjacente (o) e da taxa de juros
do ativo livre de risco (r), i.e., ¢ = ¢(S, K, T,t,o0,7). Para isto, sdo necessarias hipoteses a
respeito do mercado de capitais, nem sempre muito realistas, que tornam as opc¢oes ativos
“redundantes”. Assim, sob essas hipoteses, é possivel montar um portfélio completamente
livre de risco com acoes, titulos e opcoes, e mostrar que, se nao ha possibilidades de

arbitragem, o pre¢o de uma opcao pode ser obtido através dos parametros acima.

Neste capitulo serao revisados os principais modelos estocasticos do movimento do
preco de um ativo financeiro e seus respectivos instrumentos derivativos; deste modo,
precisamos rever suas principais caracteristicas, a fim de fazer uma correta modelagem
do ativo financeiro. Inicialmente, sabemos que, a longo prazo, o preco da acao sobe,
também sabemos que ha um risco no investimento em acoes (aleatoriedade embutida,
geralmente chamada de volatilidade estimada pelo desvio padrao dos retornos historicos).
E do interesse, em nosso estudo, obter a melhor estimativa de desvio-padrio para a acio e,
neste caso, devemos ter uma idéia de como o seu prego evolui ao longo do tempo (quanto
mais longe do presente, maior serd a incerteza quanto ao pre¢o futuro). Finalmente, o
preco da acao nunca deveria ser negativo, pois os acionistas tém em geral responsabilidade

limitada, ou seja, o preco minimo da agao deve ser zero.
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1. Equacao diferencial parcial usada nos modelos de precificacao de opcoes.

A maioria dos modelos considera que os precos de uma acao apresentam um compor-
tamento caracterizado como processo estocéstico ! de Wiener (o processo de Wiener
é um tipo particular de processo de Markov que tem sido amplamente utilizado na
Fisica para descrever o movimento de uma particula sujeita a choques). O processo
de Wiener contempla as caracteristicas descritas no paragrafo anterior ([6] mostra
como podemos “calibrar” um modelo browniano geométrico ao movimento de agoes).
Uma descricao nao-rigorosa de um processo de Wiener é obtida pelo limite de um

processo de passeio aleatorio, Z(t), (do inglés random walk process) a medida que

At — O:
Z(tk+1) = Z(tk) + E(t)\/ At
by =t + At

onde €(t;) é uma variavel aleatoria com média 0 e variancia 1, ou seja, uma variavel
aleatoria normal padrao. As variaveis aleatorias em instantes diferentes (Zj,t;) sao
mutuamente nao correlacionadas, ou seja, para j # k . O processo de Wiener é
descrito como um passeio aleatério onde os intervalos de tempo sao muito pequenos
(ou seja, levando-se o limite de Aliglo Z(ti1) = Z(t1) + €(t)vV/At) e pode ser descrito
como: dz = e(t)V/dt

Podemos estender o processo de Wiener dado por dz = €(t)Vdt, simplesmente adici-
onando parametros constantes a e b, dai resultando um novo processo x , governado

pela seguinte equacao diferencial estocéastica:

dz(t) = adt + bdz (3.1)

Sabendo-se que, pela definicao de um processo de Wiener dz = €(t)v/dt, podemos

escrever a equacao acima na forma:

dz(t) = adt + be(t)v/dt

lum processo estocastico pode ser definido como uma sequéncia de observacoes a partir de pelo menos
uma dada distribui¢ao de Probabilidade
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Se a e b dependerem da variavel x e do tempo, isto é, deixarem de ser constantes,

teremos o processo chamado de Ito 2 que é expresso por:
dr = a(x,t)dt + b(z, t)dz

A partir da equagao 3.1, considerando-se z(t) = LnS, a = g e b = o , podemos
modelar alternativamente o movimento do preco de uma acgao através da equacao

diferencial estocastica dada abaixo:
d(In(S(t)) = pdt + odz, onde

% = pdt + odz (3.2)

onde:

/4 = a taxa instantanea de retorno do ativo objeto;

o — o desvio padrao instantaneo das taxas de retorno dos ativos;
dt = pequeno intervalo de tempo; e

dz = processo de wiener

dS = pSdt + 0Sdz , observa-se que, pelo processo de Ito, temos:
a(z,t) = pS e b(z,t) =08

onde p e o sao constantes nao-negativas e z é um processo de Wiener padrao dado
em dz = €(t)Vdt . Note que o lado direito da equagao acima é composto por dois

componentes:

1. o termo pdt é a média com que dinS(t) cresce com o tempo e estd represen-
tando aqui um investimento livre de risco. Também é conhecido como parametro

de tendéncia (drift) ; e

2. o termo odz representa a componente aleatéria dada por uma variavel aleatéria

normal padrao com desvio padrao igual a ov/t .

Note que o pre¢o da agao, S(t), segue um processo browniano geométrico com média
pt e desvio padrao o/t , ou seja, o preco S(t) é uma distribuicio lognormal expressa
da forma LnS(t) ~ N(LnS(0) + ut,0?t) , onde N(u,0?) denota uma distribuigao

normal com média j e variancia o?.

20 Lema de Ito é usado para encontrar a diferencial de uma funcdo de um tipo particular de processo
estocastico. Ele foi desenvolvido pelo matematico japonés Kiyoshi Ito e é o anadlogo da regra da cadeia
do céalculo comum para o calculo estocastico. O Lema de Ito é melhor memorizado a partir da expansao
com séries de Taylor separando o termo de segunda ordem relacionado & mudanca na componente esto-
castica. O lema é amplamente aplicado na area de finangas matemaéticas e seu uso mais conhecido é na
demonstragdo do modelo de Black&Scholes, utilizada para precificar opgoes [12]
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Pelo Lema de Ito abaixo, considerando-se ¢ = (S, t) temos que:

dc dc 190%  _,

Como ja mostrado acima, sabemos que:

dS = pSdt + 0Sdz — dS? = (uSdt + 0Sdz)?

dS? = S?p%dt? + 2S%puodtdz + S%o?dz?

Por definicao dt — 0, logo dt?> — 0 e dtdz — 0

dS? = S?0%dz?

Analisando dz? verifica-se que (dz? = dt)

Fazendo a analise de dz2, temos:

Var(dz) = E[dz?] — E[dz]

E[dz?] = Var(dz) + E[dz]” = dt + 0 = dt

Var(dz?) = E[dz*] — E[dz%”

Representamos a curtose através da formula E[(z — p)?*] = 30*:
Podemos afirmar, neste caso, que:

E[(dz — 0)] = 3(Var(dz))?

Eldz*] = 3dt*

Fazendo-se as substituicdes na equacao Var(dz?) = E[dz*] — E[dz%°, temos
Var(dz?) = 3dt? — dt* = 2dt*> = 0

Var(dz*) =0

Desta forma, conclui-se que dz? tem média df e variancia 0(zero), ou seja, trata-se
de uma variavel deterministica:

dz* = dt

dS? = S%*c2dt

Substituindo-se os valores acima em 3.3 teremos:

dc = g—g(uSdt + 0Sdz) + %dt + %3—;3520%

Arrumando-se os termos teremos:

de = (25pS + 0Sdz + % + 1 8¢ 5252V dt + 225Sdz

Ha& certas condicoes que devem ser assumidas para ser usada a equacao acima:
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a) a taxa de juros livre de risco r é a mesma para todos os vencimentos possiveis da
opcao, excluindo a possibilidade de que haja incerteza a respeito da taxa de juros

futura;

b) o mercado financeiro opera continuamente;

¢) os pregos do ativo-objeto devem seguir uma distribui¢ao lognormal;
d) a agdo-objeto ndo paga dividendos ou outras distribuicées;

e) inexistem custos de transagdo ou impostos; e

f) ndo existem restrigdes para vendas a descoberto (short sales);

Aplicando-se o conceito de arbitragem e a partir das premissas acima, sera criada
uma carteira livre de risco composta pelo nimero de ativos (Qs) vezes o preco do
ativo (S) mais a quantidade de op¢oes (Q.) vezes o preco da opgao de compra
(c). Abaixo sera feita a demonstra¢ido para uma op¢ao de compra, mas resultado

semelhante pode ser encontrado para opoes de venda (vide [14]).
= SQS + CQC

Ambas as posi¢oes sao afetadas pela mesma incerteza: “as oscilagoes do preco da
acao”. Como o prémio da opc¢ao nao varia, em valor, no mesmo montante do preco
a vista, para montar uma carteira livre de risco é importante saber qual a relagao

entre a variacao do prémio da opcao e a variacao do preco a vista.
Seja dII uma pequena variacao no valor desta carteira, logo:
dll = QsdS + Q.dc

Esta variacao é estocastica para uma série de combinacoes entre ativos e opcoes.

Entretanto, se Qs e (). sao combinadas tal que:
QsdS + Q. 25dS =0

Temos que dII = 0 e, desta forma, o retorno da carteira se torna sem risco. Fazendo-

se (Qs = 1 para simplificar teremos:
dS + Qc4edS =0

_ 1
QC - ( c)

as

Como mostrado anteriormente, o comportamento dos retornos do ativo-objeto pode

Ser expresso por 3.2.

Como o comportamento dos precos da opcao de compra é funcao do movimento

do ativo-objeto, como ja visto anteriormente, com base no célculo estocéstico,
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empregando-se o Lema de Ito, que o ativo segue um processo como o descrito por
dS = pSdt + 0Sdz , as mudancas nos precos da opcao de compra podem ser ex-

pressas por:

de = 25dS + %edt + L ¢ S22t
Substituindo-se em dIl = Q,dS + Q.dc com: Q, =1 e Q. = ——=, teremos:

3
dll = dS + (~122)) (%2as + St + 125 507t

— 0“c
Il = () Gt + L 5 0%t )

Sabendo-se que II é uma carteira livre de risco, para que nao haja possibilidade de

arbitragem, tem-se:
dll = r1ldt

Sabemos que II = S <—%g—§)> ¢, logo:

Jc
dll =r (S <—%ﬁ)> c) dt
Igualando-se as duas equacoes acima, temos que o preco de uma opc¢ao de compra

é dado pela solugao ¢(S,t) , para a equagao diferencial parcial:

g_i—'—;g;?sz 2+§—STS—7‘C (3.4)
A Equacao Diferencial parcial ndo linear acima para precifica¢ao de uma opgao c(S,t)
cujo ativo-objeto é S pode ser resolvida através do Método de Diferencas Finitas
para uma op¢ao de compra (por exemplo, para 7, podemos fazer uma aproximagao

diferenca posterior - forward difference approxnnatlon - em relacao a c¢ entre 1At e

, o : - o
(i + 1)At como ( o 1)), aplicando-se as condicoes de contorno e inicial de acordo

com a grade (M + 1)(N + 1) abaixo:
onde K é o preco de exercicio e T é a data de exercicio da opcao.

identificaram a equacao acima como sendo a equacao do calor, ji conhecida em

fisica, para encontrar a solucgao:
c= SN(d1) KGirT O N (dg)

onde N(d;) é a area sob a curva normal relativa ao coeficiente i, i = 1,2, e os
parametros (d1, d2) sao dados por:

g = G (T
1= ovT—t

Sy 4 (p_ 2\ (T—
d2 —= ln(K)—;( Tft)(T t) = dl — U\/ﬁ
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5=“ -----------------------------------
A | \ .
SR A0 SR s
A A AN SR 4
Ll S P S S o o
i i i i i = M| (i AS - K).0]
Sm‘ I' .- I' ‘-* |
Fn' At TAF 3 T

£ =0

Figura 3.1: Condigao de Contorno e Inicial

r = taxa de juros sem risco; e
t = fracao anual do prazo de vencimento da opcao;

A equagao acima serve para qualquer opc¢ao que tenha o preco do ativo basico como

unica variavel que influencia o preco da opcao.

Conforme |7], uma das caracteristicas mais importantes do modelo é que a equagao
nao envolve nenhuma preferéncia do investidor quanto & sua exposicao ao risco.
Isto ocorre, porque o modelo acima nao envolve a taxa de retorno esperado o que

depende basicamente do nivel de risco a que o investidor pretende se expor.

Apesar do exposto acima, existem varias evidéncias empiricas de que as premissas
nao sao respeitadas. Um exemplo a ser citado é a volatilidade do retorno do ativo
que, na pratica, nao é constante, pois os analistas de mercado precisam, frequente-
mente, alterar a volatilidade quando usam o modelo de Black&Scholes para calcular
o valor de op¢oes. Além disso, [16] mostram as falhas do modelo de Black&Scholes,
um exemplo a ser citado é a geracao de precos menores que os de mercado para
opcoes que estao “dentro do preco”. Outro problema é que nao pode ser resolvido
através do modelo de Black&Scholes a precificacao de opcoes de venda do tipo

americana, ou seja, a formula so se aplica para o tipo europeu.

Ao relaxar tais premissas estabelecidas no modelo de Black&Scholes, em geral, a

equacao diferencial correspondente nao possui solucao analitica, por esta razao sao
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usados métodos numéricos, como alternativa, para obter uma solu¢ao aproximada.
No proximo capitulo serao apresentados os principais métodos numéricos emprega-

dos para contornar estes problemas.

2. Modelos Pos-Black&Scholes

Em relacdo ao modelo de Black&Scholes, alguns avancos foram realizados, sendo

que todos se basearam no relaxamento de uma ou mais condicoes ideais assumidas

pelo modelo original de Black&Scholes (vide [18] [23]).

Muitas pesquisas foram realizadas, visando testar o modelo de Black&Scholes, po-
rém, ele ainda continua sendo a base para muitos modelos. Apesar de existirem
diferengas (pregos de mercado em relacdo aos pregos dados pelo modelo), estas di-

ferencas, quando comparadas aos custos operacionais, tém sido pequenas.

Os retornos da agao-objeto seguem um processo de difusao e saltos de Poisson (vice
[17]). O modelo é generalizado para o caso de taxas de juros estocasticas, em ocasioes
onde o prazo até o vencimento de opcao é longo e as taxas de juros sao volateis.
Esta adaptacao é fundamental para outros ramos das financas, como, por exemplo,

analise de investimentos, onde o prazo até o vencimento é longo e incerto.

Seguindo o modelo de Black&Scholes, [17| mostra que o valor da opgdo aumenta
continuamente na medida em que t (tempo), r (taxa de juros) ou o (volatilidade) au-
mentam. Em cada um destes casos, o limite superior é o preco da acao. Argumenta
que o valor da opcao é sempre maior do que seria se ela fosse exercida imediata-
mente. Desta forma, é de se esperar que um investidor racional s6 exerceria sua
opc¢ao de compra no vencimento, concluindo-se, entao, que o valor fornecido pela

formula aplica-se também a opc¢oes de compra do tipo americano. Com pequenas

modificacoes, a formula aplica-se a opgoes de venda do tipo europeu.

O valor de uma opcao de venda do tipo americano serd sempre maior do que o de
uma do tipo europeu, pois ha sempre a possibilidade concreta do exercicio antes do
vencimento (nao adequabilidade do modelo de Black&Scholes para a precificacao

deste tipo de opc¢ao).

Abordando este assunto, primeiro [17] propoe um modelo no qual a taxa de juros
é uma variavel estocastica, em seguida, [17] e [9] derivam uma equacao para o caso
em que a evolugao do prego da acao-objeto apresenta uma componente descontinua.
Deste modo, eles verificam, de forma explicita, a descontinuidade da distribuicao
dos retornos da acio-objeto. E admitida a existéncia de dois componentes distintos

que causam diferentes variagoes no preco da acao:
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1. O componente continuo, responsavel pelo reflexo dos desequilibrios temporarios
entre oferta e demanda e a chegada de novas informacoes gerais sobre a economia,

¢ modelado segundo um processo padrao de Wiener.

2. O componente discreto, ou por saltos, que reflete a chegada de novas informacoes
especificas sobre a acao ou o setor em que atua, é modelado por um processo de

Poisson, com taxa A, que reflete o ntimero de saltos por unidade de tempo.

O modelo de Black&Scholes é relativamente complexo, entretanto, é mais completo,
pois tem embutido o modelo de distribuicao dos precos da acao-objeto. A mai-
oria das institui¢des financeiras usa os modelos matematicos de Black&Scholes e
Binomial, que servem basicamente para traduzir o comportamento dos precos dos

derivativos frente aos pregos no mercado a vista (spots).
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3. Modelo Binomial

Com o objetivo de definir o pre¢co de uma opc¢ao, muitos modelos foram desen-
volvidos. Um deles é o trabalho iniciado por William Sharpe, que descobriu uma
forma de analisar o valor de titulos similares as opcoes. Além de sua simplicidade,
o modelo provou ser também eficiente na pratica, depois de testes nos mercados
americanos e europeus. Como o modelo é de facil desenvolvimento, acredita-se que
pode ser aplicavel a todos os mercados, inclusive o brasileiro. |9] e [20] ampliaram

o conceito do método e o aplicaram ao mercado de opcgoes sobre acoes americanas.

O Modelo Binomial parte do pressuposto de que, no tltimo instante para exercicio,
o valor tempo da opcao é zero, como nao poderia deixar de ser. Considera-se que
naquele momento, a opgao esta dentro ou fora-do-dinheiro, tem valor intrinseco ou
nao vale nada, ou seja, o prémio de risco do tultimo instante na vida de uma opc¢ao

é zero.

A formulacao matemética sera:

¢ = mazimo(0,S — K) ou p = mazimo(0, K — S)

onde:

max = 0 maior dentre os valores do conjunto;

¢ = valor da opgao de compra (call);

S = valor do objeto no tultimo instante para o exercicio da opcao;
K = preco de exercicio da opcao;

p = valor da opcao de venda (put);

Tem-se que fazer algumas consideracgoes:

1) o modelo pressupoe que o mercado nao tem tendéncia;
2) ignoraram-se os custos de transagao;

3) desconsidera-se a inflagao;

4) considera-se que o mercado é eficiente;

Conforme [10] o modelo binomial fornece uma percepgao intuitiva das determinantes
do valor de uma opg¢ao, mas requer grande quantidade de dados de entrada, em
termos de precos futuros esperados em cada n6. O Black&Scholes nao é um modelo
diferente para a modelagem de op¢oes. E um caso limitador do binomial, mas reduz

substancialmente as necessidades de informagoes.



Capitulo 4

Método de Diferencas Finitas

O Método de Diferencas Finitas é uma das principais ferramentas empregadas para reso-

lucao de equacoes diferenciais parciais.

Para uma opcao de compra americana, algumas condicoes de contorno estao relacio-
nadas com a possibilidade do exercicio antecipado. O método de diferencas finitas para
a solucao numérica da equacao diferencial parcial nao linear 3.4 e sua associacao com as
condicoes de contorno e inicial, no caso de uma opc¢ao de compra americana, foi introdu-
zido por [22]| e [4]. A convergéncia do método de Brennan and Schwartz é provado em

[13] e [24]. Métodos numéricos relacionados a resolugao incluem [8] e [12].

Para resolucao desta equacao diferencial parcial, utilizando-se um método numeérico
(no nosso caso seré escolhido o método de diferengas finitas), pode-se optar pelas aborda-

gens Euler Explicito, Euler Implicito, Crank-Nicolson, Brennan&Schwartz e Courtadon.

O meétodo das Diferencas Finitas consiste em avaliar uma opcao através da solugao
da equacao diferencial que a opcao satisfaz, convertendo-a num sistema de equagoes que
pode ser resolvido iterativamente. Esta abordagem, a titulo de ilustragao, sera aplicada

para se avaliar uma op¢ao de compra americana (call americana).
Processo de discretizacao de S e t

Para discretizacao do preco da acao do emissor, S, escolhe-se uma quantidade de precos
igualmente espacados entre zero e Smax. O valor maximo, aqui denominado Smax, ¢é tal
que, dado um certo intervalo de confianca, sera improvavel que o ativo objeto alcance
este patamar durante a vida do contrato. Para discretizacao do tempo, t, escolhe-se uma
quantidade de instantes, igualmente espacados entre o tempo atual, zero, e o vencimento

do titulo, T. Deste modo, para M-+1 precos da acao do emissor e N-+1 instantes, a
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representagao grafica dos valores discretizados de S e t, ¢ uma grade com (M +1)(N +1)
pontos, cada um representando um valor de S e t. Observa-se que os valores possiveis
dessas variaveis estao discretizados em um ntimero finito de pontos, sendo o ponto (i, j)

o correspondente ao instante e ao preco da acao.
Resumindo, teremos:
Processo de discretizacao de t (0 — T))

E considerado um determinado intervalo de tempo igualmente distribuido entre o

instante corrente zero e a data de vencimento da opcao que chamaremos de T.
Para N + 1 intervalos (0, At, 2At, 3At,...,T): — At = %
Processo de discretizacao de S (0 — Smax)

Da mesma forma, para M-+1 intervalos de prego-ativo objeto (0, AS, 2AS, 3AS,...,

S max): — AS — —ST;”

Dado o processo em tempo discreto, serao assumidos valores na malha que des-
creve o ativo objeto ST. Deste modo, é possivel se obter graficamente uma malha com
(M+1)(N-+1) pontos, onde cada ponto possui uma coordenada especifica de acordo com

a figura abaixo.
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Figura 4.1: Grade com a discretizacao dos valores do ativo objeto e do tempo

O ponto (7, ) representa o pre¢o do ativo objeto jAS no instante iAt.
A funcao fij representa o valor da opg¢ao no ponto (i, 7).

Aproximacao por diferencas finitas
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Dada a equacao diferencial parcial 3.4, basicamente, queremos encontrar alguma apro-

ximagao para as diferenciais:

of &f of
ot 95208

Para um dado ponto (7, 7) na malha, % pode ser representado por:

J+L_pd . - . . .
(‘% = fiA—Sl — Aproximacao Diferenga Posterior (Forward Difference)

J_ i1
% = % — Aproximacao Diferenga Anterior (Backward Difference)

Ainda é possivel usar uma aproximagao simétrica (média dos dois pontos apresentados

anteriormente), como é sugerido por [12] (Diferenca Central):

of _ ft gt
25 —  2AS
Para 88—{ , € utilizado a aproximacao por diferenca avancado, onde o valor no instante

iAt é relacionado ao valor no instante (i + 1)At por:

af g+1_f5
ot At

. L. 2
Assim, para o ponto (z,]),% pode se representar por:

2

R A ; - ;
Sy T ]
2 AS AS2

s of o*f of . :
Substituindo-se os valores de 5;,553,5¢ na equagao 3.4, de acordo com uma aproxima-

¢ao acima, fazendo-se S = iAS, poderemos resolver a equacao obtida de forma explicita,
implicita ou metade explicita e a outra metade implicita. Além disso, com variagoes nos
valores de S ou de f(S,t) podemos usar os métodos de Brennan&Schwartz e Courtadon

respectivamente.
Definindo as Condigoes de Contorno

O valor da opgao no vencimento (T), é definido pela valor maximo entre a diferenca
do valor do ativo no instante T na posi¢ao i (iAS ) e o preco de exercicio da opcao (K),
e o valor 0, ou seja, maximo|(¢AS -K),0|. Para maiores detalhes, recomenda-se a leitura
do capitulo 2 do presente trabalho onde é exposto o tratamento para a opcao de compra

(call) e opgao de venda (put).

Na fronteira inferior, onde o valor do ativo (M AS ) assume o valor maximo (Smax), o
valor da opcao assume o valor 0. O Smax deve ser definido de forma que nao seja inferior

ao preco de exercicio da op¢ao durante a vida tutil do titulo.

Ja a situagao inversa, ou seja, na fronteira superior onde o valor do ativo (S) assume

o valor de 0, o valor da opc¢ao sera o preco de exercicio, ou seja, K.
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Logo:

fN=0,parai—=10,1,2,3, ... M

fO=K, parai—0,1,2 3 .., M

fl, = Maz[(iAS — K),0], paraj =0, 1,2, 3, ..., N

Preenchendo a grade anterior com as condigoes de contorno, teremos:

3:“ -----------------------------------
A | \ *

e ee .

B A S .
IAS ! ! ! !

". """"""""" ‘ | £ = MaofGAS - K),0]
s | L L ‘*
Fn" At TAF 3 T J

£ =0

Figura 4.2: Condigao de Contorno e Inicial

As equagdes fornecem o valor da opc¢ao nas trés extremidades da grade, onde S = 0,

S=Smaxet="T.

Abaixo, serao feitas as abordagens dos métodos em questao. Sao elas:

e Método de Diferengas Finitas - Euler Implicito (MDFT);

Método de Diferengas Finitas - Euler Explicito (MDFE);

Método de Diferencas Finitas - Crank-Nicolson;

Método de Diferencas Finitas - Brennan&Schwartz; e

Método de Diferencas Finitas - Courtadon
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Método de Diferencas Finitas Euler Implicito

Dada a equacao diferencial parcial 3.4, basicamente, queremos encontrar alguma apro-

ximacao para os diferenciais:

of 9°f of
ot 195279

Para um dado ponto (¢, j) na malha, g—g pode ser representado por:

It _pit
— T 2AS

@lQJ
W~

Para f , € utilizado a aproximacao por diferenca avancado, onde o valor no instante

iAt é relamonado ao valor no instante (i + 1)At por:

J
1+1_f1

a —
p) At

Assim, para o ponto (i,j),% pode se representar por:

pT_pd gt

82f o ZAS i ZAE‘ fj+1+f] 1 2fj
952 — AS AS?
Substituindo-se os valores de %,g%,% na equacao 3.4 e fazendo-se S = jAS obtém-

se:

J+1_ pj—1 JH1, =1 _o ) . .
L i 2A£, riAS + Z“ 4 +3 14 +£i52 2, o?i*AS* = rf!

Resolvendo a equacao diferencial 3.4, sujeita as condicoes de contorno e inicial, tem-se
o valor do titulo. Pode-se resolver o problema pela aplicacao do Método das Diferencas
Finitas Euler Implicito, jA que nao existe uma solugao analitica para a equacao. Na
aplicacao do método, a equacao diferencial é convertida em um conjunto de equacgoes de

diferencas, que, entao, sao resolvidas iterativamente.

Assim, a equagéo diferencial 3.4, fazendo-se S = ¢AS assume a forma:

J+1_pg—1 JHly pi=1_opd
17 2A£’ TZAS—l— H—l fz +1f +£52 2f; 2A52_7“f]

onde pode ser reescrita como:

HOCH iy Bl B A (9 4 57— 2f))o% = o f]

Arrumando os termos, teremos:

(AL — Lo22A) 171+ (1 + 0?2 At + AL [+ (—ZAL — Lo?2A0) fI = ],
onde:

i f i =

a; = ZAt — 20?2 At
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b, =1+ %At + rAt
¢ = —2At — Lo%PAt

Definidos os valores do titulo no instante final e aplicando-se as condi¢oes de contorno,
resta utilizar a equacao para se chegar ao valor da op¢ao de compra ¢ em todos os outros
pontos. Devemos considerar, inicialmente, os pontos correspondentes ao instante 17" — At

, ou seja, com 7 = N — 1. Desta forma, devemos resolver a equacao abaixo:
Jj—1 J g+l pj
aif; bS] +afi = fina

Pela equacao acima, verificamos que a mesma nao pode ser resolvida para os valores
. . o o e j—1 j+1
de j =0e j =M (dado que j varia de 0 a M), pois nao existiriam os termos f{_; e fi_;

respectivamente. Assim, tem-se:
S 0 1 2 _ 1
Para j=1:a1fy_y +bify_y +afy = fy
P 9. 1 b, £2 3 _ g2
ara j tasfy oy Fbofy o Feafy =y

Para j =3:asfy_1 +bsfav 1 +csfy_1 = [y

Para j =M —1: aM_lf]]\\f:lQ + bM_lf]]\\f:ll + cM_lff\\,/[_l = JJ\‘,/I*l

Pelas condicoes de contorno e inicial definidas anteriormente, definimos os valores de
Iy M e Ry ZJ\‘,/I*l, desta forma temos que resolver M — 1 equagoes com

N — 1 incognitas.

Uma vez determinados todos os valores possiveis do ativo para instante de tempo,"i",
no caso acima N-1, devemos compara-los com os precos obtidos na tltima coluna (con-
digao inicial que indica os pre¢os maximos). Se o valor encontrado para o titulo em um
determinado ponto (i,j) ndo estiver respeitando a area restrita pelas condiges de con-
torno, este valor deve ser alterado de acordo com as estratégias 6timas definidas. Os noés

correspondentes T — iAt sao entao tratados de forma semelhante, e assim sucessivamente.

y :
w1 b= f]

No instante final teremos:
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aq b1
0 a9
|0

C1 0 0
b2 Co Ce 0
0 am—1 by—1 cym—1

0
N

1
N

2
N

M-1
N

M

N

frs

fin

M-1

N+1 |
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Método de Diferencas Finitas Euler Explicito

Uma simplificagao para o Método de Diferengas Finitas Euler Implicito (MDFT) é o uso
do Método de Diferengas Finitas Euler Explicito (MDFE). Escolhendo-se adequadamente

a aproximacao para as derivadas parciais a serem usadas no processo de discretizagao,

ter-se-a:
92f fzJLl* 7,+1 -2 z]+1
082 T AS?
of __ e i
ot At

i+1 -1
af __ fz'J+1 _f1'J+1
oS 2A8

Do mesmo modo que no método implicito, fazendo-se a substituicao dos valores das

derivadas parciais na equagéo diferencial e fazendo-se S = ¢AS obtém-se:

18 ZH LS 2 j
fxe —TIAS + —l— AG? =rf;
para j =1,2,3,..., M ei=0,1,2,..., N — 1. Rearrumando-se os termos, obtém-se:
,%At+%g2i2Atf 4l 2,2 A1 i ZAt+10%i Atf]_H j
rAt+1 i+1 rAt+1 z+1 rAt+1 i+1 i
Onde,
j—l J+1 g
az‘fi+1 z+1 +¢if; i+1 — Ji
—TEAt+10%2At

a; = —2—F—

g rAt+1

b, = 1—-0?i’At

T rAt+1

ZAt+102i2At
C. P S S—
? rAt+1
ferl — a;
J
z+1 —b; - fl
J+1
fz—i—l — G

No instante final teremos:
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aq b1 C1 0

0 ... 0 apr—1

brr—1

CM-1 |

0
fN+1
1
N

fia

M-1
N+1

M
e

1
N

2
N

M-1

N

Como as condicoes de contorno valem tanto para o método Euler Implicito como para

o Euler explicito, os valores para a opgao em T ja sao conhecidos. Os valores em T — At

sao obtidos a partir da equacao:

.- A - )
aifiJJrl +b; z']+1 + Cifi]Jrl = fzj

Este procedimento devera ser repetido até o instante inicial t.
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Método de Diferencas Finitas - Crank-Nicolson

O principio do método é aproximar a derivada temporal por diferenca central e a

derivada do preco pela média das diferencas centrais nos niveis de tempo j e j+1

Logo,

i+% 1 j j j 1 1 1
2f _1 (ffil + -2, 4 fg“+fg—1—2fg) A =2 T T 2
052 2 AS2 AS? 2A52

J

ity
of _ 1 fz+1 ! +1 fzj _ z+1_fz]
ot - 2< + ) - At

J

i+3 1_ gj—1 1 1

+ j+ + 1

af - l(fj 5 n R N o e R
as — 2 2AS 2AS - 1AS

J

Fazendo-se a substituicao dos valores das derivadas parciais na equacao diferencial e

fazendo-se S = iAS obtém-se:

A I AR flo—f F A I RS A A
(= +11AS )TZAS+( “ ) 4 (L )cr iAS? =rf

Rearrumando os termos e isolando os termos nos tempo i e (i+1). O termo de tempo

i + 1 serd calculado pelo método explicito e o de tempo i pelo método implicito.

(—HAE+ 10%2A8) fI0 + (=30 2At + 1) fL ) + (+ZAE + 1022A08) f11 = (+5At -
Lo22A8) 17 4 (= L0%PA + A+ 1) f + (= HAE - Lo%i?A)

Fazendo a substituicao acima pelas variaveis a;, b;, ¢;, d;, e; e f; temos:
aifz‘{;l + b; z]+1 + szJH = ifij_l + 6ifz‘j + fz’f@-jﬂ

a; = (—ZAt + 1022 At)

by = (—30%°At + 1)

¢ = (+5 AL+ 1% At)

d; = (+52 At — 1022 At)

e; = (—30% At + rAt +1)

fi = (—H2At — 102 At)

No instante final, teremos a expressao:

asz—}—l +be+1+C7,fN+1 dzf +€sz+fz 7

Como os valores no instante (N + 1) sdo conhecidos (condi¢ao inicial), devemos cal-
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cular o termo aif]]\l,;ll + bi]‘"]]\',Jrl + cif]]\',fl pelo método explicito e, em seguida, calcular o
termo dif]{,_l + eif]{, + fi ]J\‘,H pelo método implicito. Este procedimento deve ser repetido

até o instante inicial.
Abaixo é apresentada esta solucao via matriz para facilitar o entendimento.

Inicialmente temos que calcular:

9i = @i fih + bift + cif]]\';fl — Método Explicito

-1

fi1 =~ a

ij+1 — b, = Yi
j+1

fz']+1 — G

) _ f](\)H-l _ _
aq b1 C1 0 RN 0 ]1\7 g1
0 as b2 Co ce 0 f]%/'—&—l g2
| 0 ... 0 anr—1 bM,1 Cp—1 ] ]]\\7/14:11 L gm—1 |
N

De posse dos valores de g, calculamos a equagao abaixo:

dz'f]{fl + eifjjv + fi J{,H = ¢; — Método Implicito

i—1
a; — fzj
9 = b — fz]

c; — fij+1

No instante final teremos:
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0

di e f1 0
0 do e fo
0 dy—r

eM—1

fru-a

0

N

1

N g1

2

N g2
M—1
N | 9m-1 |
M
N
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Método de Diferencas Finitas - Brennan&Schwartz

Por defini¢ao, vamos considerar Z = InS, logo f(Z,t) = ¢(S,t)

&—efzﬁ
oS 0z
dc _ Of
ot~ ot

%c _ —2z(0% )
g5 = (5 — 5b)
Substituindo os valores acima na Equacao diferencial parcial 3.4, obtemos:

2] a2\ 9 o2 92
Gt -+ 5aE—rf=0

Sabendo-se que:

of _ f gt

oz 207

of _ ij+1*f¢j

ot At

o%f __ At fiTtof
0z2 — AZ?

Podemos escrever a equacao acima da seguinte forma:

Jo—f 2\ pIt gt A ] j
() + =) () + F(—3m—) —rfi =0

Reescrevendo a equagao temos:

2

S = (i A — D)) AT (1 + X—; + A+ (-2 — (r -
o2\ 1 741
%) az)Atlf;

Onde

a=[(—327 +35(r— 5)az)Al

b=[(14+ 2 +r)Al]
c= (=352 — 3(r — F)az)Al]

Observe que os coeficientes a, b e ¢ sao independentes do valor de i e j e seu somatorio

éigual a 1 (a +b+c=1). Além disso, o valor de AZ deve ser menor ou igual a TT"fa—2
2

para que os coeficientes sejam nao negativos (vide [4]).

Deste modo:

o2

1,2

At=T e AZ =120
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—1
a; — fZJ
T b= f]

i+1
Ci_>fij+

Apobs a resolucao do sistema do mesmo modo visto no método Euler implicito, en-
contraremos os valores f(Z,t) do instante 1 até o instante T. Para encontrar o valor da
op¢ao de compra no instante inicial, devemos fazer uma interpolacao linear com os valores

obtidos de Z.
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Método de Diferencas Finitas - Courtadon

O principio do modelo ¢ a suposi¢ao que U(S,t) = e "w(S,t), ou seja, w(S,t) =
ettU(S,t)

Devemos partir da Equacao Diferencial Parcial 3.4, onde f = w(S,t) = e™U(S, )

Logo, podemos escrever:

o _ riou
s — € 55
of __ .1t rt OU
5 = re"U(S,t) + e

2 2 o . - . .
% = e”ng Substituindo os valores acima na equacao diferencial parcial 3.4, temos:

re"U(S,t) + e % + et 90 4 —”2252 e”% = re"U(S,t)

Simplificando, obtemos a equacao:

202 52
oS@U_O

ouUu oU
G Trogs + o5 =

Sabemos que:

Logo,

i+3 _ _ _ _ _ _ . . ,
2?U — l(UiJJtllJrUz‘];ll*QUgﬂ + Uij+1+U'i]71_2Ui]) _ UL Ul vl U7 U] —ou]
052 T2 AS? AS? - 2A52

J

i+s - o
ou — l(UiJH*UiJ + Uij+1*U¢J) — Ui]+1*U¢J
ot 2 At At At

J

it+3

i+1_ i1 j i i+l =1 g+l -1

ou = l(UiJH ~Ul + i _ UL Ui U U]
as 2 2AS 2AS 4AS

J

. . 292 92 . .
Substituindo em %—[tj + ng—g + JZS ng = 0, simplificando e se arrumando os termos

temos:

(L1022 AU + (1= 3022 AU+ (+ 5+ 10?2 A UL = //(+5 102 AU +
(1+ 30 2AU] + (=2 — Lo22A0) U™

Fazendo a substituicao acima pelas variaveis a;, b;, ¢;, d;, e; e f; temos:
j—1 J J+1 j—1 J Jj+1
a; = (=4 + 10%2At)

bz‘ = (]. — %UziQAt)

¢ = (+5 + ;0% AL)
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€; — (1 + %02i2At)
fi = (—Z—Z — %0’22‘2At)

No instante final, teremos a expressao:
j—1 j J+1 j—1 j j+1

Como os valores no instante N -+ 1 sdo conhecidos (condi¢ao inicial), devemos calcular
o termo a direita pelo método explicito e, em seguida, calcular o termos a esquerda pelo

método implicito. Este procedimento deve ser repetido até o instante inicial.

OBS: O método de Courtadon considera o valor da opcao de compra multiplicado por
e . Desta forma, ao encontrarmos o valor da opc¢ao de compra pelo método de Courtadon

T

(aqui esté sendo considerado o valor de U), devemos multiplici-lo por e~ para encontrar

o valor da opc¢ao. (vide [1])
Abaixo é apresentada esta solucao via matriz para facilitar o entendimento.
Inicialmente temos que calcular:

g9i = a; UL + b0,y + UL, — Método Explicito

7j—1
fiq = a
fla = b = 9i
j+1
i =
_ fo -
N+1
1
ay b1 C1 0 0 N g1
2
0 as b2 Co R 0 fN+1 g2
M—-1
| 0 ... 0 anr—1 bM,1 Cp—1 ] N+1 L gm—1 |
fM

De posse dos valores de g, calculamos a equagao abaixo:

dz'f]{fl + eifj{f + fi J{,H = ¢g; — Método Implicito
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a; — fz‘jil
C; — f<j+1
No instante final teremos:
[ d1 €1 fl 0 e 0 ]
0 d2 €9 f2 e 0

0 ... 0 dy-

EM—1 fM—l

0
N

1
N

2
N

M—-1
N

M
N

g1
92

gm—1
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Capitulo 5

Avaliacao e Implementacao dos Métodos
Numeéricos

A existéncia de uma solucao analitica para precificacao da opcao como funcao dos para-
metros S (preco do ativo objeto), K (prego do ativo no exercicio), T (tempo em anos), o
(volatilidade) e r (taxa de juros livre de risco) é uma das principais razoes para a enorme
difusao do modelo Black&Scholes. Dados estes parametros, é possivel obter o prego da op-
¢ao para todo tempo (t). Podemos citar como a maior vantagem do modelo Black&Scholes
sobre os outros modelos de precificacao de opcoes sobre agoes, a praticidade do modelo.
Desta forma, é possivel para os agentes do mercado de opgoes precificarem suas opgoes
praticamente em tempo real utilizando o modelo de Black&Scholes. Por uma série de
razoes, os agentes sabem que, evidentemente, o preco tedrico nao é idéntico ao preco de
mercado. Entretanto, o preco obtido com o modelo de Black&Scholes funciona como um
benchmark para a negociagao. De qualquer forma, o preco obtido com o modelo ajuda a
compreender parte da dinamica deterministica que rege o preco da opc¢ao de sua data de

lancamento até o vencimento.

A precificagao de opgoes de compra americana quando a volatilidade (o) e a taxa de
juros (r) nao possuem comportamentos estocésticos, pode ser obtida pelo uso do modelo

de Black&Scholes. O objetivo deste trabalho, entretanto, é:
1. comparar os métodos numéricos, avaliando se os mesmos produzem bons resultados
na precificagao de uma opcao; e

2. mostrar, de forma clara e didatica, a implementacao e as vantagens computacionais

de cada método.
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Os seguintes critérios serao utilizados para comparagao dos métodos numéricos e ava-

liacao e escolha do algoritmo a ser utilizado:

e acuracia com precos do modelo Black&Scholes;

velocidade computacional;

estimativas dos erros; e

disponibilidade das derivadas dos precos;

Neste trabalho, para precificacao de opcoes, serao utilizadas as seguintes medidas para

os atributos acuréicia com precos do modelo Black&Scholes e o tempo computacional:

Raiz do Erro quadratico médio (REQM ou RMS): mede a acuracia do método, e é

calculado por meio da féormula:

REQM = (wy

Ci

onde:
¢; € o preco de mercado da opg¢ao na data i; e
Me; é o preco da opcao na data i calculado pelo método numérico..

Tempo Computacional (TC): o tempo computacional do método numérico sera defi-
nido a partir da funcao cputime do programa !, ou seja, sera obtida a hora do computador
antes de executada a funcao e subtraida da hora final resultando, deste modo, do tempo
total para cada método. De posse deste tempo, o operador pode determinar qual o método

mais rapido.

De posse das duas medidas acima, é possivel verificar se o aumento de uma medida se
justifica pelo aumento da outra, ou seja, o aumento da acuracia de um método numeérico

é compensada pelo aumento de tempo computacional, e vice-versa.

1O tempo sera medido em segundos e serd considerado o tempo da CPU usado apenas pelo programa
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Explicito Implicito Brennan&Schwartz Courtadon Crank-Nicolson Binomial Black&Scholas
Tes Opgéo | Tempo | Opgéo | Tempo Opgéo | Tempo | Opcéo | Tempo | Opcdo | Tempo | Opcdo | Tempo
N=40 0,98481| 0,015625|0,97886| 0,000000| 1,00670 | P,015625| 0,98209| 0,00000|0,98184| 0,015625| 1,02470 | 0,0000 0,99730
N=80 1,01860| 0,015625| 0,99193| 0,046875] 0,.99710] 0,031250] 0,99351| 0,03125]0,99338| 0,031250 1,00510] 0,0000 0.99730
N=120 - |0,046875|0,92454| 0,078125| 0,99710| 0,062500| 0,99559| 0,09375|0,99551 0,062500|0,99460]0,0156 0,99730
N=180 - 0,109380|0,99553| 0,109380|0,99747| 0,109380|0,99632| 0,18750|0,99625| 0,125000] 1,00380| 0,0156 0,99730
N=200 - |0,171880]0,99603| 0,218750] 0.99735| 0,171880] 0,.99665| 0,37500]0,99660| 0,203130]1,00150] 0,0156 099730
N=240 - |0,265630| 0,99631| 0,312500| 0.99732| 0,281250| 0,99684 | 0,62500|0.99679] 0,328130]0.99910]0.0156 0.99730
N=280 - 0,390630 | 0,99650| 0,468750|0,99740| 0,421880|0,99695| 1,01560|0,99691| 0,484380|0,99670| 0,0156 0,99730
N=320 - 0546880 | 0,99663| 0,640630|0,99741| 0,593750|0,99702| 1,67190|0,99699| 0,687500|0,99450| 0,0156 0.99730
N=380 - |o,750000] 0,29672| 0,875000| 0,99735( 0,828130( 0,99707 | 2,78130]0.99704| 0,937500]0,99460]0,0156 0,99730
N=400 - |0,984380|0,99679| 1,203100|0,99750/ 1,125000] 0,99710| 4,31250|0,99708| 1,265600]0,99950]0,0313 0,99730
N=440 - 1,296900 | 0,99684| 1,546900|0,99736| 1,453100|0,99713| 6,32810|0,99710| 1,718800|0,99880) 0,0313 0,99730
N=480 - |1.,856300]0.99689| 1.953100| 0.99749 1,859400] 0,99715| 8.84380|0.99713| 2.343800]0.99790] 0.0469 0.99730
N=520 - 2,046900|0,99692| 2,421900|0,99747| 2,328100| 0,99716| 11,93800| 0,99714 | 3,125000| 0,99700| 0,0469 0,99730
N=5860 - 2,500000 | 0,99695| 3,015600|0,99746| 2,828100| 0,99717 | 1576600 0,99716| 3,953100( 0,99610| 0,0625 0,99730
N=500 - | 3.000000|0,99698| 3.828100| 099750 3.453100] 0,99718|20,26600|0.99717| 4,906300 | 0,99520] 0.0625 0,99730
N=640 - |3.328100]0,99700| 4,781300| 0,99751 4,140600 0,99719 | 25,56300|0,99718| 5,984400|0,99890] 0,0625 0,99730
N=680 - 3,796900|0,99702| 5,937500|0,99750| 4 906300| 0,99720|31,79700|0,99718| 7,156300|0,99860| 0,0781 0,99730
N=720 - |4.375000] 0,99703| 7,265600| 0,99752] 5,765600] 0,99720 | 38,89100(0,99719| 8,5156000,99830 0,0781 0,99730
N=780 - | 5015600 0,99704| 8,828100]0,99753| 6,718800] 0,99721] 46,93800 0,99720| 10,000000 | 0,99790 0,0938 0,99730
N=800 - |5.734400| 099706 | 10.406000| 0,99751 | 7.734400| 0,99721 | 56.40600| 0.99720 | 11.625000 | 0.99750 | 0.1094 0,99730
Tabela 5.1: Discretiza¢do do tempo (T) e do valor do ativo objeto (S) com respectivo
preco da opc¢ao e tempo consumido por cada metodologia
“” — Nao houve convergéncia
Discretizacio Explicito Implicite Brennan&Schwarz Courtadon Crank-Nicolson Binomial Black&Scholes
TeS | Opgio REQM Opgio| REOM |Opcio| REOM |Opcio| REQM |Opciio| REQM | Opcio| REQM
40 098481 0,012523814/0,97686{0,018489923 1 00670]0,0094254490,96200|0,0152511780 98184(0,0155018551,02470]0 027474180 0,99730]
80 1,018600  0,021357666/0,99193(0,0053845380,96710[0,000200541]0, 9935 1/0,003800261)0,89338]0,0030306131,00510{0,007821117) 0,99730{
120 g : 0,99454/0,002767472)0,99710]0 000200541)0,99559|0,0017 146290 99551|0,001794846/0 994600 002707310 0.99730|
160 - : 0,99553|0 0017747820 99747]0,000170460|0 99632|0,0009826530 89625|0,001052843 1 00380|0 006517598 0.99730|
200 A . 0,99603]0,001273438(0,99735|0,000050135(0,89665|0,0006517600 99660[0,000701895/1,00150/0,004211371 0.99?35
240 . : 0,99631(0,000992680/0 997320 000020054]0,99684] 0,000461245/0 99675(0,000511381/0 99910/0 001804873 09973
280 s - 0,99650{0,000802166/0 99740]0,000100271]0,99695|0,000350848(0,99681|0,000391056(0 $9670]0,000601624 0,99730]
320 - ! 0,99663]0,000671814]0,99741|0,000110288/0,99702|0,000280758/0 99685(0,0003108390 694500, 002807580 0,99730|
360 B - 0,99672/0,0005815700,99735|0,000050135/0,99707| 0,000230623|0 99704| 0,000260704]0,99480|0,002707310 099730
400 . 2 0,996790,000511381/0.99750]0,000200541/0,99710/0,00020054 10 99708[0,000220596:0 899500.002205956 0.99730|
440 : - 0,99684/0,000461245/0 99736|0,000060162/0,99713|0,0001 704600 997 10[0,000200541/0,69880]0 001504061 0.99730|
480 g s 0,996890,000411110/0 99749]0,000190514]0,99715|0,000150406/0,997 130,000170460{0 $97900, 000601624 0,99730]
520 : : 0,996920,000381029)0,997470,000170460/0,99716|0,0001403790 997 14|0,0001604330,99700]0,0003008 12 0,.99730|
560 : - 0,99595(0 0003509480 99746]0,000160433(0 99717]0,000130352]0 99716]0,0001403790.99610]0 001203249 0,99730]
600 i : 0,99698[0,000320866/0 99750]0,000200541]0,997186|0,0001 203250 997 17]0,000130352(0 $95200,002105685 0.99730]
640 i : 0,99700{0,000300812)0,99751|0,0002105690,99718|0,0001 102060 997 18]0,000120325/0, 69890/0,001604332 099730
680 . : 0,99702{0,000280758)0 99750]0 000200541]0,99720|0,00010027 10 997 18[0,000120325(0 99860/0,001303520 0,99730|
720 = : 0,997030,000270731)0 997520, 000220586/0,89720|0,00010027 10,997 15[0,000110298/0 $95300,001002707 0,99730]
760 : : 0,99704[0,000260704/0,99753]0,000230623/0,99721|0,000090244/0.99720[0,0001002710,89790/0.000601624 099730
800 - - 0,997060,000240650/0.99751|0,0002105690 99721]0,000090244]0 99720[0,000100271]0.99750/0 000200541 0,.99730|

Tabela 5.2: Discretizagao do tempo (T) e do valor do ativo objeto (S) com respectivo
preco da opcao e raiz do erro quadratico médio obtido para cada metodologia

W

— Nao houve convergéncia

A tabela 1 descreve a discretizagdo no tempo (T) e no valor do ativo objeto (S) com

o respectivo preco da opcao gerado e o tempo consumido em cada metodologia. As meto-

dologias de Courtadon e Crank-Nicolson apresentaram a solu¢ao mais proxima da exata,

obtida pelo modelo de Black&Scholes. Entretanto, a segunda foi obtida, claramente, no

menor tempo de processamento.
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A tabela 2 descreve a discretizagdo no tempo (T) e no valor do ativo objeto (S) com
respectivos preco da opcao e raiz do erro quadratico médio obtidos para cada metodologia.
A metodologia de Courtadon é que apresenta a solu¢ao mais proxima da exata com menor
erro quadratico médio em todas as discretizagoes em relagao & metodologia de Crank-
Nicolson. Ambas as metodologias apresentaram erros quadraticos médios menores que a

metodologia binomial.

A tabela 3, descreve o tempo e o erro quadratico médio para discretizacoes no tempo
(T) e no valor do ativo objeto (S) com mais intervalos que os utilizados nas tabelas 1 e 2,
tendo em vista que o modelo binomial consome um menor tempo de processamento. Ainda
assim, verifica-se que os métodos Courtadon e Crank-Nicolson com 680 e 800 intervalos
apresentam menores erros quadraticos médios que o modelo Binomial com 8400 e 9600

intervalos, respectivamente.

Binomial Black&Scholes
Passos Opclio | Tempo RECM

2000 09977 0BATS| 0000401083 09973
2400 | 099677| 096875| 0000531435 0.9973
2800 | pooraz| 12068| 0000020054 0,9973
3200 099711 1,703 0,000190514 0.94973
3600 | 0@97i17| 21563| 0000130352 0.9973
4000 089722 26563| 0000080217 09973
4400 0.99716 32188 0000140379 09973
4800 | 0@9721| 38281| 0000080244 09973
5200 0.99742| 44844 0000120325 09973
5600 099715 52031 0 000150406 09973
G000 099736 59688| 0000060162 094973
G400 029705| 67960 0 000250677 09973
6800 | 099720 7.8438| 0000010027 0.9973
T200 099730 85781 0000090244 09973
7600 | 0@9718| 95781| 0000120325 09973
2000 0.99732 10,609 0,000020054 09973
8400 | 099715 11.719( 0000150406 09973
gao0 | pg97zz| 128s50| 0000080217 09973
9200 099733 14203 0000030081 0.9973
2600 0.99715 15391 0000150406 09973

Tabela 5.3: Nimero de passos com respectivo preco da opc¢ao, tempo de processamento e
raiz do erro quadratico médio obtido pelo método Binomial

A figura 1 apresenta o grafico do comportamento dos métodos em funcao do refina-
mento da discretizagao usada. Os métodos de diferengas finitas tém um comportamento
similar, ou seja, apresentam uma melhor convergéncia sem oscilagoes em relagao a solugao
exata. Por outro lado, o modelo Binomial apresenta um comportamento oscilante, o que

pode levar a erros dependendo do niimero de intervalos considerado.
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Comparagao entre os Métodos
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Figura 5.1: Comparacgao entre os métodos - Valor da opcao

A figura 2 reforca o que foi apresentado na figura 1 quando utilizado o método Crank-

Nicolson comparativamente com o modelo Binomial, ou seja, o método Crank-Nicolson

apresenta os valores de opcao de compra 0,99660 e 0,99691 para 200 e 280 intervalos,

respectivamente. Ja o Binomial apresenta os valores 1,00150 e 0,99670 para 200 e 280

intervalos, respectivamente, ou seja, o primeiro acima e o segundo abaixo da solucao exata.

Na figura 3, a oscilacio do modelo Binomial tem amplitude reduzida apo6s pouco

tempo; porém, gera erros de subprecificacao e superprecificacao ainda por um longo

tempo. O método Crank-Nicolson, requer mais tempo para fornecer boa estimativa, e

apresenta melhor convergéncia sem apresentar oscilagoes em relagao a solucao exata.
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Figura 5.2: Comparagao entre os métodos - Raiz do Erro Quadratico Médio
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Figura 5.3: Comparacao dos refinamentos das discretizagoes usadas nos métodos Crank-
Nicolson e Binomial
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Figura 5.4: Comparagao do tempo de processamento entre os métodos Crank-Nicolson e

Binomial



Capitulo 6

Conclusoes

O objetivo do trabalho foi demonstrar como sao obtidos os coeficientes para resolucao
da Equacgao Diferencial Parcial em cada método e fazer uma avaliacao dos 5 métodos de
diferengas finitas (Euler Explicito, Euler Implicito, Crank-Nicolson, Brennan&Schwartz e
Courtadon) e o modelo Binomial em relacao a solucao fechada proposta pelo modelo de
Black&Scholes.

Independente da discretizacao da malha, os métodos Euler Implicito, de Crank-
Nicolson, Brennan&Schwartz e Courtadon mostram-se mais estaveis. Entretanto, pos-
suem como desvantagem o fato de que (M+1) equacoes com (N+1) incognitas tém que
ser resolvidas simultaneamente para obter os valores da op¢ao a cada instante. O método
Euler Explicito apresenta uma solucao mais simples, contudo esta abordagem possui al-
gumas limitacoes no que diz respeito a convergéncia, principalmente quando sao avaliadas
opcoes americanas, pois podem ocorrer algumas distorcoes, principalmente, proximo as
bordas. Contudo, este problema pode ser amenizado se for adotado um grid suficiente-
mente pequeno no que se refere aos intervalos de tempo e preco de modo a assegurar a
convergéncia. Mesmo sabendo dos problemas de convergéncia o método continua a ser
largamente utilizado. Felizmente, existem algumas sugestoes que tém como objetivo mini-
mizar este problema. Por exemplo, segundo [11], uma condi¢ao suficiente para assegurar
a estabilidade do método é considerar At < (25)2 (Ver tabelas abaixo onde sdo feitas
simulagoes que atendem esta condigao). Além disso, segundo [4|, no método desenvolvido
por eles, o valor de deve ser menor ou igual a (#) para que os coeficientes sejam nao

negativos, ou seja, condicao suficiente para o método convergir.
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0,02

Explicito

Implicito

Brennan&Schwartz

Courtadon

Crank-Nicolson

Black&Scholes

At

(AS/o=S)2

Opcéo Tempo

Opcio

Tempo

Opcio

Tempo

Opcéo

Tempo

Opcéo

Tempo

0.006349

==

1.562500

N=40

0,00099| 0.018750000

0.00109]  0.000000000

0.00086

0.018750000

0.00104

0.000000000

0,00104| 0.018750000

0.00070

0.003175

==

0.390625

N=80

0,00096| 0.018750000

0.00106]  0.056250000

0.00078

0.037500000

0.00101

0.037500000

0,00101]  0.037500000

0.00070

0.002116

==

0.173611

N=120

0.00094| 0.056250000

0.00103] 0.093750000

0.00078

0.075000000

0.00098

0.112500000

0.00098| 0.075000000

0.00070

0.001587

==

0.097656

N=160

0.00092| 0.131256000

0.00100]  0.131256000

0.00078

0.131256000

0.00096

0.225000000

0.00096] 0.150000000

0.00070

0.001270

==

0.062500

N=200

0.00090| 0.206256000

0.00098] 0.262500000

0.00072

0.206256000

0.00094

0.450000000

0.00094| 0243756000

0.00070

0.001058

==

0.043403

N=240

0,00088| 0,318756000

0,00096] 0,375000000

0.00072

0,337500000

0,00092

0.750000000

0,00092| 0,393756000

0.00070

0.000907

=

0.031888

N=280

0,00087| 0,468756000

0,00094| 0,562500000

0.00072

0.506256000

0,000%0

1.218720000

0,00090| 0,581256000

0.00070

0.000794

==

0.024414

N=320

0,00085| 0,656256000

0.00093] 0.768756000

0.00067

0.712500000

0.00089

2,006280000

0,00089| 0,825000000

0.00070

0.000705

==

0.019290

M=360

0,00084| 0,900000000

0.00091]  1,050000000

0.00072

0.993756000

0.00088

3.337560000

0,00088| 1,125000000

0.00070

0.000635

==

0.015625

M=400

0,00083| 1.181256000

0.00090]  1.443720000

0.00072

1.350000000

0.00086

5.175000000

0,00086] 1.518720000

0.00070

0.000577

==

0.012913

M=440

0.00082| 1.556280000

0.00083] 1.856280000

0.00072

1.743720000

0.00085

7.593720000

0.00085| 2.062560000

0.00070

0.000529

==

0.010851

N=480

0.00081| 1.987560000

0.00088] 2343720000

0.00067

2,231280000

0.00084

10.612560000

0.00084| 2812560000

0.00070

0.000488

==

0.009246

N=5620

0.00081| 2456280000

0.00087] 2.906280000

0.00072

2,793720000

0.00084

14325600000

0.00084| 3.750000000

0.00070

0.000454

==

0.007972

N=5660

0.00080| 3.000000000

0.00086) 3.618720000

0.00072

3,393720000

0.00083

18.915200000

0.00083] 4.743720000

0.00070

0.000423

=

0.006944

M=600

0,00079| 3,600000000

0,00085] 4,593720000

0.00072

4,143720000

0,00082

24,319200000

0,00082| 5,887560000

0.00070

0000347

==

0.006104

M=640

0,00079| 3,993720000

0,00084] 5,737560000

0.00072

4,968720000

0,00081

30,675600000

0.00081| 7.181280000

0.00070

0.000373

“=

0.005407

M=680

0,00078| 4,556280000

0.00083] 7.125000000

0.00072

5.887560000

0.00081

38,156400000

0,00081| 8587560000

0.00070

0.000353

==

0.004823

N=720

0,00078| 5.250000000

0.00083] 8.718720000

0.00072

6.918720000

0.00080

46.669200000

0.00080| 10.218720000

0.00070

0.000334

==

0.004328

N=760

0,00077| 6.018720000

0.00082] 10.593720000

0.00072

6.062560000

0.00080

56,325600000

0.00080| 12.000000000

0.00070

0.000317

==

0.003306

N=800

0.00077| 6.881280000

0.00082] 12487200000

0.00072

9.281230000

0.00079

67.687200000

0.00079] 13.950000000

0.00070

Tabela 6.1: Comparacgao entre os

0.02

0.03

métodos. Uso da taxa de volatilidade de 2%

0.04

Explicito

Explicito

Explicito

At

(AS/o+S)2

Opcdo

Tempo

At

(AS/a+S)2

Opcdo

Tempo

At

(A5/a+S)]

Opcdo

Tempo

0.006349

==| 1,562500

MN=40 10,00099

0,018750000{ 0,006349| ==

0.694444

0.00830] 0.021562500

0.006349| ==

0.390625

0,06000

0.021705469

0,003175

==| 0,390625

N=80 |0,00096

0,018750000) 0,003175| ==

0,173611

0,00827| 0,021562500

0,003175| ==

0,097656

0,03920

0,021705469

0.002116

<=| 0173611

WN=120 |0.00094

0.056250000{ 0.002116| ==

0.077160

0.00824) 0.064687500

0.002116| ==

0.043403

0,03220

0.065116406

0.001587

==| 0,097656

MN=160 |0,00092

0,131256000{ 0,001587 | ==

0.043403

0.00822| 0.150944400

0.001587 | ==

0.024414

0,02910

0.151945227

0,001270

<=| 0,062500

N=200 |0,00090

0,206256000) 0,001270| <=

0,027778

0,00820 0,237194400

0,001270| <=

0,015625

0,02750

0,238767102

0.001058

<=| 0.043403

MN=240 |0.00088

0,318756000{ 0.001058| <=

0.019290

0.00818] 0.366569400

0.001058| ==

0.010851

0.02660

0.368999915

0,000907

==| 0,031883

N=280 |0,00087

0.468756000( 0,000907 | ==

0,014172

0,00817] 0.539069400

0.000907 | ==

0,007972

0,02610

0,542643665

0,000794

<=| 0024414

N=320 |0,00085

0,656256000) 0,000794 | <=

0,010851

0,00816 0,754694400

0,000794| <=

0,006104

0,02570

0,759698352

0.000705

<=| 0.019290

M=360 |0.00084

0.900000000{ 0,000705|==

0.008573

0.00815 1.035000000

0.000705| ==

0.004823

0,02550

1,041862500

0,000635

<=| 0,015625

N=400 |0,00083

1,181256000) 0,000635| <=

0,006944

0.00814] 1.358444400

0,000635| ==

0,003306

0,02530

1,367451477

0,000577

<=| 0,012913

N=440 |0,00082

1,556280000) 0,000577| <=

0,005739

0,00813| 1,789722000

0,000577| <=

0,003228

0,02520

1,801588635

0.000529

<=| 0.010851

MN=480 |0.00081

1,887560000) 0.000529 | ==

0.004823

0.00812| 2.285694000

0.000523| ==

0.002713

0.02510

2,300849145

0,000488

==| 0,009246

N=5620 |0,00081

2.456280000] 0,000488| <=

0,004109

0.,00811| 2.824722000

0,000488| <=

0,002311

0,02510

2,843451135

0,000454

<=| 0,007972

N=5660 |0,00080

3,000000000) 0,000454 | <=

0,003543

0,00810| 3.450000000

0,000454 | <=

0,001993

0,02500

3.472875000

0.000423

<=| 0,006944

MN=600 |0,00079

3.600000000{ 0,000423| ==

0.003086

0.00610|4.140000000

0.000423| ==

0.001736

0,02500

4,167450000

0,000397

==| 0,006704

N=640 |0,00079

3,993720000) 0,000397| ==

0,002713

0,00803|4.592778000

0,000397| ==

0,001526

0,02430

4.623230115

0,000373

<=| 0,005407

N=680 |0,00078

4,556280000] 0,000373[ <=

0,002403

0,00809| 5,239722000

0,000373| <=

0,001352

0,02430

5,274463635

0.000353

==| 0,004823

N=720 |0,00078

5,250000000{ 0,000353| ==

0.002143

0.00808| 6.037500000

0.000353| ==

0.001206

0,02490

6,077531250

0,000334

==| 0,004328

N=760 |0.,00077

6,018720000) 0,000334| <=

0,001924

0.,00808| 6,921528000

0,000334| <=

0,001082

0,02430

6,967420740

0.000317

<=| 0.003906

N=800 |0.00077

6.881280000{ 0,000317 | ==

0.001736

0.00608]| 7.913472000

0.000317 | ==

0.000377

0,02480

7.965341760

Black&Scholes

0,00070

0.00800

0,02450

Tabela 6.2: Uso das taxas de volatilidade 2%, 3% e 4%.

Os métodos Crank-Nicolson e Courtadon apresentam resultados semelhantes em vir-

tude de apresentarem a mesma abordagem, ou seja, explicita e implicita; entretanto,

Courtadon necessita de um tempo maior pois, ao final do programa, o valor da funcgao

deve ser dividido por €.

Os métodos Euler Implicito e Brennan&Schwartz apresentaram o menor tempo de

processamento, sendo que o segundo apresentou o menor tempo de processamento e a

menor raiz do erro quadratico médio. Mesmo aumentando o valor de N, os valores obtidos

com estes métodos apresentam uma solucao com a raiz do erro quadratico médio maior

que a obtida com o método de Crank-Nicolson.

Analisando o grafico Crank-Nicolson X Binomial (tempo), verifica-se maior adequagao
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no uso do primeiro.

O uso do método Crank-Nicolson é recomendado, pois apresentou a solu¢ao mais

proxima da solucao exata. Porém requer maior niimero de intervalos de tempo.

Como sugestao de trabalhos futuros, para uma melhor avaliacao do grau de aderéncia
do modelo desenvolvido, propomos utilizar os métodos para precificar: opcoes sem formula
fechada, opcoes exoticas americanas como as op¢oes com barreiras, bem como opcoes
sobre opcoes. Outro aspecto a ser observado é o estudo de novos modelos que nao partam
da premissa de que a taxa de juros e volatilidades sao constantes e que incorporem novos

fatores de risco, como saltos (variagoes bruscas no prego das agoes).



Apéndice 1

Listagem dos programas
Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Explicito-Completar as linhas 1 e M-+1
function explicit-fdm-C-Ame(S,Smax,K,r,vol,T,N)
% Inicializacao dos parametros
%S = Valor do Ativo Objeto; Smax — Valor maximo do Ativo Objeto
%K = Prego de exercicio; r = Taxa de Juros
%vol = volatilidade; T — Vencimento
% Inicializacao da Grade
M=N;
% N = 100; % Intervalo do T (discretizagdo do T)
% M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)
Dt — T/N; %Dt
DS = Smax/M; %DS
f=sparse(zeros(N-+1,M+1));
A—sparse(zeros(N+1,M+1));
% Condicoes de Contorno
% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)
fori=1: M+1
f(i,N+1) — max((i-1)*DS-K,0);
end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)
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forj=1:N+1
f(1j) = K;
end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
f(M+1,j) — 05
end;

% Céculo dos valores de aj, bj e ¢j - parametros do modelo

forj=1: M-1

a(j) = 1/(1 +r* Dt) x (—0.5 %7 * j * Dt + 0.5 * vol? * j* x Dt);

b(j) =1/(1 +r* Dt) * (1 — vol? * j2 * Dt);

c(j) = 1/(1 + 7% Dt) x (0.5 % r x j * Dt + 0.5 % vol® * j2 x Dt);

end;

% Resolucgao da equagao aj*Ci,j-1+bj*Ci,j+cj*Ci,j+1=Ci+1,]

% Construgao da Matriz com os valores de aj, bj e ¢j calculados

% anteriormente

forj—2: M

A1) = alj-1);

A(ju) = b(-1);

A(J+1) = c(j-1);

end;

% Inclusao dos valores de 1 na primeira e ultima posicao da Matriz para

% torna-la quadrada e passivel de inversdo. Este procedimento nao altera o
% resultado, tendo em vista os valores superior e inferior de f serem

% conhecidos (contorno) e a matriz inversa de A (invA), possuir a primeira linha e

% a tltima linha igual a matriz A
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A1) =1, %

AN+1,M+1) =1; %

% Inversao da Matriz

invA = inv(A);

% Solugao do sistema (O valor desejado é obtido pela multiplicagao da
% matriz invA pela matriz f no instante posterior)

for j = N:-1:1

f(:,j) = A*(:,j+1); % Calculo dos Valores

% Teste a cada instante de tempo com a condigao 6tima

fori —1: M+1

if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)

f(ij) = ((-1)*DS-K):

end;

end;

end;

%O resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
%oinicial (j—1)

disp(f((S/DS)+1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Explicito-Eliminar as colunas 1 e M+1 da matriz A
function explicit-fdm-C-Inv(S,Smax,K,r,vol, T,N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

M=N;

% N — 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

Dt = T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f-sparse(zeros(N+1,M+1));

A=sparse(zeros(N-1,M-1));

% Condigoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)
fori=1: M+1

f(i,N+1) = max((i-1)*DS-K,0);

end;

% Valor do Ativo Objeto — 0 (fronteira superior)

forj=1: N+1
f(1j) = K;
end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
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f(M+1,j) = 0;

end;

% Caculo dos valores de aj, bj e ¢j - parametros do modelo

forj=1: M-1

a(j) =1/(1+r= Dt)* (—0.5 7% j x Dt + 0.5 % vol® * j* x Dt);

b(j) = 1/(1 +r* Dt) x (1 — vol? x j% x Dt);

c(j) =1/(1 +7r* Dt) x (0.5%rx jx Dt + 0.5 % vol® x j* x Dt);

end;

% Obtencao da matriz tridiagonal, pela eliminacao das colunas 1 e M+1 da
% matriz A e, consequente, subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da
% matriz f em todos os instantes.

A(1,1)=hb(1);

A(1,2)=c(1);

forj —2: M-2

A(jJ-1) = a(j);

A(jd) = b();

A(+1) — c();

end;

A(M-1,M-1) = b(M-1);

A(M-1,M-2) = a(M-1);

for j — N:-1:1

% subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da matriz f em todos os instantes.
f(2,j+1)=£(2,j+1) - a(1)*K;

f(2:M,j) = A*f(2:M,j+1); % Calculo dos Valores

% Teste a cada instante de tempo com a condicao 6tima

fori=1: M+1
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if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)

f(i,j) = ((i-1)*DS-K);

end;

end;

end;

%0 resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
%inicial (j=1)

disp(f((S/DS)+1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Implicito - Completar as linhas 1 e M+1

function implicit-fdm-C-Ame(S,Smax,K,r,vol,T,N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

M=N;

% N — 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

Dt = T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f-sparse(zeros(N+1,M+1));

A=sparse(zeros(N-1,M-1));

% Condigoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)
fori=1: M+1

fE,N+1)=mazx((i — 1)« DS — K,0);

end;

% Valor do Ativo Objeto — 0 (fronteira superior)

forj=1: N+1
f(1j) = K;
end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
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f(M+1,j) = 0;

end;

% Caculo dos valores de aj, bj e ¢j - parametros do modelo

forj=1: M-1

a(j) = 0.5 %7 j* Dt — 0.5 % vol® * j x Dt;

b(j) = 1+ vol® x j2 x Dt +r x Dt;

c(j) = =0.5% 7% j % Dt — 0.5 % vol® x 3% x Dt;

end;

% Resolucao da equacao aj*Ci,j-1-+bj*Ci,j+cj*Ci,j+1=Ci+1,j

% Construcao da Matriz com os valores de aj, bj e ¢j calculados

% anteriormente

forj=2: M

A(jJ-1) = a(j-1);

A(jad) — b(-1);

A(J+1) = c(j-1);

end;

% Inclusao dos valores de 1 na primeira e ultima posicao da Matriz para
% torna-la quadrada e passivel de inversao. Este procedimento nao altera o
% resultado, tendo em vista os valores superior e inferior de f serem

% conhecidos (contorno) e a matriz inversa de A (invA), possuir a primeira linha e
% a tltima linha igual a matriz A

A1) =1, %

AN+1,M+1) =1; %

% Inversao da Matriz

invA — inv(A);

% Solugao do sistema (O valor desejado é obtido pela multiplicagao da
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% matriz invA pela matriz f no instante posterior)

for j = N:-1:1

f(:,j) — invA*f(:,j+1); % Célculo dos Valores

% Teste a cada instante de tempo com a condigao 6tima
fori=1: M+1

if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)

f(ij) = ((i-1)*DS-K):

end;

end;

end;

%O resultado seré o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
%inicial (j=1)

disp(£((S/DS) + 1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Implicito - Eliminar as colunas 1 e M+1 da matriz A
function implicit-fdm-C-Inv(S,Smax,K,r,vol, T,N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

M=N;

% N — 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

Dt = T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f-sparse(zeros(N+1,M+1));

A=sparse(zeros(N-1,M-1));

% Condigoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)
fori=1: M+1

f(i,N+1) = max((i-1)*DS-K,0);

end;

% Valor do Ativo Objeto — 0 (fronteira superior)

forj=1: N+1
f(1j) = K;
end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
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f(M+1,j) = 0;

end;

% Caculo dos valores de aj, bj e ¢j - parametros do modelo

forj=1: M-1

a(j) = 0.5 %7 j* Dt — 0.5 % vol® * j x Dt;

b(j) = 1+ vol® x j2 x Dt +r x Dt;

c(j) = =0.5% 7% j % Dt — 0.5 % vol® x 3% x Dt;

end;

% Obtencao da matriz tridiagonal, pela eliminacao das colunas 1 e M+1 da
% matriz A e, consequente, subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da
% matriz f em todos os instantes.

A(1,1)=hb(1);

A(1,2)=c(1);

forj —2: M-2

AG-1) = ali);

A(jJ) = b();

A(j+1) — c();

end;

A(M-1,M-1) = b(M-1);

A(M-1,M-2) = a(M-1);

% Inversao da Matriz

invA = inv(A);

% Solugao do sistema (O valor desejado é obtido pela multiplicagao da
% matriz invA pela matriz f no instante posterior)

for j — N:-1:1

% subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da matriz f em todos os instantes.
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f25+1)=f27+1) —a) x K;

f(2:M,j) = invA*f(2:M,j+1); % Calculo dos Valores

% Teste a cada instante de tempo com a condicao 6tima
fori=1: M+1

if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)

f(ij) ~ ((-1)*DS-K);

end;

end;

end;

%0 resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
%inicial (j=1)

disp(f((S/DS)+1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Implicito - Decomposicao LU na Matriz Tridiagonal
function implicit-fdm-C-Tri-LU(S,Smax,K,r,vol, T,N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

M=N;

% N — 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

Dt = T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f-sparse(zeros(N+1,M+1));

A=sparse(zeros(N-1,M-1));

% Condigoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)
fori=1: M+1

fE,N+1)=mazx((i — 1)« DS — K,0);

end;

% Valor do Ativo Objeto — 0 (fronteira superior)

forj=1: N+1
f(1j) = K;
end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
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f(M+1) = 0;

end;

% Caculo dos valores de aj, bj e ¢j - parametros do modelo

forj=1: M-1

a(j) = 0.5 %7 j* Dt — 0.5 % vol® * j x Dt;

b(j) = 1+ vol® x j2 x Dt +r x Dt;

c(j) = =0.5% 7% j % Dt — 0.5 % vol® x 3% x Dt;

end;

% Obtencao da matriz tridiagonal, pela eliminacao das colunas 1 e M+1 da
% matriz A e, consequente, subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da
% matriz f em todos os instantes.

A(1,1)=b(1);

A(1,2)=c(1);

forj —2: M-2

A(jJ-1) = a();

A(jJ) = b(j);

A(j+1) — c();

end;

A(M-1,M-1) = b(M-1);

A(M-1,M-2) = a(M-1);

% Obtencao das Matrizes L e U

[L,U]=lu(A);

for j = N:-1:1

% subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da matriz f em todos os instantes.
fRu+1)=[27+1) —a(l)*K;

% Passo 1 na obten¢ao do vetor Q
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Q1) =£(2,j+1);

fori=2: M-1

Q) = fli+1,j+1) = L, = 1) * Q(i — 1);

end;

% Passo 1 na obtengao do vetor f no instante atual (i)
f(M,j)~Q(M-1)/U(M-1,M-1);

for i=(M-1):-1:2

f,0) = QU =1) = UG = 1)+ f(i+1,7)) /Ui = 1,i = 1);
end;

fori — 1:M+1

if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)

f(i,j) = ((--1)*DS-K);

end;

end;

end;

%O resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
%oinicial (j—1)

disp(f((S/DS)+1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Crank-Nicolson-Completar as linhas 1 e M-+1
function Crank-fdm-C-Ame(S,Smax,K,r,vol,T|N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

M=N;

% N — 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

Dt = T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f-sparse(zeros(N+1,M+1));
A=sparse(zeros(N+1,M+1));
B=sparse(zeros(N+1,M+1));
d—sparse(zeros(N+1,M+1));

% Condicoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)
fori=1: M+1

f@, N+1)=mazx((i — 1)« DS — K,0);

end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)
forj=1:N+1

(1) — K:

end;
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% Valor do Ativo Objeto é méaximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
f(M+1,j) — 0;
end;

% Céculo dos valores de aj, bj e ¢j - parametros do modelo
fori — 1:M

a(i) = —0.25 % r x (i) x Dt + 0.25 * vol? * (1) * Dt;

b(i) =1 — 0.5 % vol? * (i) * Dt;

c(i) = +0.25 % r * (i) * Dt + 0.25 % vol® (1) * Dt;

e(i) =14 0.5 x vol® x (i)? * Dt + r * Dt;

end;

% Resolugao das equagoes:

% aj*fi-1,j+1+bj*f,j+1+cj*fi+1,j+1=dj ou dj=B*fj+1
% -aj*fi-1,j+ej*fi,j-cj*i+1,j—dj ou fj—invA*d

% Construgao da Matriz com os valores de aj, bj e ¢j e -aj, ej e -¢j calculados
% anteriormente

for j — 2:M

B@j-1) = a(-1);

B ) = b(-1);

B@j +1) = c(j-1);

end;

B(1,1) = 1;

B(M+1,M+1) = 1;

for j = 2:M

A -1) - -a(-1);

A ) = e(-1);
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A + 1) = -c(j-1);

end;

% Inclusao dos valores de 1 na primeira e ultima posicao da Matriz para
% torna-la quadrada e passivel de inversdo. Este procedimento nao altera o
% resultado, tendo em vista os valores superior e inferior de f serem

% conhecidos (contorno) e a matriz inversa de A (invA), possuir a primeira linha e
% a tltima linha igual a matriz A

A(1,1) =1

AM+1,M+1) = 1;

% Inversao da Matriz

invA = inv(A);

for j = N:-1:1

% Solucao explicita - multiplicagao do valor de f(:,j+1) pela matriz B
d=Bx f(:,j+1);

% Solugao do sistema (O valor desejado é obtido pela multiplicagao da
% matriz invA pelo vetor d calculado anteriormente-Implicita

f(:,j) — invA*d;

% Teste a cada instante de tempo com a condicao 6tima

fori=1: M+1

if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)

f(i,j) — ((i-1)*DS-K);

end;

end;

end;

%0 resultado seré o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante

%inicial (j=1)
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disp(f((S/DS)+1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Crank-Nicolson - Eliminar as colunas 1 e M+1 das matrizes A e B
function Crank-fdm-C-Inv(S,Smax,K,r,vol, T,N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

M=N;

% N — 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

Dt = T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f-sparse(zeros(N+1,M+1));

A=sparse(zeros(N-1,M-1));

B=sparse(zeros(N-1,M-1));

d—sparse(zeros(N+1,M+1));

% Condicoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)
fori=1: M+1

f@, N+1)=mazx((i — 1)« DS — K,0);

end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)
forj=1:N+1

(1) — K:

end;
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% Valor do Ativo Objeto é méaximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
f(M+1,j) — 0;
end;

% Céculo dos valores de aj, bj e ¢j - parametros do modelo

fori — 1:M

a(i) = —0.25 % r x (i) x Dt + 0.25 * vol? * (1) * Dt;

b(i) =1 — 0.5 % vol? * (i) * Dt;

c(i) = +0.25 % r * (i) * Dt + 0.25 % vol® (1) * Dt;

e(i) =14 0.5 x vol® x (i)? * Dt + r * Dt;

end;

% Obtencao da matriz tridiagonal, pela eliminacao das colunas 1 e M+1 das
% matrizes A e B e, consequente, subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da
% matriz f e -a(1)*K da segunda linha do vetor em todos os instantes.
B(1,1)=b(1);

B(1,2)=c(1);

forj —2: M-2

B(-1) — a();

B(j.j) — b(j):

B(j.j+1) = c();

end;

B(M-1,M-1) = b(M-1);

B(M-1,M-2) = a(M-1);

A(1,1)=e(1);

A(1,2)—c(1);

forj=2: M-2
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A(jJ-1) = -a(j);

Aji) = elj)s

A(jd+1) — —<(j);

end;

A(M-1,M-1) = e(M-1);

A(M-1,M-2) — -a(M-1);

% Inversao da Matriz

invA = inv(A);

for j = N:-1:1

% Solugao explicita - multiplicagdo do valor de f(:,j+1) pela matriz B
F2,4+1) = f(2.5+1) - a(1) = K;

d=Bx f(2: M,j+1);

% Solugao do sistema (O valor desejado é obtido pela multiplica¢ao da
% matriz invA pelo vetor d calculado anteriormente-Implicita

d(1) = d(1) + a(1) = K;

f(2:M,j) = invA*d;

% Teste a cada instante de tempo com a condicao 6tima

fori=1: M+1

if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)

f(i,j) = ((i-1)*DS-K);

end;

end;

end;

%0 resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
%inicial (j-—1)

disp(f((S/DS)+1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Crank-Nicolson - Decomposicao LU na Matriz Tridiagonal
function Crank-fdm-C-Tri-LU(S,Smax,K,r,vol, T,N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

M = N;

% N — 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

Dt = T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f-sparse(zeros(N+1,M+1));

A=sparse(zeros(N-1,M-1));

B=sparse(zeros(N-1,M-1));

d—sparse(zeros(N-1,M-1));

% Condicoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)
fori=1: M+1

f@,N+1)=maz((i — 1)« DS — K,0);

end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)
forj=1:N+1

F(1,) = K

end;
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% Valor do Ativo Objeto é méaximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
f(M+1,j) — 0;
end;

% Céculo dos valores de aj, bj e ¢j - parametros do modelo

fori — 1:M

a(i) = —0.25 % r x (i) x Dt + 0.25 * vol? * (1) * Dt;

b(i) =1 — 0.5 % vol? * (i) * Dt;

c(i) = +0.25 % r * (i) * Dt + 0.25 % vol® (1) * Dt;

e(i) =14 0.5 x vol® x (i)? * Dt + r * Dt;

end;

% Obtencao da matriz tridiagonal, pela eliminacao das colunas 1 e M+1 das
% matrizes A e B e, consequente, subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da
% matriz f e -a(1)*K da primeira linha do vetor d em todos os instantes.
B(1,1)=b(1);

B(1,2)=c(1);

forj —2: M-2

B(-1) — a();

B(j.j) — b(j):

B(j.j+1) = c();

end;

B(M-1,M-1) = b(M-1);

B(M-1,M-2) = a(M-1);

A(1,1)=e(1);

A(1,2)—c(1);

forj=2: M-2
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A(jJ-1) = -a(j);

A(J) = el

AGH) ()

end;

A(M-1,M-1) = e(M-1);

A(M-1,M-2) — -a(M-1);

% Obtencao das Matrizes L e U

|L,Ul=lu(A);

for j = N:-1:1

% subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da matriz f em todos os instantes.
f2+1)=[27+1) —a(l)*K;

% Solugao explicita - multiplicacao do valor de f(:,j+1) pela matriz B
d=Bxf(2: M,j+1);

% Passo 1 na obtencao do vetor Q

d(1) =d(1) + a(1) x K;

% Passo 1 na obtengdo do vetor f no instante atual (i)
fM;5) = QM —1)/UM — 1, M —1);

for i=(M-1):-1:2

f(,5) = QG —1) = UG = 1,i)* fi +1,5)) /UG = 1,0 = 1);
end;

fori = 1:M+1

if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)
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f(i,5) = ((i = 1)« DS = K);

end;

end;

end;

%O resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
Jinicial (j—1)

disp(f((S/DS) +1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Brennan-Schwartz - Completar as linhas 1 e M+1
function BrSch-fdm-C-Ame(S,Smax,K,r,vol,T,N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

% N = 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M — 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

M = N;

Dt =T/N; %Dt

DS = (vol?/(r — 1/2 % vol?))/M; %DS - Discretiza¢io no método Brennan&Schwartz
Zmazx = round(log(Smax));

Zmin = Zmax — DS x M,

f = sparse(zeros(N + 1, M + 1));

A = sparse(zeros(N, M));

% Condicoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita);
fori = 1:M+1

sBS(i) = exp(Zmin + (i — 1) * DS);

f(i, N +1) =mazx(sBS(i) — K,0); % Exercicio

end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)

forj —1: N+1

f(1,]) = K;
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end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj —1: N+1
f(M+1,7) =0;
end;

% Caculo dos valores de a, b e ¢ - parametros do modelo

% No modelo de Brennan&Schwartz eles sao independentes de j
a = (—0.5% (vol/DS)? + 0.5 % (r — 0.5 x vol?)/DS) * Dt;
b=1+ (vol/DS)?**x Dt +r * Dt;

c=(—0.5% (vol/DS)* — 0.5 % (r — 0.5 % vol?)/DS) x Dt;

% Resolugao da equagao a*Ci,j-1+b*Ci,j+c*Ci,j+1=Ci+1,j

% Construgao da Matriz com os valores de aj, bj e ¢j calculados

% anteriormente

forj—2: M
A(G.g—1) =g
A(j, j) = b;
Ag+1)=¢
end;

% Inclusao dos valores de 1 na primeira e ultima posicao da Matriz para

% torna-la quadrada e passivel de inversdao. Este procedimento nao altera o

% resultado, tendo em vista os valores superior e inferior de f serem

% conhecidos (contorno) e a matriz inversa de A (invA), possuir a primeira linha e
% a tltima linha igual a matriz A

A(l,1) =1,

AM+1,M+1) =1,

% Inversao da Matriz
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invA = inv(A);

% Solugao do sistema (O valor desejado é obtido pela multiplica¢ao da

% matriz invA pela matriz f no instante posterior

for j = N:-1:1

FCa) = imvA x £, +1);

% Teste a cada instante de tempo com a condicao 6tima-Op¢ao Americana
fori=1: M+1

if £(i,j) < (sBS(i) — K)

fi,5) = (sBS(i) — K);

end;

end;

end;

% Interpolacao do preco da opcao de compra do S

I = find(sBS > S);

% O resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
%inicial (j=1)

fO0 =interpl([sBS(I(1) — 1)sBS(I1(1))],[f(1(1) —1,1)f(L(1),1)], S, linear’);

disp(f0)
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra

Método Brennan-Schwartz - Eliminar as colunas 1 e M+1 da matriz A
function BrSch-fdm-C-Inv(S,Smax,K,r,vol, T|N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

% N = 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M — 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

M = N;

Dt = T/N; %Dt

DS = (vol?/(r — 1/2 % vol?))/M; %DS - Discretiza¢io no método Brennan&Schwartz
Zmazx = round(log(Smax));

Zmin = Zmax — DS x M,

f=sparse(zeros(N-+1,M+1));

A—sparse(zeros(N-1,M-1));

% Condicoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita);

fori = 1:M+1

sBS(i) = exp(Zmin + (i — 1) * DS);

f(i, N +1) =max(sBS(i) — K,0); % Exercicio

end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)

forj —1: N+1

f(1,j) = K;
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end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj —1: N+1
f(M+1,j) = 0;
end;

% Caculo dos valores de a, b e ¢ - paramtros do modelo

% No modelo de Brennan&Schwartz eles sao independentes de j

a = (—0.5% (vol/DS)? + 0.5 % (r — 0.5 x vol?)/DS) * Dt;

b=1+ (vol/DS)?**x Dt +r * Dt;

c=(—0.5% (vol/DS)* — 0.5 % (r — 0.5 % vol?)/DS) x Dt;

% Obtenc¢ao da matriz tridiagonal, pela eliminagao das colunas 1 e M+1 da
% matriz A e, consequente, subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da
% matriz f em todos os instantes.

A(1,1)-b;

A(1,2)=c;

forj=2: M-2

A1) = a;

A(j,j) = b;

A(jJ+1) = ¢

end;

AM —-1,M —1) =1

AM —-1,M —-2) =g

% Inversao da Matriz

invA = inv(A);

% Solugao do sistema (O valor desejado é obtido pela multiplicacao da

% matriz invA pela matriz f no instante posterior)
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for j = N:-1:1

% subtracao do termo a(1)*K da segunda linha da matriz f em todos os instantes.

f2i+1D)=f27+1) —axK;

f(2:M,5)=invAx f(2: M,j+1);

% Teste a cada instante de tempo com a condi¢ao 6tima-Opg¢ao Americana
fori —1: M+1

if £(i,j) < (sBS(i)-K)

fi,4) = (sBS(i) = K);

end;

end;

end;

% Interpolacao do preco da op¢ao de compra do S

I = find(sBS > 9);

%O resultado seré o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
%inicial (j=1)

f0 =interpl([sBS(I(1) —1)sBS(I(1))],[f(I(1) —1,1)f(1(1),1)], S, linear’);

disp(f0)
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra

Método Brennan-Schwartz - Decomposicao LU na Matriz Tridiagonal
function BrSch-fdm-C-Tri-LU(S,Smax,K,r,vol,T,N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

% N = 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

% M — 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

M = N;

Dt = T/N; %Dt

DS = (vol?/(r — 1/2 % vol?))/M; %DS - Discretiza¢io no método Brennan&Schwartz
Zmazx = round(log(Smax));

Zmin = Zmax — DS x M,

f=sparse(zeros(N-+1,M+1));

A—sparse(zeros(N-1,M-1));

% Condicoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita);

fori = 1:M+1

sBS(i) = exp(Zmin + (i — 1) * DS);

f(i, N +1) =max(sBS(i) — K,0); % Exercicio

end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)

forj —1: N+1

f(1,j) = K;
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end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj —1: N+1
f(M+1,j) = 0;
end;

% Caculo dos valores de a, b e ¢ - paramtros do modelo

% No modelo de Brennan&Schwartz eles sao independentes de j

a = (—0.5% (vol/DS)? + 0.5 % (r — 0.5 x vol?)/DS) * Dt;

b=1+ (vol/DS)?**x Dt +r * Dt;

c=(—0.5% (vol/DS)* — 0.5 % (r — 0.5 % vol?)/DS) x Dt;

% Obtenc¢ao da matriz tridiagonal, pela eliminagao das colunas 1 e M+1 da
% matriz A e, consequente, subtragio do termo a(1) *x K da segunda linha da
% matriz f em todos os instantes.

A(1,1)-b;

A(1,2)=c;

forj=2: M-2

A1) = a;

A(j,j) = b;

A(jJ+1) = ¢

end;

A(M-1,M-1) — b;

A(M-1,M-2) = a;

% Obtengao das Matrizes L e U

[T, U]=Tu(A);

for j — N:-1:1

% subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da matriz f em todos os instantes.
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fF20+1) = f(2,)+1) —a(l)* K;

% Passo 1 na obtencao do vetor Q

Q1) f(2,j+1);

fori=2: M-1

QUi) = fi+1,j+1) = L(ivi — 1) x Qi — 1):

end;

% Passo 1 na obteng¢ao do vetor f no instante atual (i)
FOM, j) = QM = 1)/U(M — 1, M — 1);

for i=(M-1):-1:2

Fli,5) = QG — 1) = Ui = 1,d)  f(i +1,)) /UG — 1,i — 1);
end;

fori = 1:M+1

if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)

F(i,5) = ((i = 1) « DS — K);

end;

end;

end;

% Interpolacao do preco da op¢ao de compra do S

I = find(sBS > S);

%O resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
Yoinicial (j—1)

f0 =interpl([sBS(I(1) — 1)sBS(I1(1))],[f(I(1) —1,1)f(1(1),1)], S, linear’);

disp(f0)
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra

Método Courtadon - Inversao da Matriz

function Cour-fdm-C-Ame(S,Smax,K r,vol,T,N)

% Transformacao da PDE de Black&Scholes considerando o instante final
% Transformacao de ¢ = exp(+r *T) * f onde ¢ é o valor da opgao
% Inicializacao dos parametros

%S — Valor do Ativo Objeto; Smax — Valor maximo do Ativo Objeto
%K = Prego de exercicio; r = Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

%N = 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

%M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

M = N;

Dt =T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f=sparse(zeros(N-+1,M+1));

A—sparse(zeros(N+1,M+1));

B=sparse(zeros(N-+1,M+1));

d=sparse(zeros(N+1,M+1));

% Condicoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)

fori = 1:M+1

stockprice(i) = (i — 1) * DS;

f(i, N + 1) = max(stockprice(i) — K,0); % Exercicio

end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)
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for j = 2:N+1
(1)) = K;
end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj=2: N+1
f(M +1,5)=0;
end;

% Resolugao da equacao aj xCi,j —1+bjxCi,j+cj*xCi,j+1=Ci+1,j
% Construcao da Matriz com os valores de aj, bj e ¢j e -aj, ej e -]

% calculados anteriormente

fori = 1:M

a(i) = 0.25 % 7 * (i) x Dt — 0.25 x vol® * (i)? x Dt;

b(i) = +1 + 0.5 % vol? * (i)? * Dt;

c(i) = —0.25 % r % (1) * Dt — 0.25 * vol® * (i)* x Dt;

e(i) = +1 — 0.5 % vol? * Dt x i?;

end;

% Solugao do sistema (O valor desejado é obtido pela multiplicacao da
% matriz invA pela matriz f no instante posterior)

for j = 2:M

B(j,j—1) = —a(j —1);

B(j,5) = e(j —1);

Bj,j+1) =—c(j —1);

end;

for j = 2:M

AGj—1) = a(j - 1);

A(j,4) =b(j = 1);
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A(j g +1) =c(j = 1);

end;

% Inclusao dos valores de 1 na primeira e ultima posicao das Matrizes para
% torna-las quadradas e passiveis de inversao. Este procedimento nao altera
% o resultado, tendo em vista os valores superior e inferior de f serem

% conhecidos (contorno) e a matriz inversa de A (invA), possuir a primeira linha e
% a tltima linha igual a matriz A

B(1,1) =1,

B(M+1,M+1)=1,

A(l,1) =1;

AM+1,M+1) =1,

% Inversao da Matriz

invA = inv(A);

% Solugao do sistema (Calcula-se o vetor d pelo método explicito e o valor
% desejado é obtido pela multiplicacdo da matriz invA pelo vetor d calcula-
% do pelo método explicito anteriormente

forj — N:-1: 1

d=Bx f(:,j+1);

f(:,7) = invA x d; % Calculo dos Valores

% Teste a cada instante de tempo com a condigao Gtima

fori —1: M+1

if £(i,j) < f(i,j+1)

fU,5) = fi,5 +1);

end;

end;

end;
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c=f;

% Nos valores acima esta embutido o termos exp(+r * T'), deste modo, para se
% encontrar o valor da opcao de compra, devemos dividir o valor de f

% encontrado pelo mesmo termo exp(r « T)

c(:,1) = exp(—r = (T)) * f(:,1);

%0 resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor ¢ no instante
%inicial (j =1)

disp(c((S/DS)+ 1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra

Método Courtadon-1982-Eliminacao das colunas 1 e M+1 das matrizes A e B
function Cour-fdm-C-Inv(S,Smax,K,r,vol,T,N)

% Transformacao da PDE de Black&Scholes considerando o instante final
% Transformacao de ¢ = f x exp(+r *T) onde ¢ é o valor da opgao

% Inicializacao dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax — Valor maximo do Ativo Objeto
%K = Prego de exercicio; r = Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

%N = 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

%M = 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

M = N;

Dt — T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f=sparse(zeros(N-+1,M+1));

A-—sparse(zeros(N-1,M-1));

B=sparse(zeros(N-1,M-1));

d=sparse(zeros(N-1,M-1));

% Condicoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)

fori = 1:M+1

stockprice(i) = (i — 1) * DS;

f(i, N + 1) = max(stockprice(i) — K,0); % Exercicio

end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)
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for j = 1:N+1
f(1j) = K;
end;

% Valor do Ativo Objeto é maximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
f(M+1,j) — 05
end;

% Resolugao da equagao aj*Ci,j-1+bj*Ci,j+cj*Ci,j+1=Ci+1,j

% Construcao da Matriz com os valores de aj, bj e ¢j e -aj, ej e -]

% calculados anteriormente

fori = 1:M

a(i) = 0.25 % 7 * (i) x Dt — 0.25 x vol® * (i)? x Dt;

b(i) = +1 + 0.5 % vol? * (i)? * Dt;

c(i) = —0.25 % r % (1) * Dt — 0.25 * vol® * (i)* x Dt;

e(i) = +1 — 0.5 % vol? * Dt x i?;

end;

% Obtenc¢ao da matriz tridiagonal, pela eliminacao das colunas 1 e M+1 das
% matrizes A e B e, consequente, subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da
% matriz f e —a(1) * K da primeira linha do vetor d em todos os instantes.
B(1,1)=e(1);

B(1,2)-c(1);

forj=2: M-2

B(j.-1) = -a());
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B(M-1,M-1) = ¢(M-1);

B(M-1,M-2) = -a(M-1);

A(L1)e(1);

A(1,2)=-c(1);

forj=2: M-2

Aji-1) — alj);

A(J) = b();

A(JJ+1) = ()

end;

A(M-1,M-1) — e(M-1);

A(M-1,M-2) = -a(M-1);

% Inversao da Matriz

invA = inv(A);

% Solugao do sistema (Calcula-se o vetor d pelo método explicito e o valor
% desejado é obtido pela multiplicacdo da matriz invA pelo vetor d calcula-
% do pelo método explicito anteriormente

forj — N:-1: 1

F2,5+1) = f2,5+1) — (—a(1)) + K
d=Bx f(2: M,j+1);

d(1) = d(1) — (=a(1)) * K;

f(2: M, j) =invA xd; % Calculo dos Valores

% Teste a cada instante de tempo com a condi¢ao 6tima
fori=1: M+1

if £(i,j) < f(i,j+1)

f(i,j) — f(i,j+1);

end;
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end;

end;

c=f;

% Nos valores acima esta embutido o termo exp(+r * T'), deste modo, para se
% encontrar o valor da opcao de compra, devemos dividir o valor de f

% encontrado pelo mesmo termo exp(r « T)

c(,1) = exp(—r* (1)) * f(:,1);

%O resultado serd o valor obtido no ponto médio do vetor ¢ no instante
%inicial (j=1)

disp(c((S/DS)+1,1))
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Método de Diferencas Finitas para Opcao de Compra
Método Courtadon - 1982 - Decomposicao LU na Matriz Tridiagonal
function Cour-fdm-C-Tri-LU(S,Smax,K,r,vol,T,N)

% Inicializacdo dos parametros

%S = Valor do Ativo Objeto; Smax = Valor méaximo do Ativo Objeto
%K — Preco de exercicio; r — Taxa de Juros

%vol = volatilidade; T = Vencimento

% Inicializacao da Grade

%N = 100; % Intervalo do T (discretizagao do T)

%M — 100; % Intervalo do S (discretizagao do S)

M = N;

Dt = T/N; %Dt

DS = Smax/M; %DS

f-sparse(zeros(N+1,M+1));

A=sparse(zeros(N-1,M-1));

B=sparse(zeros(N-1,M-1));

d—sparse(zeros(N-1,M-1));

% Condicoes de Contorno

% Valor do Ativo Objeto no Vencimento (fronteira direita)
fori=1: M+1

f@,N+1)=maz((i — 1)« DS — K,0);

end;

% Valor do Ativo Objeto = 0 (fronteira superior)
forj=1:N+1

(1) — K:

end;
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% Valor do Ativo Objeto é méaximo (fronteira inferior)

forj=1: N+1
f(M+1,j) — 0;
end;

% Céculo dos valores de aj, bj e ¢j - parametros do modelo

fori — 1:M

a(i) = 0.25 xr* (1) * Dt — 0.25 % vol® x (i) x Dt;

b(i) = +1 + 0.5 x vol? * (i)? * Dt;

c(i) = —0.25 % r x (i) * Dt — 0.25 % vol®  (i)* * Dt;

e(i) = +1 — 0.5 * vol? * Dt * i?;

end;

% Obtencao da matriz tridiagonal, pela eliminacao das colunas 1 e M+1 das
% matrizes A e B e, consequente, subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da
% matriz f e -a(1)*K da primeira linha do vetor d em todos os instantes.
B(1,1)=e(1);

B(1,2)=-c(1);

forj —2: M-2

B(j-1) — -a(j):

B(j.j) = e();

B(j.j+1) = -c(j);

end;

B(M-1,M-1) = ¢(M-1);

B(M-1,M-2) = -a(M-1);

A(1,1)=b(1);

A(1,2)c(1);

forj=2: M-2
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A(jJ-1) = a();

Aj,J) = b();

AQJ+1) = ()

end;

A(M-1,M-1) = b(M-1);

A(M-1,M-2) — a(M-1);

% Obtencao das Matrizes L e U

[L, U] = lu(A);

for j = N:-1:1

% subtragao do termo a(1)*K da segunda linha da matriz f em todos os instantes.
f2u+1)=[27+1) —a(l)*K;

% Solugao explicita - multiplicacao do valor de f(:,j+1) pela matriz B
d=Bxf(2: M,j+1);

% Passo 1 na obtencao do vetor Q

d(1) =d(1) +a(1) x K;

% Passo 1 na obtencao do vetor f no instante atual (i)
(M) = QM = 1)/UM —1,M —1);

for i=(M-1):-1:2

f(,5) = QG —1) = UG = 1,i)* fi +1,5)) /UG = 1,0 = 1);
end;

fori = 1:M+1

if £(i,j) < ((i-1)*DS-K)
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f(i,5) = ((i = 1)« DS = K);

end;

end;

end;

%O resultado sera o valor obtido no ponto médio do vetor f no instante
%inicial (j—1)

c=f;

c(:,1) = exp(—r* (T)) * f(:, 1);

disp(c((S/DS)+1,1))
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