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Resumo

Este trabalho trata do Problema de Edi¢do Nao Automatica de Clusters (PENAC).
Neste problema, dados um grafo G' e um inteiro k (ntiimero de clusters), objetiva-se realizar
o menor nimero de edigdes (adigdes ou remogoes de arestas) em G com intuito de torné-lo
um grafo clusterizado, isto é, uma uniao disjunta de exatamente k subgrafos completos. O
PENAC pertence a classe NP-Dificil, uma vez que ele pode ser reduzido do Problema de
Edigao de Clusters, quando o ntimero de clusters nao é fixado. Para resolver o PENAC,
faz-se o uso de uma abordagem heuristica, inspirada na combinacao das metaheuristicas
Iterated Local Search e Variable Neighborhood Descent. Além de tal abordagem heuristica,
um modelo matematico é proposto para resolucao de forma exata do PENAC. O modelo
matematico e o algoritmo heuristico foram testados com um conjunto de instancias geradas
de maneira aleatoria. O algoritmo heuristico obteve um melhor desempenho que o modelo
matematico proposto a medida em se aumentou o nivel de complexidade das instancias
utilizadas.

Palavras-chave: Problema de Edicao Nao Automatica de Clusters, Modelo Matematico,
Busca Local Iterada, Descida em Vizinhanca Varidvel



Abstract

This work addresses the Non-Automatic Cluster Edition Problem. In this problem,
given a graph G and an integer k (the number of clusters), the objective is to make the least
number of editions (additions or deletions of edges) in G in order to make it a clustered
graph, i.e., a disjoint union of exactly k£ complete subgraphs. This problem belongs to
the class NP-Hard, once it can be reduced from the Cluster Edition Problem, when the
number of clusters is not fixed. To solve it, we use an heuristic algorithm, inspired by the
combination of metaheuristics [terated Local Search and Variable Neighborhood Descent.
Besides this heuristic approach, a mathematical model is proposed for solving the exact
form PENAC. The mathematical model and the heuristic algorithm was tested with a set
of randomly generated instances. The heuristic algorithm achieved a better performance
than the mathematical model to measure whether increased the level of complexity of the
instances used.

Keywords: Non-Automatic Cluster Edition Problem, Mathematical Model, Iterated Lo-
cal Search, Variable Neighborhood Descent
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1 Introducao

Este trabalho descreve o estudo do Problema de Edicao Nao Automatica de Clus-
ters (PENAC). Neste problema, dados um grafo G e um inteiro k& (nimero de clusters),
objetiva-se realizar o menor nimero de edigbes (adigdes ou remogoes de arestas) em G
com intuito de torna-lo um grafo clusterizado, isto é, uma uniao disjunta de exatamente k
subgrafos completos. O PENAC é uma variagao do classico Problema de Edi¢ao de Clus-
ters (PEC). A idéia, em ambos os problemas, é realizar o particionamento de uma colegao
de dados em clusters, de modo que os elementos pertencentes a cada cluster possuam
maior semelhanca entre si do que quando comparados com elementos de outros clusters.
O Problema de Edigao de Clusters foi inicialmente estudado por [1]. Desde entao, tém
surgido varios outros trabalhos com foco em tal problema. Enquanto alguns desses tra-
balhos aplicam técnicas heuristicas [2, 3, 4, 5, 6] na resolugdo do Problema de Edicao de
Clusters, outros usam de métodos exatos [2, 5, 7| ou, ainda, algoritmos parametrizados
[8]. O grande numero de trabalhos relacionados ao Problema de Edigao de Clusters se
deve a aplicabilidade de problemas desse tipo nas mais diversas areas de conhecimento.

Segundo os trabalhos de [2, 9, 10, 11, 5, 6, 12, 13] algumas dessas dreas sao:

Engenharia : (Inteligéncia Computacional, Aprendizado de Méquina, Reconhecimento
de Padroes, Engenharia Mecanica, Engenharia Elétrica). As aplicagoes tipicas de
clusterizacao em engenharia abordam, por exemplo, reconhecimento biométrico e

de reconhecimento de fala, compressao de informacao, remocao de ruido.

Ciéncia da Computacao : (Mineracdo Web, Recuperagdo da Informagao). Tem-se
notado uma maioria de aplicagoes de clusterizacao em mineragao web, analise de

banco de dados, recuperacao da informacao.

Ciéncias Médicas : (Genética, Biologia, Microbiologia, Psiquiatria). Aplicagbes impor-
tantes incluem definicao de taxonomia, identificagao de genes e proteinas, diagnds-

tico e tratamento de doencas.
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Astronomia : (Geografia, Geologia, Sensoriamento Remoto). Clusterizacao pode ser
utilizada para classificar estrelas e planetas, investigar formacoes rochosas e estudar

os mecanismos de funcionamento de sistemas de rios e montanhas.

Ciéncias Sociais : (Sociologia, Psicologia, Arqueologia, Antropologia, Educagao). Apli-
cagoes interessantes podem ser encontradas na historia evolutiva dos idiomas, na
analise de redes sociais, na classificacao de artefatos arqueolégicos e no estudo da

psicologia criminal.

Economia : (Marketing, Empresas). Algumas aplicagoes a partir da anédlise de clusters
sao: reconhecimento de padroes de compra, agrupamento de empresas e andlise de

tendéncias.

Além da sua importancia pratica, trata-se de um problema dificil de ser resolvido na
otimalidade e em tempos computacionais aceitaveis, visto pertencer a classe NP-dificil
[14]. Essa conjuncao de aplicabilidade e dificuldade de resolugao na otimalidade motiva,

ainda mais, os pesquisadores a desenvolverem algoritmos eficientes para resolveé-lo.

1.1 Motivacao

Problemas de Edigao de Clusters sao amplamente etudados na literatura devido a
sua dificuldade de resolucao e alta aplicabilidade nas mais diversas areas. O PENAC,
embora seja um problema com muitas aplicacoes potenciais, ¢ um problema ainda pouco
explorado na literatura quando comparado ao PEC classico. Além do mais, apresenta
certo grau de dificuldade para se encontrar solucoes étimas mesmo em grafos com poucos

vértices.

1.2 Objetivos do trabalho

Este trabalho tem como objetivo geral o desenvolvimento de um algoritmo eficiente
de otimizacao, baseado nas metaheuristicas Iterated Local Search e Variable Neighborhood
Descent, para resolver o PENAC. Objetiva-se também fazer o uso de uma abordagem

exata na tentativa de resolugao do problema.

1.2.1 Objetivos especificos

Sao os seguintes os objetivos especificos:
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1. Fazer uma revisao de literatura do PENAC e de suas técnicas de solugao.
2. Propor um modelo matematico para sua resolucao de forma exata.

3. Avaliar o desempenho do algoritmo heuristico desenvolvido com base nos resultados

do modelo matematico proposto.

1.3 Estrutura do trabalho

O presente trabalho esta dividido em 7 capitulos, incluindo esta introducao.

No Capitulo 2 sao estabeleidas algumas defini¢oes e notacoes utilizadas ao longo deste

trabalho.

O Capitulo 3 apresenta a definicao e a literatura existente do problema abordado neste
trabalho, o Problema de Edi¢cao Nao Automatica de Clusters, bem como problemas simi-
lares. Apresentam-se também, revisdes dos métodos heuristicos utilizados no algoritmo

proposto.

No Capitulo 4 ¢ proposto um modelo de programacao linear, bem como algumas

variagoes do mesmo.

No Capitulo 5 é apresentado, com riqueza de detalhes, o algoritmo heuristico utili-
zado para resolver o PENAC. A representacao de uma solugao do problema, a funcao de
avaliacao, as estruturas de vizinhanca utilizadas para percorrer o espaco de solugoes e o

método para geragao de solugoes iniciais também sao detalhados.

No Capitulo 6 sao apresentados e analisados os resultados computacionais e no Capi-

tulo 7 sao apresentadas as conclusoes e apontadas as sugestoes para trabalhos futuros.



2 Definicoes e Complexidade de
Algoritmos

A seguir, sao estabelecidas algumas defini¢oes e notagoes que serao utilizadas ao longo

deste trabalho.

2.1 Grafos - Definicoes e Notacoes

Um grafo simples é um par ordenado G = (V, A), sendo V' um conjunto finito nao-
vazio de vértices, denotado por V(G) e A um conjunto de pares nao-ordenados de vértices
distintos, chamados arestas, e denotado por A(G). As notagdes n = |V (G)| e m = |A(G)|
denotam a cardinalidade de V(G) e A(G), respectivamente. Um grafo completo de n

vértices é aquele que possui
m=mnx(n—1)/2

arestas. Denotamos por K,, o grafo completo com n vértices.

Com intuito de simplificar a terminologia utilizada neste trabalho, uma aresta entre
quaisquer dois vértices, v; e v;, € representada por v;v;; neste caso, dizemos que v; e v;
sao adjacentes. Note que um grafo GG é completo se quaisquer dois vértices distintos de G

sao adjacentes.

O complemento de um grafo G, denotado por G, é o grafo que possui 0 mesmo
conjunto de vértices de G tal que dois vértices sdo adjacentes em G se e somente se nao
sao adjacentes em G. O conjunto de arestas de G, denotado por A(G), tem cardinalidade
definida por
AG) = (n x(n—=1)/2) —m

Um grafo G ¢ dito trivial se |V(G)| = 1, isto é G possui um tnico vértice. Um lago,
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ou loop, ¢ definido por uma aresta v;v; tal que ¢ = 7. Em um grafo direcionado uma aresta

v;v; nao equivale a aresta v;v;.

Vértices adjacentes v; e v; sao também chamados vizinhos, e a aresta a = v;v; é
incidente a v; e a vj, ou tem extremos v; e vj. Denota-se por N(v) o conjunto de vértices

adjacentes a v em G sendo tal conjunto denominado vizinhanga de v. J& o conjunto N (v)

é composto pelos vértices que nao fazem parte da vizinhanca de v.

Uma edi¢ao em um grafo G corresponde a remogao de uma aresta pertencente a A(G)
ou & adicio de uma aresta pertencente 4 A(G). O nimero de operacoes de adicio e

remocao de arestas sao denotados por a® e a~, respectivamente.
A densidade § de um grafo G ¢ dada por 6 =m / (3).

O grau de um vértice v; € V(G), denotado por d(v;), é o niimero de arestas incidentes

ao vértice v;.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e A(H) C A(G). Dado
um conjunto de vértices Y C V(G), Y # 0, o subgrafo induzido por Y, denotado por G[Y]
é o subgrafo H de G tal que V(H) =Y e A(H) é o conjunto das arestas de G' que tem

ambos os extremos em Y.

Um passeio em um grafo G é uma sequéncia de vértices, cada qual adjacente ao vértice
que lhe sucede na sequéncia. Um caminho num grafo G é um passeio P = vy, vy, ..., 0

onde os v}s sao vértices (dois a dois distintos), e (v;,v;11) € A(G), 1 <i <k —1.

Um conjunto de vértices C' de um grafo G é uma clique se G[C] é um grafo completo.

Denota-se por K} uma clique de k vértices.

Um grafo clusterizado, ou um conjunto de vértices k de um grafo G, é um cluster se
G[k] é uma clique, ou ainda, um grafo completo. O nimero de clusters em um grafo é,
no minimo, igual a um e, no maximo igual a n, isto é £ € {1, 2, 3, ..., n}. Um grafo
k-clusterizado possui k clusters. No caso em que k assume o menor valor possivel o grafo
G é um grafo completo. J4 no caso em que k assume o maior valor possivel o grafo G

possui m = 0.

Sejam v;,v; € V(G). A distancia entre v; e v; em G, denotada por de(v;,v;) é o
comprimento do menor caminho entre v; e v;, em G. Em outras palavras, a distancia
entre quaisquer dois vértices, v; e v; € V(G) é dada pelo menor nimero de arestas que,
juntas, conectam os vértices v; e v; em G. Assume-se dg(v;,v;) = 0o quando nao existe

um caminho em G que conecta os vértices v; e v;.
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Seja H um subgrafo induzido do grafo G com conjunto de vértices e arestas definidos
por V(H) = {v;, v;, v} e A(H) = {vvj, vju;}, respectivamente. Denomina-se C,,
um grafo formado por um caminho com n vértices. Logo, o subgrafo H é um grafo Cs.

Observa-se, nesse caso, que dg(v;, vg) = 2.

2.2 Complexidade de Algoritmos

Um problema algoritmico p consiste de um conjunto I de entradas para o problema,
chamado conjunto de instancias, e de uma questao () sobre estas instancias. Resolver
um problema algoritmico é desenvolver um algoritmo cuja entrada é uma instancia do

problema e cuja saida é uma resposta a questao de tal problema.

Um problema ¢é dito de decisao quando a questao exige uma resposta do tipo SIM ou
NAO.

Um problema é dito de otimiza¢ao quando a questao exige a melhor resposta dentre
todas possiveis. Problemas de otimizacao podem ser associados a problemas de decisao,
uma vez que em ambos os tipos de problema busca-se encontrar respostas do tipo SIM ou
NAO. A diferenca é que, em problemas de otimizagao, deseja-se que o tipo de resposta SIM
esteja acompanhado da melhor solugao possivel. Portanto, um problema de otimizacdao p

pode ser representado pela quadrupla (1,, S,, m,, g,), onde:

e [, ¢ o conjunto de instancias de p.
e 5, ¢ a funcao que associa um conjunto de solugoes a cada instancia i € I,.

e m, é uma funcao de medida, definida por pares (i,s) tais quei € I, es € S,
Para cada par (7, s), dada uma instancia i, m,(¢, s) associa um valor v referente ao

custo de s.

e g, € {MIN,MAX} especifica se p é um problema de minimiza¢ao ou de mazimi-

26,¢a0.

Em um problema de minimiza¢ao, deseja-se encontrar uma solugao s para uma dada
instancia ¢ onde m(i, s) apresenta o menor valor possivel. J& em um problema de ma-
rimizag¢ao o objetivo é encontrar uma solugao s para uma dada instancia i onde m(i, s)
apresenta o maior valor possivel. Em ambos os casos, as solugoes s € S,, denotadas por

s*, para as quais m(i, s*) assume o melhor valor possivel sao ditas 6timas.
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Define-se um algoritimo polinomial quando sua complexidade de tempo (medida do
ntimero de passos que o algoritmo efetua) é uma fungdo polinomial no tamanho da sua
entrada. Os problemas de decisdo para os quais existem algoritmos polinomiais constituem

a classe P. Tais problemas sao chamados polinomiais.

Um problema de decisao € nao-deterministico polinomial quando qualquer instancia
que produz resposta SIM possui um certificado sucinto, isto é, uma comprovacao de que
a resposta SIM ¢ de fato verificavel em tempo polinomail no tamanho da instancia. Esta

classe de problemas de decisdo é a classe NP.

A classe Co-NP é formada pelos problemas que possuem um certificado sucinto para

as instancias que produzem resposta NAO.

Sejam p1(I1, Q1) e pa(Iz, Q2) dois problemas de decisao. Uma tranformagdo ou redugao
polinomial de p; em py é uma funcao f : I; — Iy tal que as seguintes condigoes sao

satisfeitas:

1. f pode ser calculada em tempo polinomial.

2. para toda instancia i € [, tem-se que ¢ produz resposta SIM para p; se e somente

se f(i) produz resposta SIM para ps.

Um problema de decisao p pertence a classe NP-completo quando as seguintes con-

digges sao satisfeitas:

1. pe NP.

2. para todo problema p’ € NP existe uma transformagao polinomial de p’ em p.

Um problema pertencente a classe NP-completo é chamado NP-completo. Para provar
que um certo problema p é NP-completo, basta mostrar que p € NP e que existe uma

transformagao de um problema NP-completo p’ em p.

Analogamente, prova-se que um problema de decisio p pertence a classe Co-NP-
completo (e, neste caso, p é dito Co-NP-completo) quando p € Co-NP e existe um pro-

blema p’ (Co-)NP-completo tal que:

1. se p/ é NP-completo, existe uma funcao f que pode ser calculada em tempo poli-
nomial tal que para toda instancia i’ de p’, tem-se que i’ produz SIM para p’ se e

somente se i = f(i') produz NAO para p.
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2. se p/ é Co-NP-completo, existe uma funcao f que pode ser calculada em tempo
polinomial tal que para toda instancia ¢’ de p/, tem-se que i’ produz NAO para p se

e somente se i = f(i') produz NAO para p.

2.3 Otimizacao e Aproximacao

De acordo com a secao 2.2, um problema de otimizacao p possui um conjunto de
instancias e outro de solugoes, uma fucao de medida a ser minimizada ou maximizada de

acordo com o parametro que especifica o tipo do problema.

O subconjunto de solugoes Gtimas S; C S, é composto por solugoes s* € S para as
quais m(i, s*) assume o melhor valor possivel. O valor de uma solugao 6tima é denotado

*
por my,.

A partir de uma solugao 6tima s}, pode-se compara-la a qualquer outra solugao s, a
fim de se estabelecer uma relacao de desempenho para algum algoritmo que encontre s,,.

Esta relagao mostra o quao boa a solucao s, é.

Em um problema de minimizacao p, a relagao de aproximacao de uma solugao s para

uma dada instancia ¢ é definida por

Dado um problema de otimizacao p = (1,, S,, m,, g,), um algoritmo A, que retorna
uma solucdo A,(i) € S,(i) para cada instancia ¢ € I, é um algoritmo f(¢)—aproximado

para p se, para cada instancia ¢ € p:

o R(i,A,(1)) < f(i) e

e A, retorna uma solucdo s em tempo polinomial (com base no tamanho de 7).

A fungao f(i) estabelece o fator de aproximagao de A,.

Embora exista uma variedade de classes de aproximagao, neste trabalho, apenas a

classe APX é utilizada. Tal classe é utilizada a fim de obter um fator constante de
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aproximacao de problemas de otimiza¢ao. Dito de outra forma, APX é a classe de todos
os problemas otimizagao p pertencentes a NP, tal que, para alguma constante r < 1, existe

um algoritmo de r-aproximagao para p.

Para mais detalhes sobre teoria da aproximacao, indicam-se os os trabalhos [15] e [16].
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3 PENAC - Descricao e Estado da Arte

O Problema de Edicao Nao Automatica de Clusters é uma variante do Problema de
Edicao de Clusters classico. O principal objetivo do Problema de Edicao de Clusters é
realizar o menor ntimero de edigoes (adi¢oes ou remogoes de arestas) em um dado grafo G

que resulte em uma uniao disjunta de subgrafos completos, isto é, um grafo clusterizado.

No PENAC, em sua versao mais simples, as arestas nao possuem pesos associados.
Isto é, a relevancia de uma edigao em um grafo G é a mesma que qualquer outra edigao,
seja uma adi¢do ou remocgao de aresta de G. Diferentemente do PEC, na versao nao
automatica o total de clusters presentes em uma solucao deve ser equivalente a um valor
pré-determinado, denotado por k. Tal caracteristica é a tnica diferenca entre o PEC e
o PENAC. O objetivo do Problema de Edicao Nao Automatica de Clusters é encontrar
uma solugao que minimize os custos referentes as edigoes realizadas em um grafo base G,

satisfazendo as seguintes restrigoes de particao:

e Devem existir, exatamente, k clusters nao vazios.
e Em uma solucao vélida, cada vértice s6 pode estar associado a um cluster.
e Cada cluster é um subgrafo completo.

e N3ao existe aresta entre clusters diferentes.

Uma solugao G’, ou um grafo clusterizado, para o Problema de Edi¢ao Nao Automética
de Clusters de um dado grafo G deve satisfazer V(G') = V(G).

Sejam A(G")T e A(G’)~ os conjuntos de arestas que foram, respectivamente, adiciona-
das e removidas do grafo GG no processo de obtengao de uma solu¢ao G’ vélida. O custo as-
sociado a G’ é obtido de acordo com a seguinte equagao: custo(G') = |A(G")"| + |A(G")~|.
Em outras palavras, o custo de uma solucao equivale ao total de edigoes realizadas em G.

Quando o custo(G") assumir o menor valor possivel, define-se tal solugao como Gtima.
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Embora o nimero de clusters de uma solucao seja pré-determinado no PENAC, per-
siste o problema de determinar o menor nimero de edi¢oes a serem realizadas a fim de
se obter uma uniao disjunta de subgrafos completos. Enquanto no PEC busca-se encon-
trar uma solugdo com o menor custo(G’) possivel (nado importando o valor final de k),
no PENAC deseja-se, também, que tal solugdo possua um determinado ntimero de clus-
ters k. Como o PENAC pode ser reduzido do PEC, onde o nimero de clusters nao é

pré-determinado, é correto afirmar que tal problema pertence a classe NP-Dificil.

Para ilustrar o PENAC, considere a Figura 1. Nela, um grafo G nao clusterizado com
numero de arestas m = 3 e numero de vérticesn = 4 é apresentado. Ainda na Figura 1,
sao apresentados 4 subgrafos clusterizados de G, sendo cada qual diretamente associado
a um possivel valor de k (ntmero de clusters). Cada subgrafo possui um custo referente

ao numero de edigoes realizadas em G de modo a torna-lo um grafo clusterizado G'.

G

v, v, A v,
3 Va

K=2 oo o o
v, v, A v,

K=3 o ©° o o
v, v, A v,

K=4 o o ) [ )
v, v, A v,

Figura 1: O Problema de Edigao Nao Automética de Clusters

Vale observar que o maior ntimero possivel de clusters max; de um dado grafo G é
definido pelo total de vértices n. Portanto, max; = mn. Nesse caso, basta remover todas
as arestas de G a fim de tornd-lo um grafo clusterizado. Por sua vez, o menor nimero
de clusters é sempre igual a 1. Ja nesse caso, para tornar G um grafo clusterizado, basta

adicionar todas as arestas faltantes. Os grafos a direita dos valores k = 1 ek = 4 na
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Figura 1 ilustram, na devida ordem, as situacoes anteriormente descritas. Os grafos com

k = 2e k = 3 ilustram solucoes clusterizadas para os devidos valores de k.

Considerando os vértices dos grafos da Figura 1 dispostos na ordem
V(G) = {v1, vg, v3, vy }
os conjuntos de arestas A(G) e de ndo-arestas A(G) do grafo G sdo definidos por
A(G) = {U1U2, VaV3, 1131)4}

Z(G) = {U1U3, V14, 112114}

Conforme ilustrado na Figura 1, o menor niimero de edi¢oes que torna G um grafo
clusterizado para k = 1 é a™ =3 e a~ = 0. Nesse caso, todas as arestas pertencentes
a A(G) passam a pertencer a A(G). Quando k = 2 a aresta vyv3 é removida de A(Q)
passando a pertencer a A(G) e totalizando uma edicdo, isto é a~ = 1. Para k = 3
o numero de edigoes corresponde a a~ = 2, uma vez que as arestas vovz e v3vy foram
removidas de A(G). Por dltimo, quando k assume seu valor maximo, k = 4, todas as

arestas pertencentes a A(G) sao removidas, totalizando a~ = 3 edi¢oes.

Nos casos em que £k = 1 ou k = n basta um algoritmo de complexidade linear para
clusterizar um dado grafo GG. Note que quando £k = n a complexidade de tal algoritmo
pode ser expressa como O(A(G)). No entanto, quando &k = 1 sua complexidade é expressa
como O(n — A(G)). Para qualquer outro nimero de clusters (1 < k < n) o PENAC
apresenta uma complexidade de resolucao de natureza combinatéria. Tal caracteristica
implica em um elevado grau de dificuldade de resolucao, uma vez que existem varias

combinagoes de edigcoes a serem avaliadas a fim de encontrar a melhor dentre todas.

No Problema de Edicao Nao Automatica de Clusters tratado neste trabalho sao consi-
derados grafos simples e nao nulos, isto é, grafos com conjunto de vértices nao vazios, sem
lacos, nao direcionados e com no maximo uma aresta entre quaisquer dois vértices. Além
das caracteristicas mencionadas anteriormente, assume-se que as arestas nao possuem

peso associado.

3.1 Definicao formal do problema

De acordo com a terminologia utilizada, o problema abordado neste trabalho pode

ser definido como: Dado um grafo simples e finito GG, com conjunto de vértices V(G) nao
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nulo e conjunto de arestas A(G), objetiva-se encontrar, para um dado nimero de clusters
k, o menor nimero de edi¢oes tais que, estas tornem o grafo G um grafo clusterizado G'.

Em outras palavras, deseja-se encontrar uma solucao 6tima G’ para o PENAC.

3.2 Literatura

Segundo [17], o problema de agrupar dados com algum grau de semelhanca em clusters
surge em varios contextos. Esse tipo de problema tem sido estudado na literatura de
algoritmos e otimizagao combinatéria, sendo que grande parte dessa literatura trabalha
com a abstragao do seguinte problema: Sejam z e y um par de dados obtidos de uma
tabela de distancias entre dados. A distancia entre os dados x e y representa o grau de
diferenga entre eles. O objetivo é encontrar um agrupamento dos dados que otimize uma
funcao das distancias entre os dados, dentre ou entre os grupos formados, sob alguma

restricao global, como por exemplo o conhecimento do niimero total de clusters.

Desde o seu estudo inicial, em [1], o Problema de Edi¢ao de Clusters tem apresentado
grande relevancia em outros trabalhos encontrados na literatura. Em [14] é demonstrado

que tal problema pertence a classe NP-Dificil.

Enquanto alguns desses trabalhos aplicam técnicas heuristicas [2, 3, 4, 5, 12] na re-
solugdo do Problema de Edic¢ao de Clusters, outros, utilizam métodos exatos [7, 3, 4] ou,

ainda, de algoritmos parametrizados [18] [19] [§].

Conforme [2, 9, 10, 11, 5, 6, 12], o Problema de Edigao de Clusters é amplamente
aplicavel nas mais diversas areas de conhecimento, tais como processamento de imagem

e biologia computacional.

Segundo [13], a edi¢ao de clusters tem aplicabilidade nas seguintes éreas de conhe-
cimento: Engenharia, Ciéncia da Computacao, Ciéncias Médicas, Astronomia, Ciéncias

Sociais, Economia, entre outras.

Uma formulacao matematica para o Problema de Edigao de Clusters foi proposta
em [20]. Mais tarde, em [17], foi apresentada uma formulacao simples e intuitiva para
se resolver o problema MinDisAgree. Nesse problema, dado um grafo G = (V, A) com
rétulos “+7 (acertos) e “-” (erros) nas arestas, objetiva-se encontrar um particionamento

C, de modo que minimize os erros.

Parcialmente motivados por alguns problemas de aprendizagem de maquina relativos a

classificagdo de documentos, [21] realizaram um estudo em busca de solugoes aproximadas
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para os problemas MinDisAgree e MaxAgree. Dado um grafo G = (V, A) com rétulos
“+7 (acertos) e “-” (erros) nas arestas, no problema MaxAgree o objetivo é encontrar um

particionamento C' que maximize os acertos.

Note que estes dois problemas (MinDisAgree e MaxAgree) sdo equivalentes quando
comparadas as respectivas solucoes étimas, mas sao diferentes no ponto de vista de apro-

Ximagao.

Para o problema MaxzAgree em grafos completos existe um PTAS (Polynomial Time
Approzimation Scheme ou Esquema de Aproximacao em Tempo Polinomial) apresentado
por [22], ja para o problema MinDisAgree o melhor resultado é uma 2,5 aproximagao,

dada por [23].

Encontram-se na literatura algumas variacoes para os problemas MaxAgree e
MinDisAgree. Estas variacoes devem-se ao fato do grafo ser completo ou nao, e na funcao
de pesos das arestas. Nota-se que, segundo [24], no caso em que o grafo considerado nao
é um grafo completo, a resolucao dos algoritmos MaxAgree e MinDisAgree torna-se
mais dificil. Para o problema MaxAgree o melhor resultado existente na literatura é
um algoritmo 0,7664-Aproximado que utiliza programacao semidefinida (subcampo de
otimizagdo convexa) apresentado em [25]. J& para o problema MinDisAgree, o melhor

resultado é um algoritmo log n-Aproximado apresentado simultaneamente por [26, 27, 25].

Em [17] demonstra-se que MinDisAgree é APX-Dificil, e portanto nao se pode espe-

rar um PTAS para o problema de minimizacao semelhante ao PTAS para o MaxzAgree.

Também, segundo [24], problemas de k-Clusterizagao introduzem novos desafios, nao
triviais, que requerem técnicas diferentes para as suas solucoes. Nesse tipo de pro-
blema o ntimero de clusters k é fixo. Denotam-se, respectivamente, MaxAgree(k) e
MinDisAgree(k) os algoritmos MaxAgree e MinDisAgree que tratam de problemas

k-Clusterizados.

3.3 Formulacao Matematica para Problemas de Edicao
de Clusters

A formulagao de Programacao Linear Inteira (PLI) descrita abaixo é utilizada para
resolver Problemas de Edicao de Clusters. No Capitulo 4 um novo conjunto restrigoes
é incorporado a formulacao matematica descrita nessa secao. Tal conjunto tem como

objetivo tornar possivel a abordagem exata de Problemas de Clusterizagao onde o niimero
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de clusters é predeterminado. Por ora, serd apresentada uma breve descricao do modelo

matematico utilizado em [17].

Minimizar > zi; + > (1 — ) (3.1)
i< j,ij € A(G) i< j,ij € A(G)
sa. Tip < Ty + Tjg Vi, g,k (3.2)

Uma partigao de clusters pode ser representada por um conjunto de variaveis binarias,
onde cada variavel esta diretamente associada a uma respectiva aresta de um dado grafo
G. Logo, para cada par de vértices v;v; € V(@) existe uma variavel x;;, bindria, que
assume valor igual a zero quando existe uma aresta entre os vértices v; e v; (indicando
que ambos os vértices pertencem ao mesmo cluster) e, caso contrario, tal varidvel assume
valor igual a um. Assumindo-se um terceiro vértice vy € V(G) pertencente ao cluster
que contém os vértices v; e v; observa-se que se x;; = 0 e x; = 0 entao xy;, = 0.
Essa propriedade é representada pela Inequagao (3.2). O objetivo é minimizar o nimero
de edigoes, deseja-se encontrar uma solugao em que o numero de arestas removidas de
A(G) que tornam z;; igual a um e o nimero de arestas adicionadas a A(G) (ou removidas
de A(G)) que tornam z;; igual a zero seja o menor possivel. Ambos os objetivos sdo
respectivamente representados pela Fungao (3.1). Ao remover uma ou mais arestas de
A(G) aumenta-se a primeira parcela da Funcao (3.1) e ao adicionar uma ou mais arestas
a A(G) aumenta-se a segunda parcela da respectiva fun¢ao. A Equagao (3.3) garante a
integralidade e nao negatividade das varidveis x;;. Este modelo foi contemplado com o
intuito de tratar grafos simétricos, ou seja, a varidvel x;; representa a mesma aresta que

a variavel z;;. Portanto, faz-se o uso apenas das varidveis x;; onde ¢ < j.

3.4 Heuristicas

As heuristicas sao procedimentos empiricos que visam a obtencao de solugoes de quali-
dade satisfatéria em um tempo computacional aceitavel. Tais procedimentos, no entanto,
nao garantem a obtencao da solugao 6tima para o problema nem sao capazes de garantir

0 quao proximo a solucao obtida esta da 6tima.

As heuristicas podem ser construtivas ou de refinamento. As construtivas tém por

objetivo construir uma solucao, elemento a elemento. A escolha de cada elemento estd,
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geralmente, relacionada a uma determinada funcao que o avalia de acordo com sua con-
tribuicao para a solucao. Tal funcao é bastante relativa, pois varia conforme o tipo de

problema abordado.

As heuristicas de refinamento, ou também chamadas de heuristicas de busca local,
sao técnicas baseadas na nocao de vizinhanca. Para definir o que é uma vizinhanca,
seja S o espago de pesquisa de um problema de otimizacao e f a funcao objetivo a
minimizar. O conjunto N(s) C S, o qual depende da estrutura do problema tratado,
reune um nimero determinado de solucoes s’, denominado vizinhanca de s. Cada solucao
s’ € N(s) é chamada de vizinho de s e é obtido de s a partir de uma operac¢ao chamada

de movimento.

Em linhas gerais, esses métodos partem de uma solucao inicial sy, percorrem o espaco
de busca, através de um movimento, passando de uma solugao para outra que seja sua

vizinha.

A Subsecao 3.4.1 descreve a heuristica de refinamento utilizada neste trabalho, a saber,

o Método Randomico de Descida.

3.4.1 Meétodo Randémico de Descida

O Método Randomico de Descida (MRD) é uma heuristica de refinamento que consiste
em analisar um vizinho qualquer e o aceitar somente se ele for estritamente melhor que
a solucao corrente. Caso esse vizinho nao seja melhor, a solucao corrente permanece
inalterada e outro vizinho é gerado. O método ¢ finalizado quando se atinge um nimero

méximo de iteragoes (Iter Max) sem que haja a produgao de melhoria na solugao corrente.

O Algoritmo 1 apresenta o pseudocoédigo do MRD aplicado ao refinamento de uma
solucdo s em um problema de otimizac¢ao (minimiza¢ao ou maximizacao) de uma fungao
f(.), utilizando uma estrutura de vizinhanga N(.). Neste algoritmo, IterMax representa

o nimero maximo de iteracoes sem melhora no valor da funcao de avaliacao.
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Algoritmo 1: Método Randomico de Descida (MRD)
Entrada: f(.), N(.), lterMaz, s

1 iter < 0

2 enquanto iter < IterMax e critério de parada nao satisfeito faga
3 iter < iter + 1

4 Selecione aleatoriamente s’ € N(s)

5 se s for melhor que s de acordo com a funcao f entao

6 s+ ¢

7 iter <+ 0

8 fim

9 fim

10 retorna s

3.5 Metaheuristicas

As metaheuristicas sao procedimentos destinados a encontrar uma boa solucao, even-
tualmente a étima, consistindo na aplicacao, em cada passo, de uma heuristica subordi-

nada, a qual tem que ser modelada para cada problema especifico [28].

Contrariamente as heuristicas convencionais, as metaheuristicas sao de carater geral
e providas de mecanismos para tentar escapar de 6timos locais ainda distantes dos étimos

globais.

As metaheuristicas diferenciam-se entre si basicamente pelo mecanismo usado para
sair das armadilhas dos 6timos locais. Elas se dividem em duas categorias, de acordo com

o principio usado para explorar o espaco de solugoes: busca local e busca populacional.

Nas metaheuristicas baseadas em busca local, a exploracao do espaco de solucgoes é
feita por meio de movimentos, os quais sao aplicados a cada passo sobre a solugao corrente,
gerando outra solugao promissora em sua vizinhanga. Busca Tabu, Simulated Annealing,
Busca em Vizinhanga Variavel ( Variable Neighborhood Search) e Iterated Local Search sao

exemplos de métodos que se enquadram nesta categoria.

Os métodos baseados em busca populacional, por sua vez, consistem em manter um
conjunto de boas solugoes e combina-las de forma a tentar produzir solugoes ainda melho-
res. Exemplos classicos de procedimentos desta categoria sao os Algoritmos Genéticos, os

Algoritmos Meméticos e o Algoritmo Colonia de Formigas.
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Nas Subsecoes 3.5.1 e 3.5.2 sao apresentadas, respectivamente, as metaheuristicas Va-

riable Neighborhood Descent e Iterated Local Search, referenciadas ao longo deste trabalho.

3.5.1 Variable Neighborhood Descent

O Método de Descida em Vizinhanga Varidvel ( Variable Neighborhood Descent, VND)
[29], é um método de refinamento que consiste em explorar o espago de solugoes através de
trocas sistematicas de estruturas de vizinhancga, aceitando somente solugoes de melhora
da solugao corrente e retornando a primeira estrutura quando uma solugao melhor é

encontrada.

Conforme os autores, o VND ¢ baseado em trés principios bésicos:

e Um 6timo local em relacao a uma estrutura de vizinhanca pode nao ser um 6timo

local relativo a outra estrutura de vizinhanca;

e Um 6timo global ¢ um 6timo local em relagao a todas as possiveis estruturas de

vizinhanca;

e Para muitos problemas, 6timos locais com relacdo a uma ou mais estruturas de

vizinhancga sao relativamente proximos.

Ainda segundo os autores, o ultimo principio, de natureza empirica, indica que um
otimo local frequentemente fornece algum tipo de informacao sobre o 6timo global. Esse
é o caso em que os 6timos local e global compartilham muitas varidaveis com o mesmo
valor, o que sugere uma investigacao sistematica da vizinhanca de um 6timo local até a

obtencao de uma nova solucao de melhor valor.

O pseudocddigo desse algoritmo, em que se considera o refinamento de uma solugao
s utilizando uma funcao de avaliacao f, a ser minimizada, e um conjunto de r diferentes

vizinhangas N = {N(l); N®. N(”)}, é apresentado pelo Algoritmo 2.
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Algoritmo 2: Variable Neighborhood Descent (VND)
Entrada: f(.), N(.), r, s

1 iter <0
2 Seja r o numero de estruturas diferentes de vizinhanca
3 k<1 {Tipo de estrutura de vizinhanga corrente}

4 enquanto k <1 e critério de parada nao satisfeito faga

5 Encontre o melhor vizinho s’ € N¥(s)

6 se s’ for melhor que s de acordo com a funcdao f entao
7 s+ 8

8 k<+1

9 fim
10 senao
11 k+—k+1
12 fim
13 fim

14 retorna s

Dependendo do problema abordado, a busca pelo melhor vizinho (linha 5 do Algoritmo
2) pode ter um elevado custo computacional. Nessa situacao é comum fazer a busca pela
primeira soluc¢ao de melhora. Outra alternativa é considerar a exploragao apenas em um

certo percentual da vizinhanca.

3.5.2 Iterated Local Search

O Iterated Local Search - (ILS) [30], ¢ um método de busca local focado em explorar
um subespaco de solugoes. Tal subespaco contém apenas solugoes 6timas locais, dadas
por um determinado mecanismo de otimizag¢ao. De acordo com [30], justifica-se o sucesso
do ILS com as escolhas do método de busca local, das perturbacoes e do critério de
aceitacao a serem utilizados. A busca baseada em solugoes 6timas locais também é um

fator determinante para o sucesso do método.

Mais especificamente, seja C' a funcao custo do problema a ser minimizada, S o
conjunto de todas as solugoes onde s € S é uma solugao candidata, deseja-se explorar
S*, um subconjunto de S, via um mecanismo de otimiza¢ao que alterna entre as solugoes

s* e S§*.

Para tanto, uma vez determinada a solugao corrente s*, aplica-se uma perturbacao a



3.5 Metaheuristicas 20

essa solu¢ao. Como resultado desse procedimento obtem-se uma soluc¢ao s’ € S, denomi-
nada solucao intermediaria. Vale ressaltar que a solucao intermedidria pode, ou nao, ser
um 6timo local. Apds isso, o método de busca local é aplicado na solucao s’ encontrando-
se uma solugao s € S*. O critério de aceitacao determina se s*’ deve, ou nao, se tornar a
nova solugao corrente. Esse procedimento pode encontrar regidoes promissoras no espaco

de solucoes.

Geralmente a caminhada do ILS nao é reversivel, isto é, se a caminhada for de s; para

S9, NAO se consegue vir de s, para sj.

Como perturbagoes deterministicas podem conduzir a curtos ciclos, pode-se tornar o
mecanismo de perturbacao aleatorio ou adaptativo afim de evitar esse tipo de ciclagem.
Observa-se que tais perturbacoes devem ser fortes o suficiente para permitir o desvio do
otimo local corrente e, também, que o método de busca local explore diferentes regioes do
espaco de solucoes. Ao mesmo tempo, elas devem ser suficientemente fracas para preservar

caracteristicas do étimo local corrente e evitar reinicios aleatdrios.

O algoritmo 3 exibe o pseudocddigo do ILS basico.

Algoritmo 3: [terated Local Search (ILS)

so < GeraSolucaolnicial()
s < BuscaLocal(sg)

enquanto critério de parada nao satisfeito faga
s« Perturbacao(Historico, s)

s" <= BuscaLocal(s")

s < CriterioAceitacao(s’, s”, Historico)

fim

retorna s
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4  Modelo Matematico

O modelo de Programacao Linear Inteira (PLI) apresentado a seguir é baseado naquele
descrito na Segao 3.3. Para sua representagao, sejam os vértices ¢, j € V(G) tais que a
variavel z;; indica a existéncia, ou nao, de uma aresta entre os vértices ¢ e j. Por sua
vez, a variavel y; indica se o j-ésimo cluster se faz presente em uma dada solucao para o

PENAC. O modelo proposto é:

Minimizar > Tij + > (1— ;) (4.1)
i< j,ij € AG) i <j,ij € A(G)
sa. T < Tij + Tk V’L,j,k (42)
b < (525) x 2 oy Vi | j=3 (45)
1<)
g= (S oay) - g+ 2 Vi | j>3 (46)
1< J

e V(@)

Tij, Yj € {07 1} Vl,j (48)

A funcao objetivo, representada pela Fungao (4.1), minimiza o nimero de arestas
convertidas em nao-arestas e o nimero de nao-arestas convertidas em arestas. A Equacgao
(4.8) garante a integralidade e nao negatividade das novas varidveis z;; e y;. Nota-se que,
de acordo com as restricoes (4.4), (4.5) e (4.6), apenas n — 1 varidveis y; podem assumir
os valores {0,1}. Como o nimero minimo de clusters em uma solugao é igual a um,
assume-se que o primeiro cluster sempre integra a solugao. A restri¢ao (4.3) representa
tal propriedade. De forma geral, cada cluster y; | j > 1 esta diretamente associado ao
J-ésimo vértice. Um cluster y; se faz presente em uma solucao, assumindo valor igual a

um, quando o conjunto de arestas, composto pelas varidveis z;; | ¢ < j, ndo apresenta
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nenhuma adjacéncia ao j-ésimo vértice. Nesse caso, todas as varidveis z;; | i < j assumem

valor igual a um. A restrigao (4.7) estabelece a existéncia de exatamente k clusters.

Com intuito de melhor esclarecer o funcionamento do modelo proposto, mais especi-
ficamente das restrigoes (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6), seja G’ um grafo clusterizado com base

no grafo G representados na Figura 2.

G
e & o o
2 Vo V3 Vy
G
® o o o
2 Vo V3 V4

Figura 2: Grafo G’ clusterizado com base no grafo G.

Observa-se que o numero de clusters k no grafo G’ é igual a dois. Sejam os vértices
{1, 2, 3, 4} € V(G’') apresentados, na devida ordem (da esquerda para a direita), na
Figura 2. De acordo as restrigoes (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6) tem-se:

o= 1 (4.9)
Y2 = Ti2 (4.10)
ys < (213 + 223)/2 (4.11)
Ys =2 13+ x93 — 1 (4.12)
Yo < (14 + T2+ 234)/3 (4.13)
Ys = Tia+ Tog+ T34 — 2 (4.14)
A Equagao (4.9) garante a ativagao do cluster yi, isto é, y; = 1. Os demais clusters

sao ativados conforme a Equagao (4.10) e as Inequagoes (4.11), (4.12), (4.13) e (4.14). De
acordo com a equacao (4.10), o cluster y, é ativado se nao existe aresta entre os vértices
1e?2, isto é, x5 = 1. Contudo, o grafo G' apresentado na Figura 2 possui uma aresta
tal que 12 = 0. Logo, y» = 0. O cluster y3 é ativado conforme as Inequagoes (4.11)
e (4.12). Como nao existe aresta entre o terceiro vértice e qualquer outro vértice que
o antecede (z13 = 1 e x93 = 1) ativa-se o cluster y3. Enquanto a Inequacao (4.11)

estabelece um limite superior para ys tal que y3 < 1 a Inequagao (4.12) estabelece um
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limite inferior tal que y3 > 1. Logo, y3 = 1. Por ltimo, o cluster y, assume valor
igual a zero de acordo com as Inequagdes (4.13) e (4.14). Como existe uma aresta entre
os vértices 3 e 4 o cluster y, nao é ativado. De acordo com a Inequagao (4.13) o limite
superior de y4 é igual a 0,66. J& o limite inferior de yy, estabelecido pela Inequagao (4.14),
é igual a -1. Dessa forma, —1 < y, < 0,66. Como o dominio das variaveis que
compoem o modelo é definido com base nos valores {0,1}, o tinico valor possivel que y,

pode assumir é zero.

A Restrigao (4.6) garante que apenas os clusters que fazem parte da solugdo podem ser
ativados. Na auséncia de tal Restrigao, se o grafo G (Figura 2) possuisse apenas a aresta
entre os vértices 1 e 2 e o nimero de clusters desejado fosse igual a dois, o proprio grafo
G poderia ser apresentado como solugao. Nota-se porém, que nesse caso, G possuiria tres
clusters o que torna invalida a solucao apresentada. Como o limite inferior das variaveis

Y3 € Y4 Ao iguais a zero o modelo assumiria o grafo G como um grafo {1,2,3}-clusterizado.

De forma resumida, uma vez estabelecida uma ordem para o conjunto de vértices de
um dado grafo G basta analisd-los, um a um, a fim de identificar quais deles ativam os
clusters de uma solugdo. Os vértices nao adjacentes a seus antecessores (de acordo com
a ordem estabelecida) ativam tais clusters. Como o primeiro vértice da sequéncia nao

possui nenhum antecessor assume-se que este sempre ativa o primeiro cluster.

O conjunto de restrigoes apresentadas até entao garantem uma formulacao matema-
tica capaz de encontrar solucoes 6timas para PENAC. Com intuito de reduzir o espaco
de busca, facilitando assim, a obtencao de uma solucao 6tima para um dado grafo G,

propoem-se as seguintes restricoes:

» (1—zy) > MinEd Vi,j (4.15)
1< J
 (1—zy) < MazEd Vi, j (4.16)
1< J
-z + > (—zp) < n—k Vi, gk (4.17)
1< 7 J<k

Os pares de vértices das Restri¢oes (4.15), (4.16) e (4.17) pertencem ao conjunto de
arestas {A(G) U A(G)}.

As Restrigoes (4.15) e (4.16) estabelecem, respectivamente, o nimero minimo (MinFEd)

e maximo (Maz Ed) de arestas em um grafo clusterizado G. Mais especificamente, as Res-
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trigoes (4.15) e (4.16) auxiliam o algoritmo de programagao linear, utilizado pelo otimiza-
dor adotado neste trabalho, a encontrar limites, inferior e superior, de melhor qualidade

ao iniciar uma otimizacao do PENAC.

Para um melhor entendimento sobre algoritmos de programacao linear, bem como
a relevancia dos limites inferior e superior em um problema de otimizacao indica-se o

trabalho de [31].

Os valores MinEd e MaxFEd podem ser obtidos através do calculo de todas as pos-
sibilidades de combinagoes dos n vértices de um grafo G em k clusters. Vale ressaltar
que todo cluster deve possuir, pelo menos, um vértice e que ao enumerar todas as com-
binacoes, estamos também, especificando todas as possiveis solugoes para o grafo a ser
clusterizado. A Tabela 1 exibe todas as possibilidades de combinacoes para um grafo G
comn = 25 e k = 2. Como cada cluster representa um grafo completo, faz-se o calculo
do nimero de arestas por cluster e, em seguida, somam-se os valores resultantes a fim de
se obter o total de arestas para a combinac¢do em questdo. As colunas ky, ko, |Ag, |, | A, |
e Total representam, respectivamente, o nimero de vértices do cluster ki, o nimero de
vértices do cluster ko, o total de arestas do cluster ki, o total de arestas do cluster ks e a
soma dos dois 1ltimos valores. As combinagbes em que um cluster possui 24 vértices e o
outro cluster possui um vértice resultam no maior niimero de arestas. Ja as combinagoes
em que um cluster possui 13 vértices e o outro cluster possui 12 vértices resultam no
menor numero arestas. Logo, os valores de MinFEd e MaxFEd sao, respectivamente, 144
e 256.
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Tabela 1: Possibilidades de combinagoes para um grafo G com n = 25 e k = 2.

ki ko |Ag,| |Ak,| Total
24 1 276 0 276
23 2 253 1 254
22 3 231 3 234
21 4 210 6 216
20 5 190 10 200
19 6 171 15 186
18 7 153 21 174
17 8 136 28 164
16 9 120 36 156
15 10 105 45 150
14 11 91 55 146
13 12 78 66 144
12 13 66 78 144
11 14 55 91 146
10 15 45 105 150
9 16 36 120 156
8 17 28 136 164
7 18 21 153 174
6 19 15 171 186
5 20 10 190 200
4 21 6 210 216
3 22 3 231 234
2 23 1 253 254
1 24 0 276 276

A Restrigao (4.17) define o grau méximo dos vértices de um grafo clusterizado G'.
Seja G um grafo, com conjunto de arestas A(G) = ), o qual deseja-se editar a fim de
obter um grafo G’ com nimero de clusters k < n. O maior grau possivel de um vértice
em G’ é igual a n — k. Nesse caso, os vértices com grau n — k formam um cluster e os

demais vértices formam, individualmente, os demais k — 1 clusters.
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5 Metodologia Proposta

Neste capitulo é apresentada a metodologia proposta para resolver o PENAC. A utili-
zacao de procedimentos heuristicos para resolvé-lo se deve a sua complexidade combinaté-
ria. O algoritmo utilizado neste trabalho combina as combina as metaheuristicas [terated

Local Search e Variable Neighborhood Descent.

Na Sec¢ao 5.1 mostra-se como uma solucao do problema é representada, enquanto na
Secao 5.2 sao apresentados os movimentos utilizados para explorar o espaco de solugoes
do problema. Na Secao 5.3 mostra-se como uma solucao é avaliada. O método de geracao
de uma solucao inicial é apresentado na Secao 5.4. Por fim, na Secao 5.5, o algoritmo

proposto para resolver o PENAC é descrito.

5.1 Representacao de uma solucgao

Uma solucao para o PENAC é representada por um vetor s de tamanho n. Cada
posicao do vetor s é representada pelos indices i = {0, 1, 2, ..., n-1}. O valor armazenado
em cada posicao de s indica a qual cluster pertence o i-ésimo vértice. Logo, seja uma
solugdo s = {1, 1, 2, 3, 4}. Pode-se observar que os dois primeiros vértices pertencem ao

cluster 1. Ja os vértices 3, 4 e 5 estao associados aos clusters 2, 3 e 4, respectivamente.

5.2 Estruturas de Vizinhanca

Para explorar o espaco de solugoes sao utilizados 5 tipos de movimento, a saber: Swap,
Replace e kOr-Opt (com k € {1, 2, 3}). Estes movimentos definem, na devida ordem, as

estruturas de vizinhanca NSwep  NTReplace o NOrOpt

Dado um conjunto com n vértices, ha (n x (n — 1))/2 possibilidades de trocas de

cluster entre dois vértices selecionados. Na estrutura de vizinhanca NS%% seleciona-se
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aleatoriamente dois vértices e realiza-se a troca do cluster de um pelo do outro. Quando
os clusters dos vértices selecionados sao iguais, faz-se uma nova selecao de dois novos vér-
tices. Este procedimento é executado até que se obtenham vértices de clusters diferentes,

tornando possivel a aplicacao de tal movimento.

J& na estrutura de vizinhanca NTePlece um vértice é realocado de um cluster k; para
outro cluster ky tal que k; # ks. Mais especificamente, seja uma solugdo s’ = {1, 2,
3, 3, 2} vizinha de v na vizinhanca NTPlece Observa-se que, dada a atual configuracio
da solucao descrita, nao se pode alocar o primeiro vértice a qualquer outro cluster. Um
movimento factivel (que nao torna a solugao inviavel) seria alocar o vértice 4, pertencente
ao cluster ks para o cluster ko. Desse modo, o nimero de clusters £ = 3 permanece

inalterado.

Por fim, na estrutura de vizinhanca N"°P!, um conjunto consecutivo de vértices é
selecionado para, em seguida, serem realocados em outros clusters. Mais especificamente,
seja uma solucdo s’ = {1, 2, 3, 3, 2} vizinha de v na vizinhanga N°"°P! e o conjunto de
vértices {2, 3} alocados aos clusters {1, 2}, respectivamente. Ao escolher, por exemplo,
a ultima posicao da solucao corrente para realocar os clusters selecionados obtém-se uma
nova solugao s” = {1, 3, 2, 2, 3}. Neste trabalho podem ser realocados, no maximo, trés

vértices.

5.3 Funcao de avaliacao

Uma solucao s’ é avaliada por uma funcao f, devendo ser minimizada. Essa funcao
contabiliza todas as alteracoes realizadas ao aplicar um, ou mais, movimentos a solugao s
a fim de se obter s’. Quanto menor o nimero de alteragoes, melhor é o resultado obtido.

Essas alteracoes implicam em adigoes de arestas ou na remocao de arestas existentes.

Com intuito de melhor detalhar as etapas envolvidas no processo de avaliacao de uma
solugdo considera-se o grafo G com vértices v € {1, 2, 3, 4} representados na Figura 3.
Seja o numero de clusters k = 2. Deseja-se, entao, obter um grafo clusterizado G’ a partir
do grafo G, de modo que G’ possua exatamente dois clusters. Para tanto, basta remover
a aresta vyvs e adicionar a aresta vovy ao grafo G. O grafo clusterizado G’, com k = 2,
resultante da aplicacao dos movimentos descritos anteriormente pode ser observado na
Figura 3. De acordo com a fungao f(s'), onde s’ = {1, 1, 2, 1} a partir do grafo G’, o

nimero de alteragoes é igual a dois (f(s') = 2).

Outra possivel solucao, dado o grafo G, é remover a aresta v,vy. Assim, obtém-se um
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novo grafo clusterizado G” também com k = 2. Novamente, seja s = {1, 2, 2, 1} o vetor

solugao do grafo G”. Logo f(s") = 1.

Figura 3: Grafos G, G’ e G”

Com base nas avaliagoes dos grafos G’ e G” conclui-se que a solucao apresentada pelo

grafo G"” é melhor, quando comparada a solugao de G'.

5.4 (Geracao de uma solucgao inicial

Nesta secao é apresentado um procedimento heuristico para a geragao de uma solugao
inicial para o PENAC.

5.4.1 Construcao Aleatoéria

Seja s um vetor solucao para o o PENAC. Este método consiste em criar uma solugao
inicial s; para o problema abordado. Com s; inicialmente vazia, associa-se um cluster
diferente a cada vértice até que a solucao s; contenha, uma vez, cada cluster. Ao final
dessa etapa, devem existir exatamente k clusters contendo apenas um vértice cada. Os
demais n - k vértices sao, um a um, aleatoriamente associados aos clusters. Ao final desse

processo, tem-se uma solucao s; clusterizada.

Como exemplo, considere uma solugao inicial s; = {1, 2, 2, 1} para o grafo clusterizado
G, onde k = 2. A Figura 4 exibe tal solugao. Com s; inicialmente vazia associam-se os
vértices a e b aos clusters 1 e 2, respectivamente. O préximo passo a ser executado é,
de maneira aleatéria, associar um cluster aos vértices restantes. Nesse casso, aloca-se o

vértice ¢ no cluster 2 enquanto o vértice d é alocado no cluster 1.
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Gll

Figura 4: Solugao Inicial

5.5 Algoritmo MILSRVND

O algoritmo adotado, denominado Multistart Iterated Local Search with Random Va-
riabale Neigbohrhood Descent (MILSRVND) consiste na combinagao de um algoritmo
Multistart, que a cada iteragao, gera uma solucao inicial e, em seguida, a repassa a me-

taheuristica [terated Local Search (ILS).

O pseudocodigo do MILSRVND esta esquematizado no Algoritmo 4. Nele, MaxFExecs
indica o nimero maximo de iteragoes que o algoritmo podera ser executado enquanto

IterMax indica o nimero maximo de iteracoes realizadas em um dado nivel de perturbacao.

O algoritmo é executado por, no maximo, MaxFzrecs vezes. Em cada execugao, a
construgao da solugao inicial s (linha 4 do Algoritmo 4) é realizada com base no método

descrito na Segao 5.4.1.

Tal solugao é submetida ao algoritmo ILSRVND (iniciado na linha 5 e concluido na

linha 23 do Algoritmo 4).

A busca local (linha 14 do Algoritmo 4) faz o uso do procedimento VND com as estru-
turas de vizinhanca descritas na Subsecao 5.2. A cada etapa do VND busca-se encontrar
o melhor vizinho em relacao a vizinhanca corrente. O VND utilizado pelo MILSRVND es-
colhe, aleatoriamente, a ordem em que as estruturas de vizinhanca serao aplicadas. Tal

procedimento de busca local é denominado RVND.

Quando um certo nimero de iteragoes sem melhora é alcangado, o MILSRVND aplica
P vezes o procedimento Shake utilizando uma vizinhanca escolhida previamente. O pro-
cedimento SelectNeighborhood (linha 11 do Algoritmo 4) consiste em escolher aleatori-

amente uma vizinhanca k entre NSvw ¢ |V feplace,

Cada chamada de Shake(s',k) (linha 12 do Algoritmo 4) executa um movimento

aleatorio da vizinhanca k da solucao perturbada s'. Apés IterMaz iteracoes sem melhora,
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p ¢ incrementada de forma a gerar solugoes cada vez mais distantes da solucao corrente

no espaco de busca.

Se o RVND encontra uma solucao melhor, a variavel p retorna ao menor valor, ou seja,

p=0.

Ao extrapolar o numero maximo de iteragoes Iter Max ou satisfazer qualquer outra
condicao de parada, o algoritmo MILSRVND armazena a solucao corrente, caso ela seja
melhor que s* (linhas 24 e 25 do Algoritmo 4). Em seguida, inicia-se um novo ciclo, onde

uma nova solucgao inicial é construida e submetida ao ILSRVND.
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Algoritmo 4: MILSRVND
Entrada: Funcgao f(.), MazEzec, IterMax, Nivel P, r Vizinhancas: N°ve NPl ¢
NOrOpt

1 8%« 0
2 exec+ 0

3 enquanto exec < MaxFEzecs e critério de parada nao satisfeito faga

4 s < generatelnitialSolution()

5 p<+0

6 enquanto critério de parada nao satisfeito faga

7 iter <0

8 enquanto iter < IterMax e critério de parada nao satisfeito faga
9 s s

10 para i = [ to P faga

11 k <« SelectNeighborhood()

12 s < Shake(s', k)

13 fim

14 s < RVND(s')

15 se s” for melhor que s de acordo com a funcdo f entao
16 ‘ s 8" p<«0; idter + 0

17 fim

18 senao

19 ‘ iter < iter + 1
20 fim
21 fim
22 p—p+1
23 fim
24 se s for melhor que s* de acordo com a funcao f entao
25 §* s
26 fim
27 erec < exec + 1
28 fim

29 retorna s*
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6 Resultados Computacionais

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos bem como os problemas-teste
utilizados para avaliar os modelos exato e heuristico descritos nos capitulos 4 e 5, respec-

tivamente.

6.1 Problemas-Teste

Os problemas-teste utilizados neste trabalho foram gerados com base no Algoritmo 5.

Algoritmo 5: Geragao Aleatoria de um Problema-Teste
Entrada: n, d

1 ARESTAS « generateAllEdges(n)

2 A+, A+

3d <+ 0

4 enquanto d ndao for igual a d faga

5 A« A U pickSomeEdge(ARESTAS)
6 d<«|Al|/n

7 fim

8 A< (ARESTAS — A)

9 retorna (A, A)

Sao considerados o nimero de vértices n e a densidade d para gerar um grafo G. O
método generateAllEdges (linha 1 do Algoritmo 5) retorna o conjunto de todas as possiveis
arestas dado um nimero de vértices n. Por sua vez, o método pickSomeFEdge escolhe, de
maneira aleatéria, uma aresta pertencente ao conjunto ARESTAS para compor o grafo
desejado (linha 5 do Algoritmo 5). Essa tltima operagao é repetida até que seja alcangada

a densidade desejada para o grafo (linha 4 do Algoritmo 5). As demais arestas compoem
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o conjunto de ndo arestas A (linha 8 do Algoritmo 5).

6.2 Modelo Matematico

O modelo matematico proposto foi implementado na linguagem C++ utilizando a
tecnologia CPLEX/Concert. O compilador utilizado foi o gcc 4.4 e a maquina utilizada
foi um Intel Core i7 2,93GHz, 8 GB de memoria, sistema operacional Ubuntu 10.04 kernel
2.6.32-28-generic. Foi utilizado um conjunto reduzido de instancias a fim de, apenas,

justificar a utilizacao das Restrigoes (4.15), (4.16) e (4.17) descritas no Capitulo 4.

Os testes envolvendo o modelo matematico foram divididos em 4 etapas, a saber:

I : Modelo Simples (MS): Compreende as Restri¢oes (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6),
(4.7) e (4.8) do Capitulo 4.

IT : MS 4+ MinMaxArestas: Além das restrigoes do MS possui as Restrigoes (4.15) e
(4.16) do Capitulo 4.

IIT : MS 4 GrauMax: Além das restri¢oes do MS possui a Restri¢ao (4.17) do Capitulo
4.

IV : Modelo Completo: Contempla os casos [I], [II] e [III] descritos anteriormente.

Os problemas-teste utilizados nesta etapa possuem n = 25 e d = {30, 40, 50, 60, 70}%
e, para cada um deles, foi encontrada uma solucao 6tima. As Tabelas 2, 3 e 4 mostram
os tempos (em segundos) despendidos, por cada abordagem exata (I, II, III e IV), para

encontrar uma solugao étima.
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Tabela 2: Tempos totais despendidos (em segundos), pelos modelos I, II, III e IV, para

encontrar uma solugao étima para cada problema-teste com n = 25 e d = {30, 70}%.

Densidade

k 30% 70%

I 11 111 v I II II1 v
1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 4119,69 10,92 6,1 6,54 0,07 0,11 0,18 0,17
3 433596 11,01 7,98 7,97 0,21 0,48 0,5 0,43
4 810,87 168,71 41,8 42,03 1,59 1,41 0,95 0,96
5 42,93 55,12 29,81 30,2 6,81 3,03 1,94 1,93
6 18,5 27,11 6,93 6,92 1349 11,21 8,67 9,1
7 6,15 17,57 6,45 6,56 14,59 10,91 15,18 15,11
8 3 7,72 5,6 5,61 19,6 18,83 17,45 17,86
9 5,56 14 4,9 496 1456 13,29 17,97 17,61
10 4,73 10,6 5,36 534 20,35 24,53 24,59 24,9
11 3,41 13,32 7,18 7,27 50,31 25,8 24,33 253
12 4,67 11 5,93 5,94 55,58 31,49 4493 44,98
13 4,28 17,35 5,35 5,29 66,8 4436 46,03 43,64
14 4,44 27,9 5,62 5,62 67,93 70,27 41,8 40,88
15 5,28 10,13 3,84 3,83 116,82 65,07 67,26 65,77
16 2,35 5,05 2,39 2,39 115,81 48,31 100,17 98,51
17 2,99 9,43 2,49 2,47 18433 8548 58,37 61,05
18 2,02 3,15 3,47 3,46 305,31 17,83 95,32 96,28
19 2,1 21,54 1,73 1,71 467,61 3,62 9,62 9,81
20 1,27 14,76 5,92 59 627,71 5,48 1191 11,66
21 0,51 7,22 0,47 0,46 511,99 0,94 0,39 0,38
22 0,77 0,6 0,26 0,27 254,17 0,36 0,38 0,39
23 1,65 0,55 0,24 0,27 75,51 0,34 0,37 0,35
24 0,58 0,02 0,02 0,02 3,93 0,02 0,02 0,02
25 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 3: Tempos totais despendidos (em segundos), pelos modelos I, II, III e IV, para

encontrar uma solugio étima para cada problema-teste com n = 25 e d = {40, 60}%.

Densidade

k 40% 60%

I II 111 v I 1I 11 v
1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 6619,91 8,2 5,69 5,38 7,54 5,89 6,76 6,51
3 264,82 18,31 39,49 36,3 8,14 8,9 11,15 11,12
4 58,27 39,86 20,42 20,53 10,9 8,82 10,34 10,59
5 12,27 1284 16,23 15,85 16,95 14,5 15,28 15,46
6 13,98 17,04 16,55 16,55 12,8 16,56 16,25 16,76
7 17,88 16,94 14,63 15,18 22,65 19,25 16,99 17,09
8 15,62 18,26 41,11 384 22,83 20,28 20,77 20,84
9 18,86 17,31 17,17 16,77 44,97 40,1 47,26 44,35
10 46,06 40,2 41,78 41,69 64,48 68,38 56,42 54,41
11 36,28 43,67 40,56 38,89 55,98 58,73 79,61 79,36
12 41,01 43,72 352 35,03 67,99 7087 173,37 171,33
13 41,48 42,7 46,68 46,04 119,23 102,01 121,87 121,92
14 3722 32,04 34,35 3453 7594 60,1 118,86 119,46
15 33,31 33,04 36,98 37,11 122,51 75,72 70,88 69,73
16 33,04 33,8 26,26 26,3 190,78 77,38 72,96 73,89
17 26,51 27,31 22,06 22,27 131,17 50,77 68,19 68,51
18 28,17 22,79 20,25 20,66 59,21 35,61 65,62 64,63
19 17 24,26 18,56 18,99 149,63 24,39 43,85 43,06
20 14,89 10,82 10,5 10,2 90,8 3,48 6,16 6,6
21 13,95 2,63 2,34 2,3 191,79 13,24 0,43 0,53
22 14,2 0,36 0,35 0,37 99,01 0,51 0,56 0,56
23 12,5 0,32 0,27 0,27 55,31 0,25 0,25 0,25
24 0,81 0,02 0,02 0,02 1,92 0,02 0,02 0,02

[\
a

0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 4: Tempos totais despendidos (em segundos), pelos modelos I, II, III e IV, para

encontrar uma solucao 6tima para cada problema-teste com n = 25 e d = 50%.

. Densidade = 50%

I 1I 111 v
1 0 0 0 0
2 3101 11,22 1231 1311
3 55,41 87,78 65,65 66,26
4 17,77 17,49 20,72 20,84
5 17,45 24,06 18,02 18,46
6 22 4273 44,99 44,49
75927 23,07 3894 40,07
8 45,73 50,92 4973 50,5
9 67,18 77,63 54,51 53,25
10 59,36 66,92 53,68 5527
11 72,05 53,55 60,8 59,08
12 94,07 95,35 82,16 82,98
13 111,97 77,59 77,02 76,11
14 84,2 102,86 12516 126.9
15 145,22 107,12 117,02 119,38
16 82,68 9512 77,95 79,12
17 93,01 87,89 103,26 102,47
18 5835 70,05 5345 53,07
19 76,09 30,33 25,97 26,02
20 5927 2961 17,08 17,01
21 3333 303 2,32 2,32
22 3531 042 0,35 04
23 29,61 0,22 026 0,24
24 1,66 0,02 0,02 0,02
25 0 0 0 0

Observa-se que no caso em que o nimero de clusters é igual a 1 basta adicionar todas
as arestas faltantes e no caso em que o nimero de clusters é igual a n basta remover todas
as arestas existentes. Logo, o tempo de execugao é ignorado, conforme exibido nas Tabelas
2, 3 e 4. Os valores em negrito indicam o menor tempo despendido ao resolver a instancia
em questao. Ao todo, desconsiderando os casos citados anteriormente, foram realizados
460 testes (4 modelos x 23 vértices x 5 niveis de densidade). O modelo matematico (II)
foi 0 que mais obteve sucesso em provar a otimalidade de uma solucao em um menor

intervalo de tempo. Ao todo, foram 39 provas contra 33 do modelo (III), 29 do modelo
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(IV) e 28 do modelo (I). Se comparados em relagdo ao tempo total despendido para
resolver as 23 instancias nos 5 niveis de densidade os modelos matematicos (II), (III) e
(IV) se apresentam mais eficientes do que o modelo (I). Enquanto o modelo matemético
(I) demandou 23.050,23 segundos para resolver as instancias, os modelos (II), (III) e (IV)
demandaram, respectivamente, 3.384,91 seg, 3.380,85 seg e 3.372,05 seg. Excluindo-se o
modelo (I), os demais modelos sdo bem competitivos entre si. Embora o desempenho
dos modelos (II), (III) e (IV) tenham sido bem semelhantes, adotou-se o modelo (IV)
como principal. Isso se deve ao fato de que tal modelo considera mais caracteristicas
do problema. Portanto, nos demais testes, o modelo (IV) serd comparado ao algoritmo

heuristico utilizado nesse trabalho.

A Tabela 5 apresenta os valores 6timos referentes aos totais de edigdes a fim de se

obter um grafo clusterizado para cada problema-teste proposto.
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Tabela 5: Numero de edicoes realizadas para encontrar uma solucao 6tima para cada

problema-teste com n = 25 e d = {30, 40, 50, 60, 70}%.

Densidade

b 30% 40% 50% 60% T0%
1 210 180 150 120 90

2 110 106 108 104 88

3 78 87 100 102 89

4 70 83 97 103 93

5 66 82 98 105 98

6 63 82 99 108 104
7 62 83 100 109 109
8 61 84 101 111 115
9 62 85 104 116 120
10 63 87 106 120 126
11 64 88 109 123 133
12 65 90 113 127 139
13 67 93 115 132 146
14 68 94 118 136 154
15 70 96 122 141 161
16 71 99 125 145 169
17 73 101 126 150 176
18 74 104 130 154 182
19 77 105 133 159 189
20 79 107 135 165 195
21 80 11 140 170 200
22 84 114 144 174 204
23 87 117 147 177 207
24 89 119 149 179 209
25 90 120 150 180 210

Com intuito de melhor analisar o desempenho do modelo (IV), em rela¢do ao nimero
de vértices e variacao de densidade de um grafo, foram realizados novos testes com grafos
de n = {25, 50} vértices e densidades d = {5, 25, 50, 75, 95}%. Salienta-se que os
resultados obtidos, no caso em que n = 25 e d = 50%, sd@o os mesmos que os exibidos nas
Tabelas 4 e 5. A Tabela 6 exibe os resultados obtidos para as respectivas densidades e n

= 25.



6.2 Modelo Matemdtico 39

Tabela 6: Modelo Matematico Completo: Tempo total despendido (em segundos) e ni-
mero de edigoes realizadas para encontrar uma solucao 6tima para cada problema-teste
comn =25 e d = {5, 25, 50, 75, 95}%.

Densidade
k 5% 25% 50% 5% 95%
FO t(s) FO t(s) FO t(s) FO  t(s) FO  t(s)

1 285 000 225 000 180 000 75 000 15 0,00
2 129 051 113 51,69 106 538 77 0,14 31 0,10
3 79 672 78 3455 87 3630 80 055 48 0,33
4 55 1551,99 65 92,18 83 20,53 8 1,52 66 2,90
5 41* 317148 59 69,69 82 1585 95 596 83 1,34
6 31 42158 55 3028 82 16,55 103 883 101 1,42
7 25 302081 53 500 83 1518 112 12,05 118 6,16
8 20 67,05 52 360 84 3840 120 16,58 134 6,49
9 16 681 51 1,29 8 16,77 127 20,05 149 8,50
10 13 059 51 1,88 87 41,69 135 5681 165 1,21
11 12 1,02 52 1,33 88 3889 142 5186 180 5,02
12 11 054 53 184 90 3503 150 67,76 194 3,54
13 10 033 54 128 93 46,04 159 61,67 207 23,07
14 9 030 55 1,04 94 3453 167 82,75 219 17,40
15 8 020 56 1,11 96 37,11 174 225,85 230 2548
16 7 027 58 134 99 2630 182 98,05 240 2288
17 7 026 59 1,03 101 2227 189 19,13 249 2,00
18 8 027 61 0,74 104 20,66 197 1443 257 2,60
19 9 029 62 065 105 1899 204 624 264 294
20 10 0,29 64 1,33 107 10,20 210 537 270 1565
21 11 029 65 049 110 230 215 054 275 1,76
22 12 026 69 038 114 037 219 055 279 0,72
23 13 025 72 026 117 027 222 041 282 053
24 14 0,02 74 002 119 002 224 002 284 0,02
25 15 0,00 75 000 120 000 225 0,00 285 0,00

De acordo com a Tabela 6, o modelo proposto s6 nao foi capaz de encontrar uma
solucdo étima para a instancia onde & = 5 e d = 5%. Nesse caso, foram despendidos
3171,48 segundos até que toda a memoéria (RAM (8GB) + Swap (32GB)) disponivel fosse
utilizada. O melhor resultado obtido para tal instancia foi de 41 edigoes, sendo este valor
um limite superior. J& o melhor limite inferior encontrado para tal instancia foi igual a 39.
Portanto, o numero 6timo de edigoes para tal instancia corresponde a um dos seguintes
valores {39, 40, 41}.
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O modelo demandou um maior intervalo de tempo para resolver algumas instancias
com d = 5% quando comparado aos intervalos de tempos despendidos na resolucao de
instancias com densidades mais elevadas. Os resultados referentes as instancias com n =

50 vértices sao melhor descritos na Secao 6.5.

6.3 Consideragoes sobre a medida gap utilizada

A medida gap é comumente utilizada para avaliar a qualidade de um limite superior

ou inferior para um problema.

Assim como no trabalho de [32], utiliza-se o seguinte calculo do gap:

ls—1li
li

gap = (6.1)

onde: [s é um limite superior, /i é um limite inferior e |x| é o valor absoluto de x.

6.4 Algoritmo MILSRVND

O algoritmo heuristico utilizado neste trabalho, o MILSRVND, foi implementado na
linguagem C++ no framework computacional OptFrame!. O compilador utilizado foi
gce 4.4 e a maquina utilizada foi um Intel Core i7 2,93GHz, 8GB de memoria, sistema
operacional Ubuntu 10.04 kernel 2.6.32-28-generic. O conjunto de instancias utilizadas
compreende as instancias com n = 25 e d = {5, 25, 50, 75, 95}%. Esse algoritmo foi
executado 10 vezes para cada problema-teste de forma a comprovar sua eficiéncia, mesmo

que de forma empirica.

A calibracao dos parametros do MILSRVND foi empirica e resultou nos seguintes valores:
nimero de execugoes do algoritmo por teste FrecMax = |k/2], nimero de iteragoes
Iter Max = 5xn; nivel maximo de perturbagao p = 0,4 xn, sendo n o nimero de vértices e
k o numero de clusters da instancia em questao. Tal calibracao busca oferecer ao algoritmo
um numero de iteracoes suficiente para encontrar bons resultados nos problemas menores
e também controlar o crescimento do tempo computacional do algoritmo nos problemas

de dimensoes mais elevadas.

Os resultados para 10 execucoes do método MILSRVND sao apresentados nas Tabelas

7,8 ¢ 9. As colunas Instancia, Sol. Int., Tempo (s), Melhor, Média, gap(%), Var.

LOptFrame est4 disponivel na pagina http://sourceforge.net/projects/optframe,/ sob licenca LGPLv3.



6.4 Algoritmo MILSRVND 41

(%) e Tempo Médio (s) representam, respectivamente, a instancia utilizada, a melhor
solugao inteira e o tempo despendido pelo modelo matematico para provar a otimalidade
da solucao encontrada, a melhor solucao encontrada em 10 execucoes do método MILSRVND,
a média da solucoes encontradas em 10 execucoes do método MILSRVND, o gap percentual
entre a melhor solucao encontrada pelo método MILSRVND e o limite inferior estimado, a
variabilidade percentual do método calculada de acordo com a Equagao (6.2) e o tempo
médio, em segundos, de 10 execugoes do método. A coluna Instancia esta dividida em
duas outras colunas, sendo que a primeira faz referéncia ao nimero de clusters k contidos

na instancia e a segunda a sua densidade d.

Assim como nos testes do modelo matematico, nao foram testados os casos especiais

emque k=nek=1.

Media — M
Var.(%) = edﬁelhorelhor % 100 (6.2)




6.4 Algoritmo MILSRVND

Tabela 7: Resultados MILSRVND (Instancias com n = 25 e d = {5, 25}%)

Instancia

N Sol. Int. Tempo (s) Melhor Média gap(%) Var. (%) Tempo Médio (s)
2 5% 129 0,51 120 129,00 0 0 1,07
3 5% 79 6,72 79 79,00 0 0 6,2
4 5% 55 1551,99 59 55,00 0 0 0,23
5 5% 39 3171,48 41 41,00 0,05 0 88,43
6 5% 31 421,58 31 31,00 0 0 0,43
7 5% 25 3020,81 25 25,00 0 0 0,41
8 5% 20 67,15 20 20,00 0 0 0,25
9 5% 16 6,81 16 16,00 0 0 0,35
10 5% 13 0,59 13 13,00 0 0 0,66
11 5% 12 1,02 12 12,00 0 0 0,12
12 5% 11 0,54 11 11,00 0 0 0,09
13 5% 10 0,33 10 10,00 0 0 0,2
14 5% 9 0,3 9 9,00 0 0 0,18
15 5% 8 0,29 8 8,00 0 0 1,13
16 5% 7 0,27 7 7.00 0 0 1,29
17 5% 7 0,26 7 7,00 0 0 1,33
18 5% 8 0,27 8 8,00 0 0 0,32
19 5% 9 0,29 9 9,00 0 0 0,1
20 5% 10 0,29 10 10,00 0 0 0,07
21 5% 11 0,29 11 11,00 0 0 0,08
22 5% 12 0,26 12 12,00 0 0 0,04
23 5% 13 0,25 13 13,00 0 0 0,02
24 5% 14 0,02 14 14,00 0 0 0,01
2 25% 113 51,69 113 113,00 0 0 1,82
3 25% 78 34,55 78 78,00 0 0 0,81
4 25% 65 92,18 65 65,00 0 0 0,76
5  25% 59 69,69 59 59,00 0 0 7,36
6 25% 55 30,28 55 55,00 0 0 5.4
7 25% 53 5,09 53 53,00 0 0 2,11
8 25% 52 3,6 52 52,00 0 0 0,6
9 25% 51 1,29 51 51,00 0 0 3,57
10 25% 51 1,88 51 51,00 0 0 0,95
11 25% 52 1,33 52 52,00 0 0 0,63
12 25% 53 1,84 53 53,00 0 0 1,32
13 25% 54 1,28 54 54,00 0 0 0,71
14 25% 55 1,04 59 55,00 0 0 5,77
15 25% 56 1,11 56 56,00 0 0 7,89
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Tabela 8: Resultados MILSRVND (Instancias com n = 25 e d = {25, 50, 75}%)

Instancia

N Sol. Int. Tempo (s) Melhor Média gap(%) Var. (%) Tempo Médio (s)
16 25% 58 1,34 58 58,00 0 0 0,98
17 25% 59 1,03 59 59,00 0 0 3,92
18 25% 61 0,74 61 61,00 0 0 0,58
19  25% 62 0,65 62 62,00 0 0 0,99
20 25% 64 1,33 64 64,00 0 0 0,79
21 25% 65 0,49 65 65,00 0 0 2,71
22 25% 69 0,38 69 69,00 0 0 4,06
23 25% 72 0,26 72 72,00 0 0 0,19
24 25% 74 0,02 74 74,00 0 0 0,01
2 50% 108 13,11 108 108,00 0 0 0,27
3 50% 100 66,26 100 100,00 0 0 0,42
4 50% 97 20,84 97 97,00 0 0 6,28
5 50% 98 18,46 98 98,00 0 0 7,64
6  50% 99 44,49 99 99,00 0 0 1,73
7 50% 100 40,07 100 100,00 0 0 6,27
8 50% 101 50,5 101 101,00 0 0 11,88
9 50% 104 53,25 104 104,00 0 0 3,05
10 50% 106 95,27 106 106,00 0 0 3,68
11 50% 109 59,08 109 109,00 0 0 5,92
12 50% 113 82,98 113 113,00 0 0 1,67
13 50% 115 76,11 115 115,00 0 0 3,04
14 50% 118 126,9 118 118,00 0 0 1,6
15 50% 122 119,38 122 122,00 0 0 10,57
16 50% 125 79,12 125 125,00 0 0 7,38
17 50% 126 102,47 126 126,00 0 0 42,53
18 50% 130 53,07 130 130,00 0 0 2,57
19 50% 133 26,02 133 133,00 0 0 1,97
20 50% 135 17,01 135 135,00 0 0 4,9
21 50% 140 2,32 140 140,00 0 0 0,37
22 50% 144 0,4 144 144,00 0 0 0,28
23 50% 147 0,24 147 147,00 0 0 0,04
24 50% 149 0,02 149 149,00 0 0 0
2 5% " 0,14 7 77,00 0 0 0,11
3 5% 80 0,55 80 80,00 0 0 0,09
4 75% 86 1,52 86 86,00 0 0 0,08
5 5% 95 5,96 95 95,00 0 0 0,08
6 5% 103 8,83 103 103,00 0 0 0,15
7 5% 112 12,05 12 112,00 0 0 0,17
8 75% 120 16,58 120 120,00 0 0 0,3
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Tabela 9: Resultados MILSRVND (Instancias com n = 25 e d = {75, 95}%)

Instancia

N Sol. Int. Tempo (s) Melhor Média gap(%) Var. (%) Tempo Médio (s)
9 5% 127 20,05 127 127,00 0 0 1,68
10 75% 135 56,81 135 135,00 0 0 0,74
11 75% 142 51,86 142 142,00 0 0 3,99
12 75% 150 67,76 150 150,00 0 0 0,13
13 7% 159 61,67 159 159,00 0 0 0,15
14 75% 167 82,75 167 167,00 0 0 0,18
15 75% 174 225,85 174 174,00 0 0 3,27
16 75% 182 98,05 182 182,00 0 0 4,49
17 5% 189 19,13 189 189,00 0 0 2,08
18  75% 197 14,43 197 197,00 0 0 0,13
19  75% 204 6,24 204 204,00 0 0 0,07
20 5% 210 5,37 210 210,00 0 0 0,06
21 5% 215 0,54 215 215,00 0 0 0,04
22 75% 219 0,55 219 219,00 0 0 0,06
23 5% 222 0,41 222 222,00 0 0 0,02
24 5% 224 0,02 224 224,00 0 0 0
2 95% 31 0,1 31 31,00 0 0 0,08
3 95% 48 0,33 48 48,00 0 0 0,08
4 95% 66 2,9 66 66,00 0 0 0,06
5 95% 83 1,34 83 83,00 0 0 0,07
6 95% 101 1,42 101 101,00 0 0 0,06
7 95% 118 6,16 18 118,00 0 0 0,07
8  95% 134 6,49 134 134,00 0 0 0,08
9 95% 149 85 149 149,00 0 0 0,14
10 95% 165 1,21 165 165,00 0 0 0,06
11 95% 180 5,02 180 180,00 0 0 0,05
12 95% 194 3,54 194 194,00 0 0 0,05
13 95% 207 23,07 207 207,00 0 0 0,06
14 95% 219 17,4 219 219,00 0 0 0,05
15 95% 230 25,48 230 230,00 0 0 0,05
16 95% 240 22,88 240 240,00 0 0 0,04
17 95% 249 2 249 249,00 0 0 0,04
18 95% 257 2,6 257 257,00 0 0 0,03
19 95% 264 2,94 264 264,00 0 0 0,03
20 95% 270 15,65 270 270,00 0 0 0,02
21 95% 275 1,76 275 275,00 0 0 0,02
22 95% 279 0,72 279 279,00 0 0 0,02
23 95% 282 0,53 282 282,00 0 0 0,01
24 95% 284 0,02 284 284,00 0 0 0
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De acordo com as Tabelas 7, 8 e 9, percebe-se que os gaps sao nulos. Isto é, as
solugoes encontradas pelo método proposto MILSRVND sao equivalentes ao limite inferior

encontrado pelo modelo matematico.

Um resultado bem interessante pode ser visto na instancia com n = 5 e d = 5%, onde
o método proposto conseguiu alcancar a mesma solugao em 10 execugoes, indicando a
potencial qualidade da solugao. A variabilidade do método também foi nula, indicando a

robustez do método.

Como pode ser visto nas Tabelas 7, 8 e 9, o método MILSRVND proposto encontrou
todos os 6timos provados pelo modelo matematico sendo que na maioria das vezes, o tempo
despedindo pela abordagem heuristica foi relativamente inferior ao tempo de execucao do

modelo.

6.5 Algoritmo MILSRVND e Modelo Matemaéatico

Com intuito de melhor analisar o desempenho do modelo matematico, bem como do
método heuristico, ambos foram submetidos a novos testes com instancias de 50 vértices
e densidades {5, 50, 95}%. Como, na maioria dos casos, o modelo matematico nao foi
capaz de provar a otimalidade da solucao final, realizou-se um novo conjunto de testes
onde as mesmas instancias foram resolvidas em um processo de duas etapas. Na primeira
etapa, executou-se o método MILSRVND por um tempo méaximo de 600 segundos. Nos
casos em que o modelo matematico encontrou uma solucao 6tima, o critério de parada do
MILSRVND foi buscar por tal valor em um tempo méaximo de 600 segundos. Ja na segunda
etapa, a solugao proposta pelo método MILSRVND foi introduzida no modelo matematico

como uma solucao inicial.

Em todos os testes realizados, o principal critério de parada foi um valor predetermi-
nado para o tempo limite de execucao. Nos testes em que apenas o modelo matematico
foi executado, foi estabelecido um tempo limite de 1800 segundos. Ja o método MILSRVND
e a metodologia que combinou a solu¢ao do MILSRVND com o modelo matematico foram
executados, cada um, em um tempo limite de 600 segundos. E importante ressaltar que

o método MILSRVND foi executado apenas uma vez para cada instancia.

As Tabelas 10, 11, 12, 13, 14, 15 e 16 apresentam os resultados obtidos. As colu-
nas Instancia, Modelo IV, MILSRVND, gap(%), MILSRVND + Modelo IV e
gap(%) representam, respectivamente, a instancia utilizada, a solu¢do encontrada pelo

modelo matematico, a solugao encontrada em uma execucao do método MILSRVND, o gap
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percentual entre a solugoes encontradas pelo modelo matemético e pelo método MILSRVND,
a solugao encontrada pela metologia que combina o método MILSRVND com o modelo ma-
tematico e o gap percentual entre a solugoes encontradas pelo método MILSRVND e tal
metodologia. A coluna Instancia estd dividida em duas outras colunas, sendo que a
primeira faz referéncia ao nimero de clusters k contidos na instancia e a segunda a sua
densidade d. A proximas trés colunas fazem referéncia aos resultados obtidos pela exe-
cucao do modelo matematico. A coluna Sol. Int. representa o valor da solugao inteira
encontrada pelo modelo matematico. Em outras palavras, esses valores representam o
nimero minimo de edigoes a serem realizadas tais que estas tornem o grafo proposto pela
instancia num grafo clusterizado. Os valores em negrito assinalam quando a solucao 6tima
foi encontrada. A segunda coluna indica o valor dar melhor solugao relaxada encontrada
nos casos em que nao se conseguiu provar o 6timo. Em todos os casos, tal valor atua
com um limite inferior encontrado pelo modelo matematico. Observa-se que quanto mais
proximo este valor estiver da solucao inteira proposta, maior serd a probabilidade de se
encontrar o valor étimo para a instancia proposta. Nesta coluna, os valores em negrito
indicam quando a solucao relaxada encontrada pelo modelo matematico foi melhor que
a solucao relaxada encontrada pela metodologia que combina o método MILSRVND com o
modelo matemdtico. A terceira coluna indica o tempo total (em segundos) despendido
pelo modelo matematico para encontrar uma solucao inteira. Os valores em negrito nesta
coluna e nas demais colunas referentes a tempo de execucao indicam um menor tempo
despendido em relacao as outras. As duas proximas colunas fazem referéncia a execugao
do método MILSRVND, sendo que a primeira coluna indica o valor da solugao encontrada
e a segunda coluna o respectivo tempo despendido. Os valores em negrito na primeira
coluna indicam quando a solugao 6tima foi encotrada ou, nos casos em que nao se obteve
uma solugao 6tima, os valores menores que a solucao encontrada pelo modelo matematico.
A préxima coluna, ja citada, apresenta os valores de gap percentuais. As trés proximas
colunas tem, respectivamente, o mesmo sentido que as trés colunas descritas no caso do

modelo matematico IV. Por fim, a tdltima coluna indica o, ja citado, gap percentual.
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Nos testes em que a densidade dos grafos era de 5%, o modelo matematico conseguiu
provar a otimalidade de 33 das 48 instancias propostas. O método MILSRVND, em ape-
nas uma execucao, encontrou a maioria dos valores 6timos, sendo o gap maximo igual a
3% considerando os casos onde o valor 6timo foi encontrado. Observa-se também, uma
melhoria de qualidade das solugoes encontradas em alguns casos. Além do mais, para
esse conjunto de instancias, o método MILSRVND demandou um maior tempo de execucao
quando comparado ao modelo matemético (em ambas as abordagens). Ao aplicar a me-
todoligia mista, conseguiu-se provar a otimalidade de mais algumas instancias, bem como
reudizir o tempo despendido em cada prova. E importante ressaltar que a metodologia
mista nao foi capaz de melhorar nenhuma das solucoes iniciais propostas pelo método
MILSRVND. Portanto, afirma-se que o método MILSRVND foi eficaz ao auxiliar o modelo
matematico no processo de busca de uma solucao 6tima. De acordo com os gaps entre o
método MILSRVND e o modelo matemadtico para as instancias com densidades iguais a 50%
e 95% o método MILSRVND apresenta um melhor desempenho, sendo que em alguns desses
casos a metodologia mista foi capaz de provar a otimalidade das solugoes propostas pelo

respectivo método.
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7  Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho abordou o Problema de Edi¢ao Nao Automaética de Clusters (PENAC).
Dada a sua dificuldade de resolucao na otimalidade, em virtude de o mesmo pertencer a
classe NP-dificil, foi utilizado um algoritmo heuristico hibrido, denominado MILSRVND.
Este algoritmo consiste em duas etapas, onde na primeira uma solugao inicial é gerada a
partir de uma heuristica construtiva. Na segunda etapa um refinamento é feito por uma
heuristica inspirada na metaheuristica Iterated Local Search, tendo como busca local o

método VND com duas estruturas de vizinhanca diferentes.

Para validar o algoritmo heuristico, foi utilizado um conjunto de instancias gerado de

maneira aleatéria, contendo ao todo 115 problemas-teste.

De acordo com os resultados empiricos obtidos, verifica-se que o MILSRVND é um
algoritmo robusto, com baixa variabilidade média, e com solugoes aderentes ao limite

inferior.

O modelo de programagao matemaética proposto foi implementado em 4 versoes. Em-
bora a versao simples do modelo, contendo apenas a modelagem necessaria para garantir a
viabilidade de uma solucao, tenha obtido os valores 6timos para as instancias em questao,

o tempo despendido para encontra-las foi elevado se comparado as demais modelagens.

A metodologia mista (combinagdo do método MILSRVND com o modelo matematico)
se mostrou mais eficiente ao encontrar um maior ntimero de solugoes 6timas do que o

modelo matemadtico simples (sem o auxilio do método MILSRVND).

Como trabalho futuro, pretende-se explorar melhor as vizinhancas, tentando melhorar
a qualidade das solucoes finais geradas pelo método MILSRVND. Também, como sugestao
para trabalhos futuros, podemos incluir o desenvolvimento de novas heuristicas utilizando
conceitos de outras metaheuristicas, tais como os Algoritmos Evolutivos e o Iterated Local

Search (ILS) que tem tido bom desempenho em problemas similares ao PENAC. Talvez, o
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principal trabalho futuro seja investir no desenvolvimento de uma modelagem matematica
mais eficiente que, com o auxilio de uma boa solucao inicial, consiga provar a otimalidade

de todas as instancias propostas neste trabalho.
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