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Resumo

O PROBLEMA DE BICLUSTERIZAGAO POR EDIGAO DE ARESTAS (PBEA) é uma
problema N P-dificil em que, dado um grafo bipartido G = (V, U, E) e um inteiro k > 0,
deseja-se adicionar ou remover no maximo k arestas de forma a tornar G uma uniao
disjunta de subgrafos bipartidos completos (bicliques). Neste trabalho, um método exato
para o PBEA ¢é proposto. Este método é um Branch and Cut com algoritmo de separagcao,
heuristica primal e pré-processamento. Ele foi testado em instancias representadas por
grafos bipartidos aleatorios, que foram gerados utilizando o modelo G(m,n, p), também
conhecido como modelo binomial. E provada a relacio do BPEA com o PROBLEMA
DE FORMAGAO DE CELULAS DE MANUFATURA (PFCM). Com isso, foi desenvolvido
um algoritmo exato para o PFCM que resolveu 27 das 35 instancias da literatura, e
proposto um novo modelo matematico linear fracionario para o problema. Os resultados
foram obtidos através de implementagao na linguagem C++ juntamente com o pacote de
otimizagao linear mista CPLEX. Foi observado que o algoritmo Branch and Cut proposto
¢ mais eficiente do que o do CPLEX sozinho e que o pré-processamento reduz o tempo
do algoritmo, principalmente se executado juntamente com a heuristica.

Palavras-chave: Clusterizacao. Edicao de Arestas. Método Exato



Abstract

The BICLUSTER GRAPH EDITING PROBLEM (BGEP) is a N'P-complete problem
such that, given a bipartite graph G = (V,U, F) and an integer k > 0, asks whether
it is possible to add and/or remove at most k edges in order to make G a union of
complete bipartite subgraphs (bicliques). In this paper, an exact method for the BGEP
is presented. It is composed by a Branch-and-Cut method with a separation algorithm, a
primal heuristics and a pre-processing step. The instances for the problem are obtained
by random bipartite graphs that have been generated using the model G(m,n,p), also
known as binomial model. It is also proposed an application to the MANUFACTURING
CeELL FORMATION PROBLEM (MCFP), by developing an exact algorithm that solved 27
of 35 instances from the literature of the MCFP, and a new linear fractional model for this
problem. The results were obtained through the implementation in C++ with the mixed
linear optimization package CPLEX. It was observed that the proposed Branch-and-Cut
is more efficient than the CPLEX alone, and the preprocessing reduces the time of the
algorithm, especially if performed with the heuristic.

Keywords: Clusterization. Graph Editing. Exact Method.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo é apresentada, primeiramente, a motivagao para o problema estudado
neste trabalho. Em seguida, descreve-se o problema, juntamente com uma revisao bi-
bliografica e mostram-se diversas aplicagoes para o problema. Por fim, a estrutura do

trabalho é apresentada.

1.1 Motivacao

No ponto de vista pratico do problema, pode-se citar varias aplicacoes nas quais o
PROBLEMA DE BICLUSTERIZAGAO POR EDIGAO DE ARESTAS (PBEA) ¢é aplicado, den-
tre elas: analise de dados biologicos, projetos de redes multicast, mineracao de dados e
formagao de células de manufatura (proposta neste trabalho). Quanto ao ponto de vista
teorico, a versao de otimizagao do PBEA pertence a classe N'P-dificil [3]. Assim, encon-
trar uma forma viavel de resolver esse problema ja corresponde a um desafio. Além disso,
o fato de o problema ser pouco explorado na literatura acrescenta uma motivagao extra

por haver muito trabalho a ser desenvolvido.

1.2 Descricao e Literatura do Problema

O PBEA ¢ um problema N'P-completo em que, dado um grafo bipartido G = (V, U, F)
e um inteiro k£ > 0, onde V e U sao conjuntos nao vazios de vértices e £/ é um conjunto
de arestas, o objetivo é adicionar ou remover no méximo k arestas de forma a tornar G
uma uniao disjunta de subgrafos bipartidos completos maximais (bicliques).

Um problema semelhante ¢ o CLUSTER GRAPH EDITING PROBLEM, primeiramente
estudado por Gupta & Palit [29]. Ele consiste em tornar G uma uniao disjunta de sub-
grafos completos (cliques), onde o grafo de entrada G nao é necessariamente bipartido.
Ambos sao casos de problemas de particao em grafos.

Varios tipos de algoritmos de particionamento sao descritos por Pothen [52| e sao
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aplicados em diversas areas da ciéncia da computacao. Ja Alpert & Kahng [2] mostram
como explorar o espaco de solugoes viadveis através de algoritmos gulosos, buscas locais,
simulated annealing e algoritmos evolucionarios. No entanto, pouca coisa ¢ apresentada
para resolver o PBEA.

O conceito de biclusterizacao foi introduzido em meados da década de 70 [30], mas o
primeiro uso do termo se deu no contexto da biologia computacional com o trabalho de
Cheng & Church [16]. Desde entao, algoritmos tém sido propostos e utilizados neste e em
outros campos de aplicagao [1, 6, 22|.

Nomes como co-clusterizacao, clusterizagao bidimensional, entre outros, sao frequente-
mente utilizados na literatura para se referir ao mesmo problema. Em suma, este conceito
denota a existéncia de submatrizes “significativas” em uma dada matriz, ou seja, um sub-
conjunto de linhas e de colunas que possuem padroes inicos baseados em um certo método
de classificagao.

No entanto, existem diversas formulagoes e contextos para o problema de biclusteriza-
cdo. E possivel representar a matriz através de um grafo bipartido, considerando as linhas
e colunas como vértices, no qual cada conjunto de vértices (linhas e colunas) pertencem
a partes diferentes da mesma biparticao.

Em um grafo bipartido sem pesos, um bicluster ideal ¢ um subgrafo bipartido completo
(biclique). A presenga de bicliques indicaria um alto grau de similaridade entre os dados
agrupados. Em especial, chama-se de grafo bicluster (ou biclusterizado) o grafo bipartido
no qual cada uma de suas componentes conexas forma uma biclique.

Neste trabalho, é focada a versao de otimizacao de um dos diversos problemas de
biclusteriza¢ao apresentados e definidos em Amit [3], o PBEA.

PROBLEMA DE BICLUSTERIZAGAO POR EDICAO DE ARESTAS
INSTANCIA: Um grafo bipartido G = (U, V, E) e um inteiro k > 0.

QUESTAO: E possivel realizar no maximo k edi¢oes de arestas (remogdes e adigoes) de

forma a tornar G' um grafo bicluster?

JOI0I0I010

%5

(a) Instancia. (b) Solugao.

Figura 1.1: Exemplo do PBEA.

A Figura 1.1 mostra um exemplo de um grafo onde uma adicao, aresta (3,6), e uma
remogao, aresta (3,8), tornam-o em um grafo biclusterizado. Observe que esta nao é a
solugdo Otima, uma vez que bastaria uma edi¢do, remover a aresta (3,7), para torna-

lo um grafo bicluster. Além disso, considera-se um tnico vértice como uma biclique,
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representada na figura pelo vértice 5.

Amit [3] provou que o PBEA (em sua versao de decisao) é um problema N P-completo,
a partir de uma redugao polinomial do problema 3-EXACT 3-COVER, e propoe uma for-
mulacao em programagcao inteira binaria e um algoritmo 11-aproximado para o problema.
Ja o trabalho de Protti et al. [53] propoe um algoritmo que usa uma nova estratégia ba-
seada em técnicas de decomposi¢ao modular. O algoritmo resolve o problema em tempo
O(4* +n +m), em que k é o niimero de edigoes no grafo, n é o ntimero de vértices e m
o namero de arestas. Com base no trabalho de Amit [3], Guo et al. [28] propoem um
algoritmo randoémico 4-aproximado que serd explorado na Secao 2.4.2.

Outras variagoes do problema sao apresentadas por Amit [3|. Algumas variagoes
tornam-se polinomiais, como encontrar a biclique com a maxima soma de pesos em seus

vértices. Porém, a maioria continua na classe N'P-completo, como:

e cncontrar uma biclique cujas partigoes possuem cardinalidades a e b respectiva-

mente;
e encontrar uma biclique com partes com cardinalidades maiores que um inteiro k;
e encontrar uma biclique com mais que k arestas;
e encontrar a biclique com a méxima soma de pesos em suas arestas.

No que diz respeito a meta-heuristicas, os recentes trabalhos de Pinheiro et al. [51] e
Sousa Filho et al. [57] abordam o problema através do método GRASP. Em Pinheiro et al.
[51], 0 GRASP é comparado com um método exato adicionado ao pré-processamento des-
crito neste trabalho. Ja Sousa Filho et al. [57] comparam seu GRASP com as heuristicas
da literatura — apresentadas na Secao 2.4 —, e propoem uma regra de redugao.

Segundo Madeira & Oliveira [42], algoritmos de biclusterizagdo assumem uma das
seguintes situagbes: ou existe apenas um bicluster (como na Figura 1.2a), ou existem
K biclusters, em que K é geralmente definido a priori. Quando o algoritmo assume a
existéncia de varios biclusters, as estruturas da biclusterizacao podem variar de acordo

com o problema, como mostra a Figura 1.2. Essas estruturas podem ser:
(a) bicluster tnico;

(b) biclusters com linhas e colunas exclusivas;

(c) biclusters nao sobrepostos com estrutura xadrez;

(d) biclusters linhas exclusivas;

(e) biclusters colunas exclusivas;

(f) biclusters nao sobrepostos com estrutura de arvore;
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(g) biclusters nao sobrepostos e nao exclusivos;
(h) biclusters sobrepostos com estrutura hierarquica e

(i) biclusters sobrepostos arbitrariamente.

= ol
LOM

Figura 1.2: Estruturas de biclusterizacao.

]
()

No PBEA, o numero K de biclusters nao é definido a priori, o que deixa o problema
mais dificil. Sua estrutura de biclusterizagao consiste em biclusters com linhas e colunas

exclusivas, conforme apresentado na Figura 1.2b.

1.3 Algumas Aplicagoes para o PBEA

O PBEA pode ser aplicado para resolver qualquer problema que tenha como objetivo
uma biclusterizagao com linhas e colunas exclusivas. Nesta se¢ao, algumas aplicacoes
para o problema serao introduzidas; dentre elas, a anélise de dados biologicos — que ¢ a
principal e mais estudada aplicagao — e o problema de formacao de células de manufatura

(aplicag@o proposta neste trabalho).

1.3.1 Analise de Dados Biolégicos

O conceito de agrupamento de dados em clusters surge em muitos contextos e discipli-
nas diferentes. A modelagem através do PBEA produz boas solu¢oes para um problema
da biologia computacional que consiste em encontrar um bom agrupamento de genes que
satisfaca a um critério de homogeneidade, ou seja, genes dentro de um agrupamento de-
vem ter uma alta semelhanca entre si e a separagao entre os agrupamentos deve ser bem
definida [16, 42, 61].

A analise de dados biolégicos tem como entrada uma matriz gene (linha) x carac-

teristica ou fenotipo (coluna). As caracteristicas podem ser de individuos diferentes ou
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até de diferentes condig¢oes experimentais do mesmo individuo, como por exemplo tecidos
diferentes: um canceroso e um saudavel. A linha de um determinado gene é chamada de
padrao de expressao do referido gene. Ja a coluna é chamada de perfil de expressao da
condicao.

A matriz gene—caracteristica é uma poderosa fonte de informagao para obter dados
biologicos. O principal objetivo neste tipo de estudo é obter uma melhor compreensao das
funcoes dos genes. Para isso, utiliza-se a ideia de que os genes com padroes de expressao
semelhantes tendem a ter uma funcionalidade semelhante. Com isso, é possivel identificar
perfis de doencas, decifrar mecanismos de regulagao do organismo, realizar genotipagem
(processo laboratorial para definir gen6tipos), desenvolver drogas etc.

Com a matriz gene—caracteristica cria-se um grafo bipartido onde os genes e as carac-
teristicas serao as partes da biparticao. Isto transforma o problema do agrupamento de
genes no PBEA.

1.3.2 Projeto de Redes Multicast

Uma sessao de multicast é definida como um subconjunto de clientes que requerem
a mesma informacao. Cada cliente pode exigir varias sessoes multicast. A principal
limitagao é que uma rede de telecomunicacoes nao pode controlar muitas sessoes multicast
ao mesmo tempo. A solucao encontrada é agrupar as sessoes em um nimero limitado de
sessoes.

Um exemplo de sessao multicast ¢ TV sobre IP. Nele, um subconjunto de clientes pode
requerer o mesmo canal ou o mesmo subconjunto de canais, durante um dado periodo de
tempo. Faure et al. [22] mostram que uma variante do PBEA ajuda no projeto de uma
rede multicast. Neste problema, as partes da biparticao sao formadas pelos conjuntos de

clientes e sessoes.

1.3.3 Mineragao de Dados

Dados s@o normalmente armazenados em uma base de dados (ou uma matriz de dados)
na qual cada registro possui uma coluna de atributos [1]. Em aplicagdes com centenas e
milhares de registros, uma alternativa para descobrir novas informacgoes e conhecimento
se da através da biclusterizacao.

Imagine itens a serem vendidos em um supermercado. O objetivo é a descoberta de
padroes ocultos. Descobrir compras semelhantes pode ajudar ao supermercado a melhor
dispor seus produtos, identificar padroes de seus clientes, criar regras de associagao que
ajudem em promocoes etc. Todas essas informacoes nao seriam perceptiveis ja que muitos
dos padroes de compra nao sao aparentes.

Ao dispor de uma matriz compra—item (registro da compra x item comprado), um



1.4. Estrutura do Trabalho 6

algoritmo de biclusterizacao pode nos dar uma boa visao das rela¢oes ocultas nos dados.
Diferentemente do uso de algoritmos de clusterizagdao, em que cada compra é avaliada
usando todos os seus itens, a biclusterizacao apresenta, neste caso, melhores resultados que
uma clusterizacao, ja que nela todos os itens de uma compra podem nao estar contribuindo
para esse cluster.

Da mesma forma que a aplicagdo para um supermercado, é possivel fazer uma associa-
¢ao com classificacao de documentos, onde se obtém uma matriz documentos—palavras [6].
A classificacao em si ocorre de forma semelhante & aplicacao de dados biologicos descrita

na Secao 1.3.1.

1.3.4 Formacao de Células de Manufatura

A formacao de células de manufatura vem sendo utilizada nos ultimos anos como uma
estratégia eficiente para a redugao de custos e tempo de produgao em um sistema de
manufatura. O PROBLEMA DE FORMAGCAO DE CELULAS DE MANUFATURA (PFCM)
tem por objetivo formar células (um galp@o por exemplo) em um sistema de manufatura,
nas quais sao agrupadas maquinas dedicadas & producdo de uma familia de partes (ou
produtos). Um sistema de manufatura pode ser representado como uma matriz parte—
méquina. Nele, deseja-se obter células com um alto nivel de similaridade entre as partes e
méquinas que sao utilizadas em sua fabricacao. Como consequéncia disso, obtém-se uma
reducao no numero de deslocamentos de partes entre células e um melhor aproveitamento
das maquinas na célula.

No Capitulo 3, mostra-se a associacao entre o PBEA e o PFCM e propoe-se um método
exato para o PFCM baseado em métodos para o PBEA. Como os dois problemas possuem
uma grande similaridade, os métodos utilizados em um problema podem ser aproveitados

no outro.

1.4 Estrutura do Trabalho

A continuagao deste trabalho esta organizado da seguinte maneira:

Capitulo 2: contém a proposta de um algoritmo exato para a resolugao do PBEA;

Capitulo 3: apresenta a aplicacao do PBEA para o PFCM;

Capitulo 4: exibe e discute os resultados computacionais;

Capitulo 5: apresenta conclusoes e trabalhos futuros.



Capitulo 2
Proposta de algoritmo Branch-and-Cut

Neste capitulo apresenta-se a proposta para um algoritmo Branch-and-Cut (B&C)
para o PBEA. Primeiramente, é descrito o processo de B&C na Segao 2.1 e a formulagao
matematica para o problema na Secao 2.2. Propoe-se um algoritmo de separacao para ser
incorporado no B&C na Secao 2.3. Finalmente, sdo apresentadas as heuristicas primais

na Secao 2.4, e o pré-processamento na Secao 2.5.

2.1 Métodos Exatos

Nesta se¢ao, sao discutidos alguns conceitos gerais dos algoritmos Branch-and-Bound
(B&B) para Programagao Inteira (PI). Um problema de PI pode ser representado da

seguinte forma genérica:

max ¢z (2.1)
sa Arx <b (2.2)
xeZ". (2.3)

em que x é um vetor de variaveis de decisdao. O objetivo ¢ maximizar a funcao ¢z,

enquanto que as variaveis devem atender ao conjunto de restrigdes lineares (2.2). A
dificuldade em resolver um problema de PI da forma (2.1) — (2.3) encontra-se nas restri¢oes
de integralidade (2.3), que tornam o problema N P-dificil [32].

Uma tentativa de resolver o problema acima é omitir a restricao de integralidade
(2.3); dessa forma obtém-se o problema relaxado. A solugao relaxada pode ser obtida em
tempo polinomial através de Programacao Linear (PL). Essa solu¢ao pode ser fracionaria
ou inteira, mas, de qualquer forma, a PL fornece um limite dual (ou limite superior)
para o problema de maximizacao da PI. No caso de a solugao ser inteira, observe que o
problema de PI também foi resolvido.

O fato de que pode-se resolver um problema de PL em tempo polinomial, e que sua
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resolucao sempre fornece um limite dual, possibilita a utilizacao da PL em algoritmos de
enumeracao, como o B&B e suas variantes. Para se resolver um problema de PL utiliza-
se, normalmente, o algoritmo Simplez de Dantzig [20], que é exponencial no pior caso.

Entretanto, ele apresenta no caso médio resultados melhores que os demais algoritmos.

2.1.1 Branch-and-Bound

O Branch-and-Bound (B&B) é um método exato utilizado para resolver problemas de
programagao inteira [63]. O primeiro algoritmo B&B para PI foi proposto por Land &
Doig [40] em 1960. Trés anos depois, Little et al. [41] apresentaram uma aplicagdo com-
putacional bem-sucedida do B&B para o PROBLEMA DO CAIXEIRO-VIAJANTE (PCV).
Eles foram os primeiros a chamar o método de B&B [4].

Neste método, o problema ¢é dividido em subproblemas com dominios disjuntos. Cada
um deles é representado por um né em uma estrutura de arvore. A cada iteracao, sao
calculados limites primal e dual em um né da arvore e é executada a ramificagao do
problema em dois novos subproblemas. Esses limites sao utilizados para eliminar gran-
des subconjuntos de candidatos infrutiferos. Eles podem ser obtidos, por exemplo, pela
solucao relaxada e por uma solucao heuristica respectivamente.

O método comega resolvendo a relaxagao de uma determinada instancia do problema,

por exemplo:

max c'x sa r€S, (2.4)

na qual § é um conjunto de restrigoes que podem ser representadas por Ax < b. Com
a relaxacao resolvida, encontra-se a solugao z*. Se x* for uma solucao inteira entao o
problema esta resolvido. Caso contrério, o algoritmo escolhe uma varidvel z com valor

*

7 € fraciondrio, faz-se:

fracionario. Como o valor de z

B'=lzj] e B"=Taf]. (2.5)

Com isso, o algoritmo faz a ramifica¢do e o problema original (2.4) se transforma em

dois subproblemas:

max c'z sa zeSea) < (2.6)

max c'z sa zeSea;>p" (2.7)

Isso se repete para cada n6 da arvore, e dessa forma, a cada etapa do B&B, novos nos sao
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criados. A Figura 2.1 mostra o problema inicial (2.4) como a raiz da arvore. Em seguida,

a mesma foi dividida em dois subproblemas (2.6) ¢ (2.7).

S

viw < ] <

vie < B, >
B v < B
v > 0} vy > b}
vj < vy > B}

Figura 2.1: Arvore do Branch-and-Bound [4].

Se o algoritmo continuasse dessa forma, obteria apenas uma simples enumeracao. O
que diferencia o B&B de uma enumeragao sao as podas. Com as podas elimina-se uma

grande quantidade de solugoes sem nem mesmo avalia-las. As podas podem ser:

e por otimalidade, quando os limites inferior e superior de um ramo sao iguais, ou
seja, a solucao 6tima deste subproblema foi encontrada, nao havendo necessidade

de examiné-la;

e por limite, quando o limite superior de um né ¢ menor (maximizagao) que o limite
inferior do problema, e conclui-se que o 6timo do problema nao se encontra neste

ramo;
e por inviabilidade, quando nao existe solu¢cao no ramo.

Terminada a poda, o algoritmo faz uma nova iteragao, sempre seguindo essa ordem:
escolhe um no, resolve a relaxacao, obtém os limites primais e duais, realiza a poda ou
faz a ramificacao e inicia uma nova iteracao. Esse processo continua até que todos os nos

sejam avaliados.

2.1.2 Método de Planos de Corte

Um método de planos de corte consiste em uma busca iterativa com o objetivo de
refinar um conjunto viavel ou fung¢ao objetivo por meio de inequacgoes lineares, chamadas

cortes [63]. Em 1954, Dantzig et al. [19] resolveram o “problema das 49 cidades”. Este
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problema consiste em resolver o PCV formado pelas 48 capitais dos EUA mais a capital do
pais, Washington. Dantzig et al. reduziram o problema para 42 cidades e resolveram-no
usando o primeiro algoritmo de plano de corte.

Gomory [25, 26| obteve grandes resultados com algoritmos de planos de corte fracio-
narios. Outro importante resultado tedrico é o trabalho de Chvatal [17|, onde propoe-se
o procedimento de Chvatal-Gomory e prova-se que toda inequacao valida pode ser encon-
trada aplicando o procedimento proposto um ntmero finito de vezes.

A ideia de um algoritmo de plano de corte consiste em resolver a relaxacao e obter
uma solugao x*; se a solugao for fracionéria, deve-se adicionar novas restri¢oes (cortes) que
tornem a solucao fracionaria invidvel. Para encontrar uma nova restricao, é necessério
conhecer a priort uma familia F de inequacoes validas para o problema. Conhecendo
F e x*, o algoritmo responséavel por encontrar uma equagao violada por z* é chamado
de algoritmo de separagao. Se o algoritmo de separagao encontra uma restrigao violada,
deve-se adiciona-la a formulacao do problema e resolver novamente a relaxagao linear.
Esse ciclo continua até que se encontre uma solugao inteira ou o algoritmo de separacao
nao encontre um novo corte.

Caso o plano de corte termine sem uma solugao inteira, a formulagao composta pelo
problema original juntamente com todas as restricoes adicionadas pelo plano de corte

podem servir de entrada para um algoritmo B&B.

2.1.3 Branch-and-Cut

Com o surgimento do B&B e dos métodos de plano de corte, o progresso dos métodos de
resolucao de problemas de PI ficou limitado. Até que, no meio dos anos 80, foi apresentada
uma solugao chamada Branch-and-Cut (B&C). Seu nome foi introduzido por Padberg &
Rinaldi [48], apesar de ja existirem trabalhos anteriores.

O B&C é uma generalizacao do B&B. E a unido dos conceitos de B&B com plano
de corte. Consiste em um B&B em que, a cada iteragao, é executado um algoritmo de
separagao. Esse algoritmo tem como objetivo encontrar novas restrigoes (cortes) que sao
adicionadas aos subproblemas, deixando assim o problema mais restrito e, consequente-
mente, mais préoximo da solucao inteira.

Nas proximas segoes, apresentar-se-a o algoritmo B&C proposto, juntamente com a
explicacao dos detalhes da formulagao: algoritmo de separacao, heuristicas primais e pré-

processamento utilizado.

2.2 Formulacao

A tnica formulagao encontrada na literatura para o PBEA ¢é a proposta por Amit [3].

Ela se baseia no fato de que grafos biclusterizados tém o P, como subgrafo proibido. Em
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outras palavras, toda vez que houver um subgrafo induzido P, em G, significa que G nao
é um grafo biclusterizado. O P, é um caminho composto por 4 vértices, como mostra a

Figura 2.2.

Figura 2.2: Subgrafo proibido P.

O P, é um subgrafo proibido, uma vez que sempre sera necessario realizar alguma
edi¢ao de aresta para torna-lo um grafo biclusterizado. Se i, j, k e | pertencem & mesma
biclique entdo todas as arestas entre eles devem existir, o que ndo acontece, ja que (7,1)
nao existe. Caso os vértices pertencam a bicliques diferentes entao pelo menos uma das
arestas deve ser removida.

A formulagao é definida como:

min xij + Z (1— ;) (2.8)
)

+(ij —(i5)
S.a Ty < x;+ Tl + Ty Vi, keUe j,l eV (29)
Tij S {0, 1} Vie U ej eV. (210)

Na formulagao, z;; vale 0 se a solugdo contém a aresta entre os vértices i e j; +(ij) =
{ij|(ij) € E} e —(ij) = {ij|(ij) ¢ E}. Na equagdo (2.8), a funcao objetivo indica quantas
edi¢oes foram realizadas. O primeiro e o segundo somatoérios representam a quantidade
de remogoes e adigdes respectivamente. A restri¢ao (2.9) elimina os subgrafos induzidos
P,. E por fim (2.10) é a restrigao de integralidade.

Por motivos didéaticos, pode-se inverter a formulacao de Amit, a fim de torna-la mais
intuitiva. Dessa forma, se cada variavel z;; for substituida por 1 — y;;, surge a seguinte

formulacao:

min > (L—yy)+ Y vy (2.11)
—(i5)

+(ij)
s Y+ Yk + Y < 2+ Yy VijkeUejleV (2.12)
yi; €{0,1} VieUejeV. (2.13)

em que, y;; vale 1 se a solugao contém a aresta entre os vértices ¢ e j. Agora, fica facil
perceber que a restrigao s6 sera violada se y;, yr; € Yy valerem 1 e y;; valer 0, formando
assim um Py entre ¢, [, k e j.

Veja que o ntmero de restrigoes desta formulagao ¢ |U]?|V|?. Por isso, torna-se lenta

a utilizacao da formulagao completa desde o inicio do algoritmo. Ela foi levada em consi-
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deracao, porém nao foi viavel. Como alternativa, propoe-se que o modelo se inicie vazio
e que um algoritmo de separagao acrescente as restricoes de acordo com a demanda do
problema, ou seja, quando elas forem violadas.

No decorrer das iteracoes, o algoritmo de separacao encontra restrigoes violadas e
as adiciona no modelo. Na proxima secao, serda proposto um algoritmo de separacao
especifico para o PBEA. Uma alternativa a utilizagao deste algoritmo é deixar que o solver
se responsabilize por adicionar as restri¢oes violadas através de seu proprio algoritmo de

separacao. Assim, neste trabalho, serao avaliadas duas formas de se adicionar as restrigoes
no decorrer do B&C:

1. todas as restri¢coes sao adicionadas no pool do CPLEX e ele gerencia a adicao e

remocao das restri¢oes;

2. uso do algoritmo de separagao proposto.

Na primeira forma, deixa-se que o solver seja responséavel por adicionar as restrigoes
no decorrer do algoritmo. Para isso, é necessario adicionar todas as restricoes em um
pool chamado de lazy constraints. J& a segunda forma consiste em utilizar o algoritmo de

separacao proposto na Secao 2.3.

2.3 Algoritmo de Separacao

Como o niimero de restrigoes é alto, iniciar o modelo com todas as restri¢coes deixa o
processo lento a ponto de torna-lo inviavel. Por isso, propoe-se um algoritmo de separacao
que adiciona as restricoes violadas ao modelo & medida em que forem encontradas. Para
encontrar as restri¢coes violadas de forma eficiente, o algoritmo foi construido usando o
método de programagao dindmica reversa (também chamada de memoizagao [18]). A
finalidade deste o algoritmo consiste em pesquisar na familia de inequacoes z;; — x; —

xk; — T > 0 (2.9) as restricoes que estao violadas (Figura 2.3).

Figura 2.3: Restricao violada.
As equagoes abaixo mostram como foi definida a programagcao dinamica.

1 %

2,1 gl 1
di = Ilrél‘}l{diz+ di }
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lizk = arlg I‘?in{dill + d,lﬁl}
€

d>* = min {d} +d.
ik lGV\{lfk}{ il kl}

2.1 . 2
d;j -, sej#la
2,2 - 712
d;”, sej =13

3 2 1
d;; = kgljl\r{li}{dikj + dy; }

4 1 3
dij = {dij - dij}

d2 . =

O algoritmo de separacao esté representado pelo Algoritmo 2.1, onde se procura a
restrigdo mais violada para cada par de vértices (7,7), tendo como entrada a relaxagao
linear. Veja que, ao calcular o valor de uma restri¢ao (Figura 2.3), calcula-se o valor de
uma “sub-restri¢io” Ps. O algoritmo de separagiao proposto possui ordem O(|U|?|V|?).
No entanto, cada sub-restricao é calculada apenas uma vez pelo Algoritmo 2.2. Dessa
forma, em uma nova restricao, uma parte do célculo ja estara feito, aumentando assim o
desempenho do método.

O principal problema em encontrar as “sub-restricoes” Pj3 através da programacao
dindmica se deve ao fato de que para encontrar d; precisa-se de dj;,;. Com isso, existe a
possibilidade de o algoritmo retornar [ e j iguais. Dessa forma, deve-se retornar sempre
duas opgoes, a menor e a segunda menor distancia, além do proprio vértice [. Assim, cabe

ao Algoritmo 2.2 avaliar se os vértices sao os mesmos.

2.4 Heuristicas Primais

Uma forma de acelerar o processo do branch é encontrar um limite primal para um
determinado ramo da arvore de solugoes. Para isso, basta encontrar uma solugao viavel
dentro do ramo. Um modo de encontrar uma solugao é através de uma heuristica primal.

Nesta se¢ao, serao apresentada as duas heuristicas utilizadas neste trabalho. A pri-
meira consiste em um algoritmo 11-aproximado proposto por Amit [3], e a segunda é um

algoritmo randémico 4-aproximado proposto por Guo et al. [28|.

2.4.1 Algoritmo Deterministico 11-aproximado de Amit [3]

Dizer que um algoritmo A é a-aproximado significa (no caso de minimizar) que para
qualquer instancia I pertencente ao dominio do problema, o valor de retorno do algoritmo,
A(I), satisfaz A(I) < a x OPT(I), em que OPT(I) é o valor 6timo da instancia.

No caso do algoritmo 11-aproximado de Amit [3], a solu¢ao do algoritmo ¢ menor ou

igual a 11 vezes o valor do 6timo. A demonstracao desta aproximacao pode ser encontrada
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Algoritmo 2.1 Algoritmo de Separagao

1: fungao ALGORITMO DE SEPARAGAO(x*) > Relaxagao Linear como entrada
2 L+

3 para: € U faga

4: para j € V faga

5: d}j — x}j > Inicializando as varidveis com a relaxacao linear
6: dfj’»l.val +— 00 > Inicializando as variaveis que serao utilizadas em

Busca P3

7: fim para

8: fim para

9: para i € U faga

10: para j € V faga

11: d;val < oo

12: para k € U \ {i} faga

13: (d%;val,l) <= BUusca_P3(i, j, k) > Encontra o P3 entre i e k passando

por I # j

14: temp  di;.val + dy;

15: se temp < d3;.val entao

16: d‘?j.val +— temp

17: dj; .k <k

18: Al <1

19: fim se
20: fim para
21: se dj; — d;.val > 0 entao > Teste de violagao
22: L« LU{i,j,d}.k, d3y ;. 1}
23: fim se
24: fim para
25: fim para
26: retorne L > Retorna uma lista de cortes L

27: fim funcao
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Algoritmo 2.2 Busca P;

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:

funcao Busca P3(i, j, k)

se d;'.val = co entdo
temp $— oo
paral € V faca
temp < d}, + dj,
se temp < d?,;l.val entao
d?l;l.val — temp
d;tl 1
fim se
fim para
d?,’f.val +— 00
paral € V \ {d3 I} faga
temp «+ d}, + dj,
se temp < df,f.val entao
d%’f.val — temp
A2 1
fim se
fim para
fim se
se j # d?,;l.l entao
retorne (d;'.val, d;'.1)
senao
retorne (d>;°.wal, d>;’.1)
fim se

25: fim funcao

> Entrada vértices ¢, j e k
> Verifica se jé foi calculado

> Calcula menor Ps

> Calcula segundo menor Ps
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no proprio trabalho de Amit.

A primeira etapa do algoritmo consiste em resolver o problema relaxado, ou seja, a
integralidade das variaveis passa de z;; € {0,1} para 0 < z;; < 1. O algoritmo se baseia
em determinar as bicliques através de vizinhangas definidas pela funcao distancia d, que
nada mais é do que a prépria relaxacao linear. Com a PL resolvida, calcula-se S =V UU

e repetem-se os passos abaixo.

e Passo 1:

Selecione uma aresta de {(u,v) : d(u,v) < £}, caso ndo exista esta aresta va

para o passo 3;
— caleule N, = {i € U,i # u|d(i,u) < 2} e N, = {i € V,i # v|d(i,v) <
calcule N, = {i € U,i # u|d(i,u) < 2} e N} = {i € V,i # v|d(i,v) <

et
2}

— calcule o, a média das distancias entre u e os vértices de N,. Se N, = () entao

faga v, = 1.

— calcule «,, a média das distancias entre v e os vértices de N,. Se N, = () entao

faga a, = 1.

e Passo 2:

( 3

{u,v}, € Quy, Oy > 77
1 3 3
ouseﬁ<au§ﬁeozv>ﬁ
3 1 3
oUsSe Q > e = <, <=
. 1 °11 v =170

— Seja B =

{U,U} U Nu U Ny, S€ Oy, Oy S 1_317

1
{u,v} UN, U N/, seaugﬁeozv>%,

\{u,v}UN{LUNU, se au>1—?’leav§ﬁ.

— Retorne B como uma biclique, faga S = S\ B e volte ao passo 1.

e Passo 3: Quando nao houver arestas com distancia menor que Y11, retorne cada

vértice de S como uma biclique independente (também chamado de singleton).

O algoritmo de Amit foi o primeiro algoritmo aproximativo aplicado ao PBEA. Apesar
de ter um desempenho favorecido na aplicacao do B&C — ja que no B&C, cada no
executada o algoritmo Simplex que é necessario na primeira etapa do algoritmo — ele
nao apresenta uma aproximacgao tao boa quanto o algoritmo apresentado na préxima

secao.
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2.4.2 Algoritmo Randoémico 4-aproximado de Guo et al. [28]

Da forma similar ao algoritmo deterministico, um algoritmo randémico R é (-
aproximado (no caso de minimizagao) se para qualquer instancia I pertencente ao do-
minio do problema, o valor esperado do algoritmo satisfaz E(R(/)) <  x OPT(I) em
que OPT(I) é o valor 6timo da instancia. APPROXBICLUSTER ¢ o algoritmo randémico
4-aproximado proposto por Guo et al. [28] com complexidade O(n?) para o PBEA.

Algoritmo 2.3 APPROXBICLUSTER

1: funcdo APPROXBICLUSTER(G = (V1, V3, E))

2 G+ (0,0,0)

3 enquanto V; UV, # () faga

4: Seleciona aleatoriamente um vértice pivo i € V4 UV,
5: C + NJi]

6: para j € N2(i) faca > quais vértices j estdo na mesma biclique que 7
7 se N(j) = N(i) entao

8 Adiciona j em C

9: senao
10: Adiciona j em C com probabilidade Y2
11: fim se
12: fim para
13: Transforma G[C] em uma biclique
14: G + G'UG[C] > adiciona G[C] como um novo componente de G’
15: G+ G[(WWUWR)\ C] > remove C de G
16: fim enquanto
17: retorne Conjunto de modificagdes de arestas de G para G’

18: fim funcao

O algoritmo 2.3 apresenta o pseudocddigo do APPROXBICLUSTER. A ideia consiste
em escolher, aleatoriamente, um vértice ¢ como pivo, e a partir dos conjuntos N (i) e N2(7)
(vizinhos de segundo grau), determinar sua biclique.

Uma vez que exite uma restricao violada entre os vértices ¢, j, [ e k e um deles seja
escolhido como pivo, o algoritmo adiciona/remove uma das quatro arestas com a mesma
probabilidade — apesar de nao ser explicito — como mostra a Tabela 2.1, em que Ej;

denota o evento de modificar a aresta (i, ).

pivo Pr(E;;) | Pr(Ey) | Pr(Ey;) | Pr(Ew)
) 0 0 % %,
j 0 v 0 v
k % % 0 0
) Vs 0 Yo 0
1VIiVkVI ) Vi Vi Vi

Tabela 2.1: Probabilidade de modifica¢ao de cada aresta [28].
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2.4.3 Comparagao Amit x Guo et al.

Teoricamente, assegura-se que no caso médio o algoritmo de Guo et al. prové resul-
tados melhores que o de Amit. Sousa Filho et al. [57] mostram isso através de testes
empiricos com diferentes tipos de instancia. O resultado mostrou que, realmente, o al-
goritmo de Guo et al. apresenta um desempenho melhor que o de Amit, chegando até
mesmo a igualar o resultado em algumas instancias com a meta-heuristica proposta pelos
autores. Por isso, nos testes computacionais deste trabalho, s6 é levada em consideracao

a heuristica de Guo et al.

2.5 Pré-processamento

Nesta segao, apresenta-se um pré-processamento que fixara e/ou gerara novas restri-
¢oes para o problema. Como base do pré-processamento, propoe-se o Teorema 2.5.1. E a

partir dele, serdo geradas novas restrigoes que serao adicionadas ao B&C.

Teorema 2.5.1. Sejam a e b vértices quaisquer em um grafo bipartido G(V,U, E), e seja
d(a,b) a distdncia entre eles. Se d(a,b) > 4, entdo existe uma solugao dtima na qual a e

b pertencem a bicliques distintas.

PROVA. Deve-se provar que sempre sera mais custoso manter a e b na mesma biclique,
quando d(a, b) > 4, do que manté-los em bicliques distintas. Para tal, serdo definiras duas
fungoes rem(X,Y) e ade(X,Y).

Sejam X CVeY CU. A fungao rem(X,Y’) representa o custo de remover todas as
arestas entre os conjuntos de vértices X e Y. A funcdo adc(X,Y’) representa o custo de
adicionar todas as arestas entre X e Y que faltam para criar uma biclique B = {X,Y}.
Com isso, definem-se N(a) como a vizinhanga de a, e N*(a) = {v € V|d(a,v) = 2}. Para
os casos em que d(a,b) = 0o, ou seja, nao existe um caminho entre a e b, eles ja estdo em
bicliques diferentes. Restam entao dois possiveis casos: a e b na mesma parte (Caso 1) e
em partes diferentes (Caso 2). O caso em que a e b estdo na mesma parte é dividido em
dois sub-casos: d(a,b) > 4 (Caso 1a) e d(a,b) = 4 (Caso 1b).

Nesta prova serao considerados os conjuntos N, € N(a), N, € N(b), N> C N%(a) e
NZ C N%(b).

Caso la:

Neste caso temos que a e b pertencem a mesma parte e N*(a) N N2(b) = 0, ou seja,
d(a,b) > 4. Este caso é representado pela Figura 2.4, em que P representa um

caminho qualquer entre N?(a) e N?(b.)
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U V
N(a)
a Na
N2(a)
N3
P
N3
N2(b)
Np
b
N(b)

Figura 2.4: Caso la.

e A biclique B = {{a,b} UN2U N2, N, U N} tem o custo:

adc(a, Np) + rem(a, N(a) \ Ng)+

+adc(N?2, N,) + ade(N2, Ny) + rem(N2, N(a) \ No) 4+ rem(N2, V' \ (N(a) U N(b)))+

+ade(NE, Ny) + ade(NZ, Ny) + rem(NZ, N(a) \ No) 4+ rem(NZ,V \ (N(b) U N(a)))+
(

+adc(b, Ng) 4+ rem(b, N(b) \ Np).

Porém, a criagao das bicliques By = {{a} U N2, N,} e By = {{b} U N?, N}
tem custo igual a:

rem(a, N(a) \ Ny)
+ade(NZ, Ny) +rem(NZ,N(a) \ No) + rem(NZ, V' \ (N(a) U N(b)))+
+ade(NE, Ny) + rem(NZ, N(a) \ N,) + rem(NZ,V \ (N(b) UN(a)))+
+rem(b, N(b) \ Np).

_l’_

Logo, a separagao em duas bicliques tem um custo menor.

Caso 1b:

Neste caso, tem-se que a e b pertencem a mesma parte e que N?(a) N N%(b) = C, ou
seja, d(a,b) = 4. Este caso é representado pela Figura 2.5. Nele serao considerados
os conjuntos N2, C N?(a) \ C, N3 C N?(b)\C e C' CC.
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U \V
N(a)
a ﬂ‘.
C Na
CI
Nb
o \‘
N(b)

Figura 2.5: Caso 1b.

e A biclique B = {{a,b} UC’, N, U N;} tem o custo:

Custol = adc(b, Ny) + adc(a, Np,) + rem(Ny, N2(a) \ C)+
+ rem(Ny, N2(b) \ C) + adc(C', N,) + ade(C’, Ny)+
+ rem(a,N(a) \ Ng) + rem(b, N(b) \ Np)+
+ rem(C’,N(a) \ Ny) +rem(C’, N(b) \ Np).

Por outro lado, sem perda de generalidade, se |Ny| < |N,|, entao a criagao das
bicliques By = {aUC’, N, U Ny} e By = {b, ()} teriam o custo:

Custo2 = rem(b,N(b))) + adc(a, Ny)) + rem(N,, N%(a) \ C)+
+ rem(Ny, N%(b) \ C) + adc(C’, N,) + adc(C’, Ny)+
+ rem(a, N(a) \ No) +rem(C’,N(a) \ Ny) + rem(C’, N(b) \ Np).

Calculando a diferenca entre os custos:

Custol — Custo2 = adc(b, N,) + rem(b, N(b) \ N) — rem(b, N(b))) =
= [Na| + [N (b)] = [Ny| — [N (D) = [Na| = [Np].

Como |N,| < |N,|, a separacao em duas bicliques tem custo menor ou igual.

Caso 2:

Neste caso, a e b pertencem a partes diferentes. Sua representagao é dada pela

Figura 2.6.
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Figura 2.6: Caso 2.

e A biclique B = {a U N, UN2 bU N, U N?} tem o custo:

adc(a,b) + ade(Ng, Ny) + ade(Ng, N2) + adc(Ny, NZ)+
+ade(NZ, N7) + rem(NZ,V \ N(a)) +rem(Ng,U \ N(b))+
+rem(a, N(a) \ Nq) +rem(b, N(b) \ Np)+

+rem(Ny, N*(a) \ N2) + rem(Ny, N(b) \ N7).

Porém separar em By = {aUNZ N,} e {Ny, {b} UN?} possui um custo menor:

adc(N,y, N?) + adc(Ny, N7) + rem(N2,V \ N(a)) + rem(NZ,U \ N(b))+
+rem(a, N(a) \ No) +rem(b, N(b) \ Np)+
+rem(Ny, N%(a) \ N2) + rem(Ny, N2(b) \ N2).

Logo, a separagao em duas bicliques tem um custo menor.

Com este resultado, pode-se fixar vértices em bicliques diferentes, antes de executar o
B&C. Na prética, utiliza-se o algoritmo de Dijkstra para calcular a distancia entre cada
par de vértices. Com a distancia atendendo o teorema, fixam-se variaveis de decisao ou
criam-se cortes. Caso u e v estejam em partes diferentes, simplesmente fixa-se a variavel

Yuw = 0. J& no caso em que u e v estejam na mesma parte U, serao criados os cortes
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Yuw + Yow < 1, Yw € V. Todo o processo pode ser visto no Algoritmo 2.4.

Como dito na Secao 2.2, para utilizar o algoritmo de separacao do CPLEX basta
adicionar todas as restricoes de proibicao de P, em um pool chamado de lazy constraints.
No caso dos cortes gerados pelo pré-processamento, eles sao adicionados em um outro pool

chamado de user cuts.

Algoritmo 2.4 Pré-Processamento

1: funcdo PRE-PROCESSAMENTO(G = (U,V, E))

2 Utilize o algoritmo de Dijkstra em G para criar d

3 para (i,j) € {i,j € Uli # j e d(i,j) > 4} faga

4: para w € V faga

5: Crie o corte Y + Yjw < 1

6 fim para

7 fim para

8: para (i,j) € {i,j € V|i#j e d(i,j) > 4} faca
9: para w € U faga

10: Crie o corte Yuwi + Yuj <1

11: fim para

12: fim para

13: para (i,j) € {i € U,j € V|d(i,j) > 4} faga
14: Fixe y;; =0

15: fim para

16: fim funcao

2.6 Instancias

Como o PBEA ainda é pouco explorado, nao existem instancias criadas na literatura.
Dessa forma propoe-se a criacao de instancias — grafos bipartidos aleatorios — utilizando
o modelo G(m,n, p), também conhecido como modelo binomial. Este modelo é um caso
especifico do proposto por Gilbert [24| para grafos bipartidos. Com ele, sao construidos
grafos bipartidos G(U,V, E) em que |U| = m, |V| = n e cada aresta de F ¢é incluida
no grafo com probabilidade p, independentemente das outras arestas. Neste modelo, o
namero de arestas de um grafo G, Fg = |E(G(m,n,p))|, ¢ uma variavel aleatéria com
esperanca E(Eg) = mnp. Um exemplo de como gerar um grafo G(m,n, p) pode ser visto

no Algoritmo 2.5.
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Algoritmo 2.5 Algoritmo para Criagao de Instancias

1: funcao CRIAINSTANCIAS(Inteiro m, Inteiro n, Real p)

2 Cria Matrix M,,x,

3: para i =1 — m faga

4 para j =1 — n faga

5 rand < RAND UNIF(0,1) > Gera um numero pseudo-aleatorio entre 0
e 1 com distribuicao uniforme

6: se rand < p entao
7 Mli]lj] «+ 1

8: senao

9: M{i][j] + 0O
10: fim se
11: fim para
12: fim para
13: retorne M

14: fim funcao




Capitulo 3

Aplicacao para o Problema de

Formacao de Células de Manufatura

Neste capitulo apresentaremos uma aplicagdo do PBEA para o PROBLEMA DE FOR-
MAGAO DE CELULAS DE MANUFATURA (PFCM). Faremos uma apresentagdo do pro-
blema na se¢ao 3.1 juntamente com um apanhado geral de sua literatura. Na secao 3.2
mostraremos sua semelhanca com o PBEA e proporemos um algoritmo exato para resolvé-
lo baseado no proprio PBEA. Por fim, proporemos uma nova formulacao linear fracionaria
para o PFCM na Segao 3.3.

3.1 Problema de Formacao de Células de Manufatura

Uma manufatura celular é uma aplicagao do conceito de Tecnologia de Grupo. Ela
se propoe a identificar e agrupar partes similares com o objetivo de otimizar o processo
de manufatura. Seu conceito foi proposto originalmente por Flanders [23] em 1924, e
difundido por Mitrofanov [45] em 1966.

Em 1971, Burbidge [9] propos uma das primeiras técnicas para a criacdo de um sis-
tema de manufatura celular, a andlise de fluro de producdo. A partir deste trabalho, o
modelo de manufatura foi utilizado como uma estratégia eficiente com grandes vantagens
de utilizagao. As principais vantagens de uma industria adotar a formagao de células de
manufatura sao: reducao do tempo necessario para preparar a maquina para a producao;
reducao do tempo de fabricacao; reducao nos custos de transporte das matérias-primas;
simplificacao do fluxo de produgao; e melhora na qualidade dos produtos.

Como dito anteriormente na Secao 1.3.4, pode-se representar um sistema de manufa-
tura por uma matriz binaria parte-maquina em que seus elementos possuem valor 1 se a
parte é fabricada pela maquina e 0 caso contrario. O objetivo do PFCM ¢ formar células
nas quais sao agrupadas maquinas dedicadas a producao de uma familia de partes. E

assim, obter células com um alto nivel de similaridade entre as partes e entre as maquinas

24
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utilizadas em sua fabricacao. Como consequéncia disso, obtém-se uma redu¢ao no nimero
de deslocamentos de partes entre células e um melhor aproveitamento das maquinas na
célula.

Para se obter essas células, faz-se permutacoes entre as linhas e colunas da matriz
a fim de formar submatrizes de 1’s na diagonal principal e submatrizes de 0’s fora. A
Figura 3.1 mostra um exemplo de uma célula de manufatura & esquerda e a clusterizagao

formada pelas permutacoes a direita.

M, My, Ms; M, M; My My Ms M, My
P 0 1 1 0 1 P 1 1 1 0 0
P, 1 0 0 1 0 Ps 1 1 0 0 0
P; 0 1 1 0 0 N P; 0 1 1 0 0
P, 1 0 0 1 0 P, 0 0 0 1 1
pp 0 0 0 1 0 0 of1 1
Ff b0 1 1 0 P 0 0 1)1 o0
P 0 0 1 0 1 Ps 0 1 0 1 1

Figura 3.1: Exemplo de uma resolu¢ao do PFCM.

3.1.1 Literatura do PFCM

O PFCM é uma problema que tem sido muito explorado, principalmente nas tltimas
trés décadas. Nao apenas na forma que em foi apresentado, o PFCM pode ser generali-
zado e acrescido de outros fatores que o tornam mais realista. Por exemplo, acrescentar ao
modelo novas restricoes, como: operacoes que sao requisitadas, tempo de preparo e pro-
cessamento de cada operacao. Em 1998, Selim et al. [56] fizeram uma revisao da literatura
tendo como foco principal o problema generalizado. Da mesma forma, Papaioannou &
Wilson [50] continuaram a revisdo a partir de 1998, destacando o problema generalizado.
Nestes trabalhos, sao apresentadas as principais técnicas empregadas ao longo dos anos,

dentre elas:

algoritmos descritivos;

técnicas de clusterizagao;

técnicas de particionamento em grafos;

inteligencia artificial e meta-heuristicas, como:

— logica fuzzy;
— redes neurais;

— simulated annealing;
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— algoritmos evolucionarios;
— colonia de formigas;

— busca tabu.

Com relagao a variante estudada neste trabalho e apresentada anteriormente, os pri-
meiros algoritmos nessa linha foram o ZODIAC e o GRAPHICS [14, 58]. Com relagao
a meta-heuristicas, o principal trabalho foi publicado em 2004 por Gongalves & Resende
[27]. Nele, apresenta-se uma técnica que combina algoritmo genético com uma heuristica
de busca local. Alguns de seus resultados ainda sao os melhores ainda hoje, juntamente
com os trabalhos de Wu et al. [65] e de Pailla et al. [49].

No que diz respeito as formulacoes mateméticas do problema, com excecao de ape-
nas uma, todas as formulagdes encontradas sao nao lineares. A tnica formulacao linear
encontrada na literatura é a de Boctor [7]; porém, ela possui uma fun¢do objetivo nao
linear que foi linearizada. Além disso, ela considera apenas os 1’s fora das células. Por
esses motivos, este trabalho nao sera comparado com o método proposto. Na Secao 3.1.3,
encontra-se uma discussao mais aprofundada sobre as fungdes objetivo. Vale ressaltar
que nao foi encontrado nenhum trabalho que resolvesse de forma exata as instancias da

literatura.

3.1.2 Tamanho da Célula

Alguns trabalhos definem um valor méaximo para o tamanho da célula. Sua finalidade é
manter as operacoes sob controle ou, no pior caso, limitar o espago disponivel. A grande
maioria dos trabalhos proibe toda célula que possuir menos que duas partes ou duas
méquinas; a esta célula da-se o nome de singleton. No entanto, nao existe um consenso
com relagao ao tamanho das células. ZODIAC e GRAPHICS, por exemplo, proibem
singletons, assim como Gongalves & Resende [27|. Outros trabalhos nao consideram
nenhuma limitacao de tamanho minimo, permitindo até a existéncia de células vazias,
como ¢ o caso do trabalho de Pailla et al. [49]. Ha autores que ficam no meio termo, como
por exemplo James et al. [31], que permitem singletons e proibem células vazias.

O principal problema dessa divergéncia é que muitos trabalhos nao comentam qual
modelo estao utilizando e até mesmo comparam com trabalhos que utilizam modelos
diferentes. Neste trabalho resolve-se o PFCM das duas maneiras mais encontradas na

literatura:
1. sem restrigoes singleton, permitindo células vazias;

2. com restrigoes singleton (células com tamanho minimo 2 x 2).
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3.1.3 Fungoes Objetivo do PFCM

No decorrer dos anos, diferentes formas de avaliar uma solugao do problema foram

propostas, todas sempre se baseando nas seguintes definigoes:

e N; ¢ o namero total de 1’s na matriz, ou seja, o nimero de relagoes parte-maquina;

e N7 ¢é o numero total de 1’s fora dos biclusters, ou seja, o nimero de partes que sao

utilizadas em maquinas de biclusters diferentes;

e N;" ¢ o numero total de 0’s dentro dos biclusters, ou seja, o nimero de méaquinas

subutilizadas no bicluster.

No primeiros trabalhos sobre o tema, como a formulagao de Boctor [7], apenas N{“
era utilizado. Isto ocorre até o trabalho de Chandrasekharan & Rajagopalan [12], na
qual os autores argumentam que, além de minimizar N?* | também era preciso minimizar
Nin. A abordagem utilizada nos trabalhos atuais ¢ a eficacia de agrupamento i, proposta

por Kumar & Chandrasekharan [35]. Pode-se defini-la como:

N - Ny

S ) 3.1
Ny + N (3.1)

1
Observe que o objetivo é maximizar a eficicia; assim, quanto mais proximo de 1 for este

indice, melhor seré o agrupamento.

3.2 Algoritmo Exato para o PFCM

Nesta segao, propoe-se um algoritmo exato para o PFCM baseado no PBEA. Como
dito na Segao 3.1.2, a literatura do PFCM restringe o problema a um tamanho minimo das
células. Com isso, sera definida uma nova variante do PBEA que sera chamada de PRO-
BLEMA DE BICLUSTERIZAGAO POR EDIGAO DE ARESTAS COM SINGLETON (PBEAS).

O PBEAS consiste na adaptacao PBEA para poder se adequar com as restri¢oes do
PFCM. A ideia é adicionar restri¢goes que limitem as bicliques a um tamanho minimo. O

PBEAS é definido com a seguinte formulagao matemaética:

— (i)

+(45)

8.8 Y+ Ykj + Yt < 24 i Vi,keUejleV (3.3)
Zyzj > Sc Vie U (3.4)
jev
> i > s VjeV (3.5)
icU

Yij € {0, 1} VieUejelV. (36)
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em que s; representa a quantidade minima de vértices da particao U em cada biclique e
s. a quantidade minima de vértices da particao V' em cada biclique. Dessa forma, com
as restrigoes (3.4) e (3.5), sera possivel relacionar as bicliques do PBEA com as células
formadas pelo PFCM.

Antes da apresentacao do algoritmo exato e de sua prova, dois lemas serao provados. O
primeiro mostra que uma solugdo do PBEAS é uma solugao viavel do PFCM (Lema 3.2.1).
Ja o segundo define um Limite Inferior (LI) e um Limite Superior (LS) para o PFCM

(Lema 3.2.2).

(a) Instancia do PBEA b ) Solugao do PBEA

6 7 8 9 6 7 8 9
111 1 0 0 111 110 0
211 1 0 0 211 110 O
310 1 1 0 310 111 O
410 0 1 1 4 0 01 1
510 0 0 1 5 0 0lo 1
(C) Instancia dO PFCM (d) SOhl(;éO dO PFCM

Figura 3.2: Exemplo de transformacao PBEA < PFCM.

Lema 3.2.1. No PBEAS e no PFCM com restrigoes de mesmo tamanho de bicluster/cé-

lulas, seus espagos de solu¢ao sao isomdrficos.

PROVA. Para provar este lema, basta mostrar uma bije¢ao entre os conjuntos. Seja [
uma instancia do PBEA. Ela também corresponde a uma insténcia viavel para o PFCM.
As Figuras 3.2a e 3.2¢ mostram um exemplo de uma instancia I representada por um
grafo bipartido e por uma matriz parte-maquina.

Sejam também B e C' os espacos de solugao para o PBEA e PFCM, respectivamente,
para a instancia I. Define-se f : B — C', como a transformagao de uma solugao de B em
uma solucao em C. Para cada vértice da particao U do grafo bipartido cria-se uma parte
na matriz da célula. E para cada vértice da partigdo V cria-se uma maquina na matriz. A
criacao das células é feita a partir da solucao do bicluster, como mostram as Figuras 3.2b
e 3.2d. Como isso, cada solucao de B é levada em apenas uma solugao de C'.

Da mesma forma, define-se g : C' — B como transformacao inversa de f que leva cada

solucao de C' em apenas uma solugao de B. Para isso, dada uma solucao de C, cria-se um
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vértice em U para cada parte e um vértice em V' para cada maquina. Como f: B — C
e g : C' — B sao duas fungoes injetoras, entao obtém-se uma bijecao entre B e C, e

consequentemente, B e C' sao isomorficos. |

Como consequéncia do Lema 3.2.1, uma solucao viavel do PBEA pode ser representada
como uma solugao viavel para o PFCM. A Figura 3.2 mostra uma instancia para o PBEA
e sua transformacao para o PFCM, Figuras 3.2a e 3.2c. Ja suas correspondentes solugoes

sao representas pela Figuras 3.2b e 3.2d.

Lema 3.2.2. Seja b* = (u*, 2*) a solugao dtima do PBEA em que u* e z* sao o numero

m—u*

T é um

de adigoes e remocoes. Entao, € um limite superior para o PFCM e

_m
m4u*+4z*
limite inferior para o mesmo.

PROVA. Seja f(b) = > a fungao objetivo do PFCM, em que u e z representam, res-
pectivamente, o nimero de uns fora e o nimero de zeros dentro das células. Considere
também que u + z = k e que k£ ¢ uma constante.

Colocando f(b) em fungao de z obtém-se que

m—u m—(k—2)
m+ z m+z

Calculando sua derivada,

df (m+2)—1m-—k+2)

dz m?2 4+ 2mz + 22

k
= > 0.
m?2 + 2mz + 22

Como % > (0 para u + z = k, a fungao f(z) é crescente, e dessa forma:

m m—u

m+u+z m+2z’

ou seja, no melhor dos casos, as k edigoes seriam em z (adigbes de aresta) ja que sempre
que z aumenta f também aumenta.

Considere entao que f(b) = u+ z é uma solugao qualquer do PBEA. Entao, u* + z* <

ut+ze
m S m m—u
m4ut+z* " m+u+z m+z
Logo, %7 ¢ um limite superior para o PFCM.

m—u*

Mostrar que o
o PFCM como mostra o Lema 3.2.1. [ |

¢ um limite inferior ¢é trivial pois (u*, 2*) é uma solugao viavel para
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O PBEAS PARAMETRIZADO (PBEAS(n)), consiste em encontrar uma solu¢ao do
PBEAS com um ntmero de exatamente 7 de edi¢gdes. Ao incorporé-lo no Algoritmo 3.1,
foi utilizada uma adaptacao com fungao objetivo que prioriza o menor niimero de remogoes

de arestas — consequentemente, mais adi¢oes. A formulagao utilizada para defini-lo foi:

+(45)

s Y+ Ukj + U < 24y Vi,keUejleV (3.8)
Zyz'j = Sc VieU (3.9)
JEV
Zyz’j Xl VieV (3.10)
€U
D=+ > wi=n (3.11)
+(i5) (i)
> (l=yyj) <=Up—1 (3.12)
+(45)

Tij S {0, 1} VieUe j eV (313)

Algoritmo 3.1 Algoritmo Exato para Célula de Manufatura

1: funcao ECM (instancia 1)

2: ¥« (u*, 2*) <~ PBEAS(i) > Resolve o PBEAS para a instancia ¢
3 LS + ﬁ

4 LI+ = I:»«

5: Uogpt < ux > Menor ntimero de remogoes ja encontrado
6 cont < 0

7 enquanto LS > LI faca

8 (u, z) <~ BGEPS(i,u* + z* + cont,U,,) > Resolve o PBEAS parametrizado
9 se U, > u entao

10: Uopt — U

11: fim se

12: se 7= > f(z*) entao

13: LI « 2=

14: r* < (u, 2)

15: fim se

16: LS+ =

17: cont < cont + 1

18: fim enquanto

19: retorne z*

20: fim funcao

Nesta formulagao, encontra-se dentre todas as solugoes com 7 edigoes, aquele com

menor niumero de remogoes. Como no algoritmo proposto resolve-se o PBEAS(7n) varias
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vezes, foi adicionada a restricao (3.12) que acelera o processo, reduzindo o espago de
busca. Sem essa restri¢ao, a resolucao de algumas instancias seriam inviaveis. Nesse caso,
U,pt corresponde ao menor nimero de remogoes ja encontrado pelo algoritmo (uns fora
da célula).

A Figura 3.3 mostra um exemplo de execucao do Algoritmo 3.1, facilitando assim, o
entendimento da prova do Teorema 3.2.1. A Figura 3.3a mostra o espac¢o das solugoes
do problema. O espaco de busca ¢é dividido em varios retangulos para cada nimero de
edicOes entre a solucao representada e a instancia original. As solugoes sao representadas
pelos pontos dentro dos retangulos. Se um ponto estd no retangulo n + ¢, significa que
esta é solugao com 7 + ¢ edigoes. Sua altura determina seu valor na funcao objetivo do
PFCM. Assim, o ponto mais alto entre todos os retangulos representa a solugao 6tima
para o PFCM. Note que pode haver solugoes com mesma func¢ao objetivo para o PFCM.
Ainda na figura, n representa o 6timo do PBEA e a curva lim sup representa o limite
superior para cada subproblema parametrizado.

Com a solucao inicial do PBEA — representada pelo ponto vermelho na Figura 3.3b
—, calcula-se o LI e LS, linhas vermelha e azul respectivamente. Note que a solugao
encontrada pelo PBEA é uma boa solugao para o PFCM, porém nao é 6tima. No primeiro
loop do algoritmo (Figura 3.3c) encontra-se a melhor solugao com 7 edigoes e atualiza-se
o valor do LI.

O algoritmo segue atualizando o LS a cada loop. O LI s6 € atualizado se for encontrada
uma solu¢ao melhor, como mostram as Figuras 3.3d e 3.3e. A Figura 3.3f mostra o fim
do algoritmo, em que o critério de parada ¢ atendido. Nela, o valor do LI é maior que o

valor do LS. Dessa forma, conclui-se que nao serao encontras solucoes melhores.
Teorema 3.2.1. O algoritmo ECM (Algoritmo 3.1) retorna a solugao dtima do PFCM.

PROVA. A ideia do Algoritmo 3.1 consiste em buscar a solu¢ao 6tima iterativamente
através de execugoes do PBEAS(n), tendo como inicio o ntmero de edigoes 6timas do
PBEA. A cada iteracao novos limites sao calculados. Isso ocorre até que os limites se
encontrem, significando que a partir desse ponto nao existe nenhuma solugao melhor.

De acordo com o Lema 3.2.2, sabe-se que as linhas 3, 4 e 13 realmente calculam os
limites inferior e superior. Falta entao mostrar que a linha 16 calcula de fato um limite
superior e que o algoritmo para.

Mesmo ja sendo uma boa solugao, a solugao 6tima do PBEA nao é necessariamente
6tima para o PFCM. Neste caso, o 6timo do PFCM possui mais edi¢coes que o do PBEA.
Para encontra-lo, utilizam-se as chamadas do PBEAS(n). Da forma como foi definida a
fungao objetivo do PBEAS(7), obtém-se como retorno a solugdo com maior nimero de
adicoes de arestas dentre todas as solugoes com 7 edigoes.

Ao executar o PBEAS(7), atualiza-se o limite superior para as solugdoes com 1 =

2* + u* 4 cont edigbes (linha 8). A linha 16 calcula de fato um limite superior, pois se
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Figura 3.3: Exemplo: Algoritmo Exato PFCM.
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existisse uma solugao acima deste novo limite e abaixo do antigo, o algoritmo ja a teria
encontrado em uma iteragao anterior. Como LS diminui a cada iteracao conclui-se que o

algoritmo para. [ ]

3.3 Nova Formulacao Matematica para o PFCM

De acordo com o Lema 3.2.1, sabe-se que o PBEA e o PFCM possuem o mesmo espaco
de solucao. Com isso, as restricoes da formulacao do PBEA podem ser utilizadas em uma
nova formulagao para o PFCM. Falta apenas adaptar a fungao objetivo de acordo com a
eficacia de agrupamento descrita na Segao 3.1.3. Sabendo que N{*' = Z-ﬁ-(ij) (1—y;;) e
N = Ef(z ) Yigs propoe-se uma nova formulagao para o PFCM baseada em programacao

fracionéria linear.

m— ZJr(ij) (1 =)

max (3.14)
Mt 2o Yii

saa Yut+ Uk + Yk < 24 i VijkeUejleV (3.15)
>y > s VieU (3.16)

jev
Zyz’j Xl VieV (3.17)

i€l
yi; € {0,1} VicUej€eV. (3.18)

3.4 Instancias do PFCM

Como o PFCM ¢é muito explorado pela literatura, muitos trabalhos propuseram ins-
tancias para o problema. Neste trabalho, utiliza-se 35 instancias disponiveis em Gongcalves
& Resende [27] e utilizadas nos principais trabalhos sobre o tema. A Tabela 3.1 apresenta

as instancias juntamente com suas dimensoes e seu artigo fonte.
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Tabela 3.1: Instancias da Literatura do PFCM

|| Instancia | Dimensao | Fonte ||
King1982 05 x 07 | King & Nakornchai [33]
Waghodekar1984 05 x 07 | Waghodekar & Sahu [62]
Seifoddini1989 05 x 18 Seifoddini [55]
Kusiak1992 06 x 08 Kusiak & Cho [38]
Kusiak1987 07 x 11 | Kusiak & Chow [39]
Boctor1991 07 x 11 Boctor [7]
Seifoddini1986 08 x 12 Seifoddini & Wolfe [54]
Chandrasekaran1986a 08 x 20 | Chandrasekharan & Rajagopalan [13]
Chandrasekaran1986b 08 x 20 | Chandrasekharan & Rajagopalan [12]
Mosier1985a 10 x 10 | Mosier & Taube [46]
Chan1982 10 x 15 | Chan & Milner [11]
Askin1987 14 x 24 | Askin & Subramanian [5]
Stanfel1985 14 x 24 | Stanfel [60]
McCormick1972a 16 x 24 | McCormick et al. [44]
Srinivasan1990 16 x 30 | Srinivasan et al. [59]
King1980 16 x 43 | King [34]
Carriel973a 18 x 24 | Carrie [10]
Mosier1985b 20 x 20 | Mosier & Taube [47]
Kumar1986 20 x 23 | Kumar et al. [36]
Carriel973b 20 x 35 | Carrie [10]
Boel991 20 x 35 | Boe & Cheng [8]
Chandrasekharan1989 1 24 x 40 | Chandrasekharan & Rajagopalan [15]
Chandrasekharan1989 2 24 x 40 | Chandrasekharan & Rajagopalan [15]
Chandrasekharan1989 3-4 | 24 x 40 Chandrasekharan & Rajagopalan [15]
Chandrasekharan1989 5 24 x 40 | Chandrasekharan & Rajagopalan [15]
Chandrasekharan1989 6 24 x 40 | Chandrasekharan & Rajagopalan [15]
Chandrasekharan1989 7 24 x 40 | Chandrasekharan & Rajagopalan [15]
McCormick1972b 27 x 27 | McCormick et al. [44]
Carriel973c 28 x 46 | Carrie [10]
Kumarl987 30 x 51 | Kumar & Vannelli [37]
Stanfel1985 1 30 x 50 | Stanfel [60]
Stanfel1985 2 30 x 50 | Stanfel [60]
King1982 30 x 90 | King & Nakornchai [33]
McCormick1972¢ 37 x 53 | McCormick et al. [44]
Chandrasekharan1987 40 x 100 | Chandrasekharan & Rajagopalan [14]




Capitulo 4
Resultados Computacionais

Neste capitulo os resultados computacionais referentes ao PBEA e ao PFCM serao
apresentados. Primeiramente, apresentam-se as ferramentas utilizadas no testes compu-
tacionais na Secao 4.1, e discute-se na Secao 4.2 as métricas utilizadas na avaliacao dos
resultados. Em seguida, na Se¢ao 4.3, analisam-se os resultados para o PBEA, e na Se-
¢ao 4.4 os resultados do PFCM com as diferentes restrigoes singleton. Todas as instancias
propostas estao disponibilizadas no anexo A, da mesma forma que os resultados 6timos

para o PBEA e para o PFCM estao disponiveis nos anexos B e C.

4.1 Ferramentas

Como ferramenta utiliza-se o CPLEX, que é um dos pacotes de software de otimizacao
linear mista mais utilizados na literatura. O CPLEX é responsavel por gerenciar todo o

processo do B&C, inclusive:
e escolhas de variaveis para o branch;
e cxecutar o algoritmo de separacao;
e adicionar os cortes gerados pelo pré-processamento.

Todas os métodos desenvolvidos foram implementados em C++ e executados em uma mé-
quina Intel Core 17-2600 com 3,40 GHz e 32 GB de memoria RAM no sistema operacional
Arch Linux 3.3.4.

4.2 Meétricas de Avaliacao para o BGEP

Nesta secao, serao apresentadas as métricas utilizadas para comparar os diferentes
cenarios em relagao as instancias utilizadas. Para isso, utiliza-se a Média Geométrica

dos tempos computacionais. Com relacao as instancias, o fator de aceleracao compara o

35
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desempenho de cada cenario sobre uma instancia especifica, ja que cada cenario pode ter

um comportamento distinto para cada tipo de instancia.

4.2.1 Meédia Geométrica

A Média Geométrica sobre um conjunto de dados {ay, as, ..., a,} é definida como:
G = Yajay- - a,. (4.1)

Esta métrica permite a comparacao de diferentes dados sem necessidade de normaliza-los.
A vantagem de sua utilizacao em relagao a média aritmética é que, se a mesma fosse
utilizada, daria maior peso a itens de grande valor. A Tabela 4.1a mostra tempos com-
putacionais de um exemplo em que diferentes instancias foram executadas em diferentes

cenarios.
Tabela 4.1: Exemplo: média geométrica.

(a) Tempos originais.

| | Cenario A | Cenéario B | Cenéario C |

Instancia 1 1 10 20

Instancia 2 1000 100 20

Meédia Aritmética 500,5 55 20

Média Geométrica 31,62 31,62 20

(b) Normalizagéo no cenario A. (¢) Normalizagao no cenario B.
| | Cenario A | Cenario B | Cenario C || | Cenario A | Cenario B | Cenario C |
Instancia 1 1 10 20 Instancia 1 0,1 1 2

Instancia 2 1 0,1 0,02 Instancia 2 10 1 0,2
Meédia Arit. 1 5,05 10,01 Meédia Arit. 5,05 1 1,1
Média Geom. 1 1 0,63 Média Geom. 1 1 0,63

Tanto a média aritmética quanto a média geométrica mostram que o cenério C é o
mais rapido de acordo com os tempos originais. Porém, com a normalizacao pelo cenério
A (Tabela 4.1b), o cenario mais rapido de acordo com o média aritmética passa a ser
o cenario A. Entretanto, a média geométrica continua apontando o cenario C como o
mais rapido. Veja que o mesmo ocorre se o cenario B fosse normalizado, como mostra a
Tabela 4.1c. Na Secao 4.3, verificam-se os tempos computacionais para oito cenarios e a

utilizacao da média geométrica como forma de comparagao entre os cenarios.

4.2.2 Fator de aceleracao

A avaliacao dos resultados sobre uma determinada instancia pode ser feita através do
fator de aceleracao. Ele consiste em uma normalizagao dos resultados através da divisao de

seu tempo computacional pelo menor tempo naquela instancia. Por exemplo, suponha que
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serao executados n algoritmos, tendo como entrada a mesma instancia, resultando assim

nos seguintes tempos computacionais: Ta,,Tu,,..., T4, _, € Ty, . O fator de aceleragao

n—1

do algoritmo A; sobre a instancia é definido como:

Ty
Sa, = - . 4.2
Ai min{TAl, c. 7TAn} ( )

Veja que quanto menor o fator de aceleragao melhor o resultado do algoritmo.

4.3 Resultados para o PBEA

No PBEA, foi aplicado o algoritmo proposto nas instancias criadas (Segao 2.6). Todas
as possiveis combinagoes entre algoritmo de separacao, heuristica e pré-processamento

foram comparadas, havendo assim um total de oito possiveis cenérios, como mostra a
Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Cenarios considerados.

‘ Cenaério ‘ Alg. de Sep. ‘ Heuristica ‘ Pré-Proces. ‘
-1 CPLEX
-1-g CPLEX v
-1-R CPLEX v
-1-g -R CPLEX v v
-d Prog. Dinamica
-d -g Prog. Dinamica v
-d -R Prog. Dinamica v
-d -g -R | Prog. Dinamica v v

A Tabela 4.3 apresenta as instancias geradas, seus resultados 6timos, o nimero de va-
ridveis fixadas e os cortes gerados pelo pré-processamento. Um exemplo notagao utilizada
para apresentar as instancias ¢ 10x11_i1_p0.4, em que il é sua identificacao e a mesma
foi gerada com o modelo binomial G(m,n,p) com m = 10, n = 11 e p = 0,4. A associagao
entre o resultado do pré-processamento e a densidade da instancia também pode ser vista
nesta tabela. Verifica-se que, para instancias esparsas — principalmente com p = 0,2 —,
ocorre uma grande quantidade de fixacoes e cortes, diferentemente dos casos em que as
instancias sao densas. Isso ocorre porque, em uma instancia esparsa, a probabilidade de
dois vértices estarem a uma distancia maior ou igual a 4 (e atender o Teorema 2.5.1) é
maior que em uma instancia densa.

Um comparativo dos tempos computacionais dos cenarios é apresentado na Tabela 4.4.
Note que o melhor resultado obtido foi do cenério com programacao dindmica, heuristica
primal e pré-processamento. Com relacao ao algoritmo de separagao, pode-se concluir

que ele apresenta melhores resultados que o algoritmo do CPLEX.
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J& no que diz respeito ao pré-processamento, conclui-se que na maioria das instancias
em que cortes foram gerados, o pré-processamento conseguiu reduzir o tempo computaci-
onal. Seu resultado geral s6 nao foi melhor por causa de seu desempenho nas instancias
128 e i29. Acredita-se que o mecanismo do CPLEX que adiciona os cortes ao modelo
nao foi eficiente por causa do grande ntimero de cortes gerados nessas instancias (5452 e
3590).

A Tabela 4.5 mostra o fator de aceleragdo do PBEA. Observa-se que o cenario com
programagao dindmica obteve melhores tempos em 8 instancias. Em contrapartida, as
menores somas de fator de aceleracao foram obtidas pelo algoritmo do CPLEX. Isso
ocorre devido a um desempenho bem inferior nas instancias 119, i23 e i26, que sao
consideradas faceis. Em outras palavras, a programacao dindmica obteve um desempenho
superior nas instancias dificeis e inferior nas faceis. Com relacao a heuristica, conclui-se
que ela nao apresenta bons resultados, a nao ser quando executada juntamente com o

pré-processamento.
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Tabela 4.3: Restri¢oes geradas pelo Pré-Processamento

Instancia ‘ Valor Otimo | Variaveis Fixadas ‘ Cortes Gerados ‘
10x11_i1_p0.4 17 15 291
10x11_1i2_p0.4 20 2 208
10x18_13_p0.4 36 0 366
11x13_14_p0.4 34 0 48
11x15_15_p0.4 35 0 217
11x16_16_p0.4 30 0 404
11x18_1i7_p0.4 50 0 187
12x13_18_p0.4 28 6 404
12x13_19_p0.4 34 0 176
12x19_110_p0.4 52 0 230
12x19_111_p0.4 53 0 168
13x19_112_p0.4 61 0 84
15x16_113_p0.4 54 0 267
16x17_114_p0.4 63 0 215
16x17_115_p0.4 61 0 217
10x11_116_p0.6 26 0 0
10x14_117_p0.6 40 0 0
11x11_118_p0.6 34 0 0
12x14_119_p0.6 49 0 0
12x15_120_p0.6 51 0 12
15x25_i21_p0.8 88 0 0
15x26_122_p0.8 74 0 0
16x16_123_p0.2 24 56 2112
16x18_124_p0.2 24 77 2726
16x29_125_p0.8 94 0 0
17x18_126_p0.2 23 98 3002
17x29_127_p0.8 111 0 0
20x28_128_p0.2 62 47 5452
21x22_i29_p0.2 56 32 3590
21x22_i30_p0.8 56 0 0




Tabela 4.4: Resultado PBEA.

| Instancia I Tempo (s) -1 | Tempo (s) -d | Tempo (s) -1-R | Tempo (s) -d -R | Tempo (s) -d-g-R | Tempo (s) -1-g | Tempo (s) -d -g | Tempo (s) -l-g-R |
10x11 i1 p0.4 0.04 0.08 0.04 0.18 0.08 0.06 0.10 0.06
10x11_i2 p0.4 0.09 0.31 0.09 0.13 0.19 0.10 0.25 0.13
10x18 i3 p0.4 7.25 15.76 7.18 15.84 9.57 10.76 18.30 13.56
11x13_i4 p0.4 4.25 4.34 4.23 4.36 3.22 4.10 3.83 3.75
11x15_i5 p0.4 11.15 14.09 11.21 14.08 19.43 25.55 17.07 21.04
11x16_i6 p0.4 0.51 1.95 0.51 1.96 2.17 0.88 2.32 0.94
11x18 i7 p0.4 743.29 202.75 746.77 203.69 222.23 551.62 257.26 551.43
12x13_i8 p0.4 1.51 2.45 1.63 2.35 2.43 1.56 2.81 1.48
12x13 19 p0.4 13.31 15.05 13.19 15.15 20.41 17.38 16.54 17.60
12x19 i10_p0.4 1415.27 1016.15 1403.06 1015.33 1120.70 1972.83 908.89 3254.65
12x19 i1l p0.4 3015.50 1575.33 2981.79 1569.51 1942.72 4376.48 2296.79 5496.54
13x19_i12 p0.4 29262.02 8025.49 29250.63 8048.23 7452.90 33587.71 7035.40 36987.39
15x16_i13_p0.4 2815.28 867.07 2780.84 861.15 1238.03 2870.80 977.69 3384.44
16x17 _i14 p0.4 33186.61 12941.98 32362.63 12827.84 11924.25 67715.43 13016.25 49879.48
16x17 _i15 p0.4 9003.68 3012.89 9052.72 3016.28 4354.71 14982.92 4223.17 10976.73
10x11_i16_p0.6 0.17 0.09 0.17 0.09 0.10 0.08 0.10 0.08
10x14 i17 p0.6 2.58 2.16 2.57 2.16 1.75 2.32 4.57 2.06
11x11_i18 p0.6 2.89 5.36 2.87 5.43 3.12 1.82 4.91 2.49
12x14 i19 p0.6 19.06 42.73 18.99 42.97 9.83 9.81 7.86 4.01
12x15 i20_p0.6 162.74 147.52 161.67 148.65 62.48 174.53 144.08 210.49
15x25 i21 p0.8 0.73 0.32 0.72 0.32 0.34 0.73 0.33 0.72
15x26 _i22 p0.8 0.39 0.21 0.39 0.21 0.22 0.39 0.22 0.39
16x16 _i23_ p0.2 0.22 1.99 0.29 1.98 2.95 0.72 2.27 0.79
16x18 i24 p0.2 0.11 0.57 0.10 0.49 0.68 0.26 0.64 0.20
16x29 i25 p0.8 1.07 0.38 1.07 0.38 0.39 1.08 0.39 1.08
17x18 i26_p0.2 0.10 0.47 0.09 0.59 0.49 0.37 1.40 0.26
17x29 i27 p0.8 1.84 0.60 1.86 0.60 0.62 1.84 0.62 1.85
20x28 i28 p0.2 36609.40 36974.78 45255.89 47836.95 31751.47 110931.15 43031.79 137176.92
21x22 i29 p0.2 14786.80 12362.10 21635.84 13692.32 16097.36 29482.76 14886.42 46239.86
21x22 130 _p0.8 0.86 0.31 0.85 0.31 0.37 1.10 0.33 1.00
TOTAL 131068.72 77235.28 145699.89 89329.53 76245.21 266727.14 86862.60 294231.42
Média Geométrica 16.33 15.92 16.68 16.11 15.14 21.19 17.24 21.29
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Tabela 4.5: Fator de aceleracao

Instancia Tempo (s) -1 | Tempo (s) -d | Tempo (s) -1-R | Tempo (s) -d -R | Tempo (s) -d-g-R | Tempo (s) -1 -g | Tempo (s) -d -g | Tempo (s) -l-g-R
10x11 i1 p0.4 1.00 2.00 1.00 4.50 2.00 1.50 2.50 1.50
10x11 i2 p0.4 1.00 3.44 1.00 1.44 2.11 1.11 2.78 1.44
10x18 i3 p0.4 1.01 2.19 1.00 2.21 1.33 1.50 2.55 1.89
11x13_i4 p0.4 1.32 1.35 1.31 1.35 1.00 1.27 1.19 1.16
11x15_i5 p0.4 1.00 1.26 1.01 1.26 1.74 2.29 1.53 1.89
11x16_i6_p0.4 1.00 3.82 1.00 3.84 4.25 1.73 4.55 1.84
11x18 i7 p0.4 3.67 1.00 3.68 1.00 1.10 2.72 1.27 2.72
12x13_i8 p0.4 1.02 1.66 1.10 1.59 1.64 1.05 1.90 1.00
12x13 19 p0.4 1.01 1.14 1.00 1.15 1.55 1.32 1.25 1.33
12x19_i10_p0.4 1.56 1.12 1.54 1.12 1.23 2.17 1.00 3.58
12x19 i1l p0.4 1.92 1.00 1.90 1.00 1.24 2.79 1.46 3.50
13x19_i12 p0.4 4.16 1.14 4.16 1.14 1.06 4.77 1.00 5.26
15x16_i13_p0.4 3.27 1.01 3.23 1.00 1.44 3.33 1.14 3.93
16x17 _i14 p0.4 2.78 1.09 2.71 1.08 1.00 5.68 1.09 4.18
16x17 _i15_ p0.4 2.99 1.00 3.00 1.00 1.45 4.97 1.40 3.64
10x11_i16_p0.6 2.13 1.13 2.13 1.13 1.25 1.00 1.25 1.00
10x14_i17 p0.6 1.47 1.23 1.47 1.23 1.00 1.33 2.61 1.18
11x11_i18 p0.6 1.59 2.95 1.58 2.98 1.71 1.00 2.70 1.37
12x14 i19 p0.6 4.75 10.66 4.74 10.72 2.45 2.45 1.96 1.00
12x15_i20 p0.6 2.60 2.36 2.59 2.38 1.00 2.79 2.31 3.37
15x25 i21 p0.8 2.28 1.00 2.25 1.00 1.06 2.28 1.03 2.25
15x26 i22 p0.8 1.86 1.00 1.86 1.00 1.05 1.86 1.05 1.86
16x16_i23_ p0.2 1.00 9.05 1.32 9.00 13.41 3.27 10.32 3.59
16x18 i24 p0.2 1.10 5.70 1.00 4.90 6.80 2.60 6.40 2.00
16x29 i25 p0.8 2.82 1.00 2.82 1.00 1.03 2.84 1.03 2.84
17x18 i26_p0.2 1.11 5.22 1.00 6.56 5.44 4.11 15.56 2.89
17x29 _i27 p0.8 3.07 1.00 3.10 1.00 1.03 3.07 1.03 3.08
20x28 i28 p0.2 1.15 1.16 1.43 1.51 1.00 3.49 1.36 4.32
21x22 i29 p0.2 1.20 1.00 1.75 1.11 1.30 2.38 1.20 3.74
21x22 i30 p0.8 2.77 1.00 2.74 1.00 1.19 3.55 1.06 3.23
TOTAL 59.60 69.68 60.40 71.20 64.87 76.23 77.47 76.59
Melhores Resultados 5 8 7 7 5 2 2 3
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4.4 Resultados para a Célula de Manufatura

No PFCM, foi aplicado o algoritmo proposto na Secao 3.2 nas instancias encontradas
na literatura. A Tabela 4.6 compara o 6timo com o melhor resultado da literatura com
a restricao de singleton 2 x 2. Além disso, também compara o 6timo do PBEA com
o numero de edigoes do resultado 6timo do PFCM. Na tltima coluna tem-se o tltimo
parametro na qual o PBEAS(n) foi executado.

Observe que o algoritmo encontrou o 6timo em 27 de 35 instancias. Inclusive, na
instancia King1980, foi encontrada uma soluc¢ao ainda desconhecida. Além disso, em 17
dos 27 6timos encontrados, a solugao 6tima do PBEAS também ¢é 6tima para o PFCM.
Isso reforca que a fungao objetivo linear para o PFCM apresenta bons resultados para o
problema.

A Tabela 4.7 mostra o resultado para o PFCM sem as restrigdes de singleton. Da
mesma forma que o resultado anterior, o algoritmo encontrou o 6timo em 26 de 35 ins-
tancias. Em 3 instancias, o algoritmo encontra solugoes ainda desconhecidas na literatura
(King1980, Kumar1987 e Stanfel1985 1). A instancia Chandrasekaran1989 5 foi resol-
vida apenas com a restricao de singleton; as restantes ou nao foram resolvidas em nenhum
dos dois casos ou foram resolvidas nos dois casos. Com relagao a diferenca de edi¢oes entre
o 6timo do PBEA com o 6timo do PFCM, ela é em média 1,81 com restrigao singleton e
1,13 sem a restricao.

Os resultados da literatura para o caso com restricao singleton foram extraidos dos
trabalhos:

Wu et al. [64]: simulated annealing;

Wu et al. [66]: algoritmo water flow-like;

Gongalves & Resende [27]: algoritmo evolucionario.

J& no caso sem restrigoes, os trabalhos com os melhores resultados sao:

Wau et al. [65]: método de coeficientes de similaridade com fungao de Boltzmann e ope-

rador de mutagao;
Pailla et al. [49]: simulated annealing;
Elbenani et al. [21]: algoritmo genético hibrido.

Nas duas tabelas, houve instancias em que na literatura foram encontrados resultados
“melhores que os exatos”. Isso se deve por conta de provaveis erros de digitagao. No

anexo D apontam—se OS €erros.



4.4. Resultados para a Célula de Manufatura

Tabela 4.6: Resultado do Algoritmo Exato com restrigao de Sigleton 2 x 2.

|| Instancia || Literatura | Exato | Otimo PBEAS | EdicGes Célula | Ultimo 7 ||

King1982 73.68 73.68 5 5 19
Waghodekar1984 62.50 62.50 9 9 15
Seiffodini1989 79.59 79.59 10 10 12
Kusiak1992 76.92 76.92 5 5 26
Kusiak1987 53.13 53.12 15 15 21
Boctor1991 70.37 70.37 7 7 24
Seiffodini1986 68.30 68.29 13 13 25
Chandrasekaran1986a 85.25 85.24 9 9 33
Chandrasekaran1986b 58.72 58.71 43 45 69
Mosier1985a 70.59 70.58 10 10 10
Chan1982 92.00 92.00 4 4 4
Askin1987 69.86 69.86 21 22 28
Stanfel1985 69.33 69.33 22 23 28
McCornick1972a 51.96 51.96 46 49 83
Srinivasan1990 67.83 67.83 46 46 75
King1980 55.90 56.52 68 70 103
Carriel973a 54.46 54.46 47 51 75
Mosier1985b 42.96

Kumar1986 49.65 49.64 64 71 115
Carriel973b 76.54 76.54 37 37 42
Boel991 58.15 58.15 73 77 116
Chandrasekharan1989 1 100.00 100.00 0 0 0
Chandrasekharan1989 2 85.11 85.10 21 21 52
Chandrasekharan1989 3-4 73.51 73.50 39 39 67
Chandrasekharan1989 5 51.97 51.97 70 73 127
Chandrasekharan1989 6 47.37

Chandrasekharan1989 7 44.87

McCormick1972b 54.27

Carriel973c 46.06

Kumar1987! 58.58 58.94 60 62 93
Stanfel1985 1! 59.66 59.65 71 71 105
Stanfel1985 2 50.51

King1982 42.64

McCormick1972¢ 59.85

Chandrasekharan1987 84.03 84.03 73 73 106

IErros encontrados nessas instancias. Ver anexo D



4.4. Resultados para a Célula de Manufatura

Tabela 4.7: Resultado do Algoritmo Exato sem restrigao de Sigleton.

|| Instancia || Literatura | Exato | Otimo PBEAS | Edigoes Célula | Ultimo 7 ||

King1982! 75 75 4 4 19
‘Waghodekar1984 69.57 69.56 7 7 12
Seiffodini1989 80.85 80.85 9 9 12
Kusiak1992 79.17 79.16 5 5 6
Kusiak1987 60.87 60.86 9 9 16
Boctor1991 70.83 70.83 7 7 24
Seiffodini1986 69.44 69.44 11 11 17
Chandrasekaran1986a 85.25 85.24 9 9 31
Chandrasekaran1986b 58.72 58.71 43 45 65
Mosier1985a 75 75 7 7 8
Chan1982 92 92 4 4 4
Askin1987 74.24 74.24 17 17 22
Stanfel1985 72.86 72.85 18 19 23
McCornick1972a 53.33 53.33 42 42 86
Srinivasan1990 69.92 69.92 39 40 61
King1980 57.96 58.04 59 60 102
Carriel973a 57.73 57.73 40 41 65
Mosier1985b 43.26

Kumar1986 50.81 50.80 60 61 114
Carriel973b 78.40 78.40 32 33 36
Boel991 58.79 58.79 70 75 114
Chandrasekharan1989 1 100 100 0 0 0
Chandrasekharan1989 2 85.11 85.10 21 21 52
Chandrasekharan1989 3-4 73.51 73.50 39 40 67
Chandrasekharan1989 5 53.29

Chandrasekharan1989 6 48.63

Chandrasekharan1989 7 46.15

McCormick1972b 54.82

Carriel973c 47.68

Kumar1987! 62.86 63.04 51 51 76
Stanfel1985 1! 59.66 59.77 67 70 104
Stanfel1985 2 50.83

King1982 47.93

McCormick1972¢ 61.16

Chandrasekharan1987 84.03 84.03 73 73 106




Capitulo 5
Conclusoes e Trabalhos Futuros

Vimos que a resolucao do PBEA através de métodos exatos é satisfatoria em instancias
de até 140 vértices (Chandrasekharan1987). Percebemos que o algoritmo de separagao
proposto apresenta desempenho superior ao utilizado pelo CPLEX, principalmente se
combinado com o pré-processamento e a heurfstica primal. O pré-processamento apre-
sentou fixagoes em poucos casos. Isso ocorre pois as instancias utilizadas sao densas,
diferentemente do que teria ocorrido com instancias esparsas. Em compensacgao, conse-
guiu gerar uma grande quantidade de cortes.

Com relacao ao PFCM, vimos que sua relacao com o PBEA representa uma nova
abordagem que trara bons resultados praticos e teoéricos. Nesta abordagem, foi obtida
a solucao otima de instancias criadas hi quase 40 anos. Além disso, fica claro que a
utilizacao de uma fungao objetivo linear para o PFCM apresenta bons resultados.

Dentre as contribuicoes deste trabalhos podemos citar:
e algoritmo B&C para o PBEA com:

— algoritmo de separacgao;

— pré-processamento;
e relagao do PBEA com o PFCM;
e algoritmo exato para o PFCM;
e nova formulagao linear fracionaria para o PFCM.
e criacao de instancias para o PBEA e resolucao exata;
e resolugao exata da maioria das instancias do PFCM;

e apresentacao do impacto da utilizagao de uma fungao objetivo linear no PFCM.
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Vale ressaltar a dificuldade encontrada em examinar os trabalhos da literatura do
PFCM, um vez que muitos deles nao explicam detalhes da formulacao utilizada, princi-
palmente com relagao ao tamanho minimo da célula. Outros problemas foram os erros de
digitacao das instancias encontrados em alguns trabalhos. Todos esse erros encontrados
estao disponiveis no anexo D.

Para trabalhos futuros, serao pesquisadas novas melhorias que acelerem o branch,
como incorpora-lo a uma meta-heuristica ou desenvolver novas heuristicas primais. Sera
realizado um estudo mais aprofundado com relagao as instancias mais dificeis, além de
desenvolver novas restrigoes e procurar novas maneiras de gerenciar os cortes gerados, ja
que, como foi visto na Segao 4.3 para instancias com p = 0,2, o CPLEX nao gerenciou
bem os cortes. Outro campo para novos trabalhos pode ser encontrado na exploragao
de outras variantes do PBEA, assim como a incorporagao de técnicas do PFCM a este

problema.



Apéndice A

ancias

A

Inst

A.1 PBEA

1011110110
0011101001
0001010100

1101010000
1100111001

10001110011

1010001110

11011000010

0000001000

1000101010 0101111001

0010110111

0101110011
0101001101

01100100111
00111010110
10001011001
10001000111

0100111001

0001010100 1100001101

0011010000
0110101011

0011110000
0000000001

0011100101
1100000000
0110000100
0100001001

0010100110

10011001010
11011010111
10010011001
10100011011

0000010000

0010001010

0000000111

0000010000

1000101100
0001100000
0001100001
1001010110

1010101100

0000101001

0110101010
0000100010

11011001110
00011000100

1010101010
0001001011

0000010000

0110000100

~p0.4

11x13 04

_p0.4

10x18_i03

_p0.4

10x11 102

_p0.4

10x11 101

00001100011

10001011110
11011110001

11101010111
01101001010

11110000110
11100010010
01000110001

00011100000
01100110000
10101100111
11010001110
10000111001
00100000100
01010111010
01000001000

11000000100
11100100000

101011011011
000000110010

11101110100
00101000010
00100100101

101000100010
000000001111

00000101001
00001001110

000100000000

10000110111

00111010100
10010011101
00000000100
01000001000

10110001001

101101011111

11001000010
00111001000
10100110011

001000001

11111010010

00110000000

_p0.4

12x13_i08

_p0.4

11x18 107

_p0.4

11x16_i06

_p0.4

11x15 105
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A.1l. PBEA

1000110110110
1100110100001
1010001000111
0111011101011
1101010010001
0010110110101
0110000100000
0101000100100
0000001100011
0010001101100

101010110010
001101001101
001110010110
001011001001
011001000010
110100000100
011110000100
101010100100
110001001011
101000101011

110101010010
100010110110

000110101101

000000001110

111000010100
011101100000
100110000100
011001001001
000110101010

010010101001

000011001010
010000001100

010111001010
001000100010

000000111011

1001000010110

001001000111

100000010100

1001000100100
0111001011000
1010011101001
1001011000001
0001100011101
1010010000101
0110010000110
0011010010100

110001001100 010001110101

010000001110

100000110010

110110100111 000001100101

000110010111

100111110000
010010111010

100100011000

100100101000
000001010010

100101000000

000000100100

001000011100

100100100110

011100001001
010000011000

110101000010

110100001001

100010011011

011011000101

~p0.4

13x19 112

~p0.4

12x13_i08

~p0.4

11x18 i07

~p0.4

12x13 109

0110001001101100

1001100101000001
1010100101010100
0000110101011010

0001100101000000
0000100011011100

111000011011101
001000010101100
010010011010001
001000010000100
001001001110111

1010111111010010
0011001101010010
1010100000000000
0000011110110110

0111011101100100
0011010000010011
0000001110110101

0010010000010100
1000110001011111

111000001101001
001110101100001
000111101000000
001010010000100

0000110011001110

0110100000010000
1000101010000011
0011010010110110

0110111011100001

1000110110001010
1010010000001001

110000100100100
101011001110110

0100111000100000
0111001011001100
1010000111100101

1001010000101100
0000100101001001

110010000011000
001000100110100
010011000011001
000011010101000
000111001110001

0000110001001001

1000100011001100

1000011110011001

0010011000100001
0011110110010000

1001000000010000
0000100100001101

_p0.4

16x17 115

_p0.4

16x17_il4

_p0.4

15x16 113

111111111011
000101101111

1001111011

0011111011

101001101110

1010111001

111111111110
111000110110

11011101111
11010010000
01100010001
10110001111
11110001111
10010010101
01111110111
10110110011
01000111111

1100001010
1101101111

1000111111

0000010110

1101011111

110111111001

1101111111

0101101101
0111111100
1111101111
1001110111

1011011010
0101011110

001110010101
110111011101

1001011010
0001010110

011100101001
111000001011

0011101110
0001111011

1001111100
1110000101

0001011111

11110000010
00111100111

1111100101
1010111011

111111101010

1110111010

_p0.6

11x11 118 p0.6 12x14 119

_p0.6

10x14_il7

10x11 116 _p0.6
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A.1l. PBEA

111001011111111
101011101111011
000111111101101
110111111111111
111011111011011
111100111111101
110110011111101
111111011110011
111011100110101
111111111011011
111101011101111
110111011111111
111111001111011
111111111101111
111110111111011
110111111110011
111011111011111
101100100011101
111111111010111
111111111101111
110011111111110
111111111101011
111111101111111
110111011110101
111111110110011
111101111111110

001110101101111

111111011010111
111111111110111
101111101100011
100111011101111
111110101111110

101111111101111
011111111111101

1170111111110111
010001111111010

011011111110011

110101101010

111111111101110
111101010111010
110111111100101
011110001111110

111001110111

110001110100

101111111110111
110101111111010
101111110111110
111101011001110
111111111111110
111001001101110

100001011000
111100010100
111011110110
101110100100
011011110101
111001000111
000000101001

111001110101111
101111011111111
111100101111011

101110101001
110010001111

101111111010011

001101110111

_p0.8

15x26 122

_p0.8

15x25 121

_p0.6

12x15 120

1111111101111011
1001111100101011
1111010110111101

1111101111101101
1100011110110101

1010111111111110

1010110111111011

1111111110111101
1001101111011111

1110111111110011
1101101111011110

1111001101110110
1111111111011111
0101111111110111

1001000000100000
0000001000000000O0
0000001001000001

0100010110001000
0000100000001000
0100010000000010
0001000000000100
0010000000001000
0000001001001100

1101110111111111

0110000000010010
0000100000001000
0010000000001001

0111101111001111
1111001111111101

1111101011101011
1111100101111111

0100000000100000
0000000100000110

1111111101111111
1011111111011001
1101011111111101

0001011100000000 0000000010100100

0100100000101000
0100000100001011

0010000000000000
0010110001000010
0011000000001001
0000000010000000

1111111110011110
0111110111101100
1011011111111101

0000010000000000
0001111000000010
1000001001001000
0001000000100000
0000000100000000
0000000100000O010
0000010000000000

0010000000001001

0011111111111111

1000000010000000
1000011000000110
0000110010000000

0001000001010110

1101111110111111

1110111111011101
1101111111101111

_p0.8

16x29 125

_ p0.2

16x18_i24

~ p0.2

16x16 123
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A.1l. PBEA

11111011111101101
10110111000101111
11111011110110001
01111110111101111
01111111110111111

00000001000001000000

10000010000100001001

01000100100000000100
01000100100010000001
00100000110000000000
00000001000000000000
10001001100000000000
00010000000000010011

11111011011111011
10110011110111011
11011011111011001
11101111111010111
01011101011101111

00000000100010000110

00100010100001100000
01010010000100000000
01001010000000000100
00110000000010000000
01001010100000000100
000000O0O0O0O0OOOOOOO1O010O0

11110110011100111
11110101110111111
11110110011111101
11110111111100111
01101011011111010

01101100000000000
00000000010000101
00010000000000000O
01100000000000000
00101010000000000
00001110000110000
0000000000000O00O00O00O

117111111111111111
11111110111101111
00111111111111111

00100000000100000000O0

00000010110000010000
01000010000100000000
01010110000000100001
00000101000010010110

10101110111111111

10010001000000000
10000000000000000
10001000000000000
00001000000000000
00000100000001001
00001000000001100

10101011010101110
10110011111000111
11111111110111101
10111110111001111
11011111111110111
11110111111110111
11111001001010011
11111010111111111

00000010100010010000
10001000000000000000
00100010100010100000
01010000000001000000
00101000100000000000
10001011000010010010
00100000001100101000

10100001100000100
00010001000000000

10100000010001010
01000100110100100
00000000100000100O0

11111100111100111
01111000000111111

01100100010000000100

~ p0.2

20x28 128

_p0.8

17x29 127

_p0.2

17x18 126

101111110101111010111
110111110101110111111

000000001010100010000
001000010001001000100
000100001000010000101
000011100000010000000
010000110000101000110
010000000001001001001

101111111101111111000
111111111111111111110
101001011111011111011
101111110011111111111

1171011111011101011111
1171111110111111111111
001111111111101101101
1170111110011110111111
111001111101111001011
1171111111111101111111
111111101000111111101
111111111111011110001

111100111111111111111

100100001000010000100
000000011000010000010
001000100000000010001
000100000000100010000

100100100100000011000
100000000001001100110

100000000001000001000
001000000001100000000
001000000100000000110
100000001010000100000
100000000000010100000
010000010000000010000
000000010100000100000
000000010011000100000
000100000010011101100
000000111010001100000

110011101110111110010
101011011111011111011
101111101101010010111

111011111111101010110
101111101111111111110
101100011101011111001
110110101011110101111

_p0.8

21x22 130

_p0.2

21x22 129



A.2. PFCM

A.2 PFCM

12345
1 11010
2 10010
3 11010
4 01101
5 10010
6 11010 1234567
7 01100
8 11010 1 1010000
9 00001 123456 2 1100000
12345 12345 10 01101 3 0011100
11 11010 1 010010 4 0000110
1 01101 1 10010 12 11010 2 110000 5 0000011
2 10010 2 01011 13 11010 3 011010 6 1100000
3 01100 3 01110 14 10010 4 100101 7 0011000
4 10010 4 01111 15 01101 5 010010 8 0000001
5 10001 5 11101 16 10010 6 011010 9 0100000
6 10110 6 10101 17 10010 7 110101 10 0000011
7 00101 7 10000 18 01101 8 011010 11 0010100
King1982 Waghodekar1984 Seifoddini1989 Kusiak1992 Boctor1991
12345678 12345678
1 00001100 1 10001101
2 10100000 2 01001101
3 11010011 3 11011001
4 01010011 4 11010001
5 00001100 5 00100111
6 01011011 6 01101010
12345678 7 01010011 7 01110110
1234567 8 10100000 8 00110111
1 11000000 9 10100100 9 11010001
1 0101010 2 10000000 10 00011100 10 10011101
2 1000000 3 11100000 11 10100010 11 01100110
3 1001001 4 11100000 12 00001110 12 00101110
4 0000011 5 01100000 13 10100000 13 00111011
5 0100100 6 01110000 14 11100000 14 10010101
6 0001001 7 01111100 15 00001100 15 10011100
7 1000001 8 00111100 16 10100000 16 10101111
8 0000110 9 00111100 17 10101000 17 00111011
9 0000011 10 01011000 18 01010011 18 11010100
10 0010010 11 00000111 19 10100000 19 10111110
11 0110000 12 00000011 20 01010111 20 01111010
Kusiak1987 Seifoddini1986 Chandrasekharan1986a  Chandrasekharan1986b
11111
11111 12345678901234
12345678901234
1 00011010000000
1 00000101000000O0 2 00011010000000
2 00011010000000 3 01100000011000
3 00011010000000 4 01100000001000
4 01100000011000 5 00000001100000
5 01100000001000 6 10000000000010
1 6 00000001100000 7 10000010000110
1234567890 7 10000000000010 8 000000000001 10
8 10000010000110 9 00000101100001
1 0011010000 9 000000000001 1O0 10 00000101000000
2 1000001001 10 00000101100001 11 00000100000001
1 3 0100100100 11 00000100000001 12 00000101100000
1234567890 4 0001010010 12 00000101100000 13 00000000100001
5 0100100100 13 000000001000O01 14 00000101000000
1 1001010000 6 0010010010 14 00000101000000O0 15 00000101100001
2 0000000011 7 0000001001 15 00000101100001 16 00000101000000
3 0100001011 8 0100100100 16 00000101000000O0 17 00011010000000
4 0100000011 9 0011010010 17 00011010000000 18 0000000O0O00OOOO1IO
5 0010000000 10 1000001001 18 00000O00O0OOOOO1IO 19 0001000000000O0
6 0010000100 11 1000001001 19 00010000000000O0 20 00011010000000
7 0000110000 12 1000001001 20 00011010000000 21 00100000001000
8 0100001010 13 0100100100 21 00100000001000 22 00000101000000
9 0000000100 14 0011010010 22 00011000000010 23 00011000000010
10 1000110000 15 0100100100 23 00000000010000O0 24 00000000011000

Mosier1985a Chan1982 Askin1987 Stanfel1985
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A.2. PFCM

1111111

1234567890123456

0000011101000000
0100010110000101
0000000100101000

1

0000000010000000

4

0001100000000010
0000010000000100
0010010000000001
0000110100000000
0001100100100000
0100000010000001

0000000100010000
0000010101000000
0000011001000000
0001110000000010
0000100100000000
0000100000000000
0010010000000100
0000000010000001

1111111

1234567890123456

14

0110000000000000
0001001100110000
0000100000001000
1101001100010000
1000000010000010

1
2

17

1111111

1234567890123456

0001110100000010
0000000100100000
0001100100000010
0000000000010000

0000100001000101

1001001100110001
0000100001000101

1010001100000100
0000010001011000

1

1001000100100000
0100000000001000
0000100001100100

1000010100010000
1010000000000100
000000000O0OOOOOT1O

0001110100000000
0000000100111000

10
11
12

0000001001000000
000000000100000O

1000001100110000

0010000000001000

1010000000000110

1000000110101000

0000000100110000

27

0000100001000101

14

1000000000001000
0000000001110011

0100000110000000
0001100000000000
0000000000110000

0000100001000101

29

0100000000000000O
0000000O0OO0OOOO100O0

16

1100000101000000
1000000000011001

0000000101000000
0100010010000001
0000110000000010
0010010000000000
0010000000000100
0010000000000000

1101001101110000
0000000010010000

18
19
20
21

0000000000O0OOO0100O0

0000010100000000
0000000001110101

0100000000011000

0000100001000100

1000010000000000
0011000000000000
0110010001000001
1000010000000000
1011001000000000
0000000001110011

1001001100010000
0010010010000010

22
23
24
25
26
27
28
29
30

1100010110000001
0100000110000001
0000010001000000
0100010010000000
0000100100000010
1100010010000001
0000110100000010

37

0000100001000001

0010011010000010
0000100001000011

0010010010000111

0000110000000000
1100000101000000
1100000101000000
0000001011110101

0010000110000000
0010010000001010

43

1001001000101010

24

King1980

Srinivasan1990

McCormick1972

111111111

123456789012345678

11111111112

12345678901234567890

000000010000001000
001110100100000000
000001011000000000

000010010000000110

1

10111101000111100110
00100100110100000000
10010001000000000111
00001000000010000000
01000000101000010010

1
2

11111111112

12345678901234567890

10000010000000000101
01000000000010000000
01101000000000100001

00100001001100001001

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16

001111100000000000
000100100001000000
000000000011001000

00000000010000001000O0
00100010111000011000
00000010010000000000
00000010010000000000

7

001111000000100000
001111000000100000

01000000001000111000

10010111100000000000
01000110000000001100
01100000000000100101

100011010000000000
000010000000000001
001110100100000000

10001100100110000100
10101000000100000000
00010001000001100001

10
11
12
13
14

10010011100000100000
01010001010010000010

100000000001001000

01000001000000001000
01000000000000010000
11101101000111001101

000000000011100000

10100000010110010000
000000000001 000000O00O

001111000000001000
000010000000000001
001111000000001000
000000000011011000

15
16
17

15
16
17
18
19
20
21

00000001010001000001
00010000010000000000
00100000100110111000

11101000011011000000
00100111101101011010

01001001011000001000

000000000101100000

10100010100010111100 00000000100000101000

000000010000010000

00000000000110010000

01000000000111000000

17
18
19
20

000000000011010000

10010000100000100000
10110101110001100001

00100011001111000000

000100000001100000

22

22
23

00000010111001000001
01000011000000000000

110011010000000000
000011011000000000

10010000100000100000

24

Mosier1985b Kumar1986

Carriel973
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A.2. PFCM

11111111112

12345678901234567890

11111111112

12345678901234567890

10100011000000001000
01010000000011000100
10100011000000001000

00000000001100110010

1

10100011000000001000
01010000000011000100

1

00100010000000001000
00000000001100110010

00100011000000001000
00000000001100110000

00101011000000001000
10000000001100110000

01010000000001000000
00001100110000000001
00000000001100110010

00010010000001000100
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Apéndice B

Solucoes Otimas do PBEA
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Apéndice C

Solucoes Otimas para o PFCM

C.1 Solucgoes sem Restricao Singleton
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Solugoes sem Restricao Singleton

C.1.
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Solugoes sem Restricao Singleton

C.1.

1
3

1111
0126

6

34

128

11

oO~0Q0O0o oo ooo o o oo oo oo~ ooo
[eReoNeNoNe] =Nk No N o (=] oo oo — O = O ooo
(=R o NeNoie] cococoo (=} [=} cocoo ococoo —
oo ooo oo ooo o o [Nk _Ne) — oo~
ialleNelo o] oo oCQoo o o [eReleNe] — O~
(=R o NeNole] cococoo (=} [=} cocoo — (=N
OO ™= =™ oo ooo o (=] [=N=kR_Ne) — - -~ OO
o oOoOo cococoo (=} — o ococoo - O O
ocococoo cococoo (=} — cocoo ococoo (=N
oo oCoo - oo QoOo — o [eReleNe] oo o oo
ocococoo cococo~ — o ococoo ococoo ocoo
ocococoo O (=} [=} cocoo (=R =] (=N
[eNeoNoNeNe] - O — o oo ~=0O oo oo ooo
— o oOoOo o [=} o oo ococoo (=N
OO =~ [N ool o] (=] (=] oo ~=0O [eReleNe] ooo
o ——-—-0O0 — (=] oO-0O - oo oo O~
oM N © (=] — ™0 b~ 00 = —
RCEIN R T e i S e e G B R B
A [=N =N o oo cococoo ©C-HOOO OO [=} — =
[=} oo o - OO oo ooo [elelolololeNoNe) — o o
(=2} oo o o oo oo ooo -0~ O0O~0O o o~
0 [=N =N o oo cococoo o [=} [N}
© oo o o oo oo oCoo O o o - O
~ o -0 o oo - —-—- O [elelolaloleNoNe) o o o
0 [=N =N o oo o [=N=NeNololololo] [=} o o
< oo o o oo — = [elelolololeNoNe) (=] o o
— [=N =N — cococoo (=N =NoNoNoloNo o] — [N}
2] [=N =N — cococoo [=N=NeNololoNoNo] [=} o o
[al} oo o == O [N ool o] [elelolololeNoNe) (=] o o
o — o oo cococo~ [=N=NoNoNoloNoo] [=} [N}
[a] O - o oo oo oo [elelolololeNoNe) (=] o o
— = O o oo cococoo [=N=NoNololololo] [=} o o
— ~ o m O F 100N s — oM

O Oy TN SQN POPI A SAN & e

000
000

000 000
100

000

001

| ooo | 00| 0o | 0| 0] o00o00]oO0]|1]oO

000

19

McCormick1972

Stanfel1985

11

34 4585 6 70 13

296

OCO00OHOOH 00O 0000000000 0000000 00000 00O 0000
OO0 000000 | 000 | 0000000000 | 0000000 | 00000 |00 | Herd
000000000 | 000 | 0000000000 | 0000000 | 00000 | Ho~H| 0000
OO0 000000 | 000 | 0OHOOCOOO0OO | 0000000 | 00000 | Hrr |00~
OO0 000000 | 000 | 0000000000 | 000H0OOH | HHedd | 000 | 0000
000000000 | 000 | 0000000000 | 0000000 |HH-00|000 | 0000
000 HHOHH | HOO | O0OHOHO~OOH |+ | "iH0O0O0 | 000|000
coococoococoo | 000 | HOHOHHOOHH | O0O0OOROO | o000 |coco | ocooo
HOOHOH—HO0O | 000 | 0OHOAA-H~HOHH |00+ —~000 | HO0OH || HO0~0
0C00000000 | 000 | M-+ | OOHOHOO | 0O000CO |000 | 0000
Ccoooco0o000 | 00O | HHHOHHHHOO|O0OOOOOO | 00000 |0cocoo|ocooo
HOO0OO0OO0OOOO | HHO|O0OOOOO0OO0OO | HOOOOOO | 00000 |ocoo|ocooo
OO0 00000O | HHH | OO0O0C0O00000 | 0OHO0O0OHO | O00C0O |000 | o000
HHHOHHHOH | 000 | 0000000000 |0O-H00000 | 00000 |000 | 0000
AFHAA A Ao | 000 | 0000000000 | 0000000 | 00000 |0coo|cooo
HHOHHH A+ | 000 | 0C0O00000000 | 0000000 | 00000 |000 | 0000
CWHUNI-0ON M~I1Y© D AN M M T D 01 © o oY HQk~O
NEammnIt oo PP iqadads O idmd "Sdam YA ~aam
M| ocoococoocoH|oHo|cooc0coH | 00000000 |~
—©|oo~00000|ocoo|ocoo~0c0o | HHo~~0~~ 00O
“Y|ocoocoococoocoococo|ococo|ocoo~0co | A~~~ ~H00| 000

-0 | 00000 H0O0O | 000 | 000000 | HHHAHA~~| 00O

| 00000000 | 000 | 000000 | HHdHHAAA~| OO

—~1n | 0000000 |00 | HHHHOH | OCOOOCOOOH|OOO

o | coocoococoo|0coo|HdHH-HO|0O000OCOOCO | OOO
©|cococococococo|ococo|o--HOo-| 00000000 | 00O
m|ocoocococococo|~Ho00o | O-HH~H | 0000000 Oo|o~O
N|oHo0oOHOO|H-H|O0OOOOO|0O0OCOOOCOOOCOO | OO~

"N | A4~ 0-~—-0|0c0co|cocoocococo|coococococoo|ocoH

| O~ ~0-| 000 |coocococo|co~0cococoo|ocoo

V| A+~ +~0|000|0c00co0o~0|0co0oocooococo| o000

M| 4O~~~ | 000|000 ~H00CO|0000O0COOCO | 00O

Y|~ ~0-~-|0O0c0|0000OCO|000OOOCOCO | 00O
“|od~H~-d-~-|O0C0| 00000 |000OOOCOCO | 00O

N 0N O o © 00~ 0 D 0o ¥ © no

NIFED I Sa® “Aan Padaad YO58 aca PAQ

00
00

00

00

0
0

00 0000

010
000

0
0

0000 0010
0010

0
0

000000
000001

17
19

0100

00

16

0000

King1980

Srinivasan1990



67

Solugoes sem Restricao Singleton

C.1.

67

3456 7 89 03 125

12

00
00
00
00
00
00
00
00

00
00
00

00
00
00
00
00

000
000
000
000
000
000
001
001

001
000
000

1
011

110

1
110

10
00

01

01

00

10
00

00

00

00

00

00

00

01

00

00

00
00
00
00

00
00
00

10
11
11

00
00
00
00
00

1

0

0

0

0

0

1110

1111

0000
0001

0011

0000

0000

00

00

00

00

| oo | o100 | 1] 00| 00| 010 | 0] oO00]O|

00

00

00

00

00

00

00

| oo | 0010 | 0] 10 ] 00| 000 |O0] 11 ] o0 |

23|11 ] 0011 | 0] 10]00]000] 0] O00]O0]|

10
12
15
17

24

13
14
18
21

20 | 00 | 0000 | 0| 10| 00| 000]| 1 ]00]|O|

Carriel973

1111
1259

1

05690

11

24348

3787

16

oo -H—-HO [=Nelololololele) [=NeNeNololololo] ococococoo HO A= —O (=}
co-HOO [=NeloRolololele) [=NeNeNololololo] ococococoo O o
CO000 | 00000000 [CO00000D | CO000O | HeHH—HOH | O
ocococoo [=Neelolelolele) [=NeNeNololololo] ococococoo o O [=}
CO00O0 | 00000000 [CO00000D |[HHHHOH | OOOOOOO |
CO00O~H0 | 00000000 | 0000000 H | HHHOHO | 0O0O000O0O | O
O 00 [=Neleololelolele) [=NeNeNololololo}] 0O ococococooo o
CO0C0O0 | D000 000 |00OHOHOOO |OHOOHH | OO0OOOOO | O
cocococoo [=Nelololololele) [=NeNeNololololo}] O~ ococococooo o
o000 |ococococococoo|rd-rdd-r-O-d| 000000 | 000000 0O| O
coococoo|ococococococoo|rHorrr-OoH| c00c0~0O|00o~0000O| O
COHHO | OHOHO—HOHA | A A"~ —=0 | 00"~ | 0000000 | O
CO000O0 | 0000000 H|[HHHHOOHO |O0OOO0OOO | 0O0O0OOCOO |
cococoo HAO A~ O~ [=NeNeNoNolololo] ococococoo cocococooo (=}
el =N=N=N] o [=NeNeNololololo}] ococococoo ococococooo o
00000 | HOOHHHOO | 00000000 | 000000 | 0000000 | O
ocococoo HAO =~ O [=NeNeNololololo}] ococococoo ococococooo o
H0OO0O0O | HOHHHHOH|OOOOCOOOO | 0c0oHOOO | O0OOOCOO | O
HOHHO | OOO0OHOOOO |[00O0O0CO0O0OO | 00000 H | HHHOOOO | O
o ocococoo-HOO o000 OO ~=O O-HO-OO0OO0 o
010 O N oMM o 0~ O ;i O N M © “—Wm ©
Aammen IS cam TP IS8 A0 PaAdaadQ YO s o~
~N~|o0o0cco~|0c0o| 0000 | Hooco | ~~o00 |00 | =~

— ™M O ~O~ [N} ococoo cocoo o oo — [N}

— 0 — O 00O o o OO~ cocoo — = o o o o
o|o--Hoo|“0o|0coco-| oo |-~ |oco|oo

— O (=R NN} o o SO -~ o cocoo (=N — O

| ococoococo|oco|ocooco | H~HOo | 0000 |00 |00
No|oooco-|0O |-+ | 0000|0000 |00 | OO

— <f oo Oo~ [N} (=R ] cocoo cocoo (=N [N}

0| 000 H |00 | M-~ | OCOO0 | 0O0COOC |[0O | O~

A o oOoOo [N} —— O~ oo~ (=Nl (=N [N}

— o oOoOo — O o OoOo cocoo cocoo (=N [N}
~©0|ocoocoo| <~ |000cO0 | H0o0O | w000 |0~ ]| OO

— ocoooo - O ococoo o oo cocoo (=N [N}
N|ocococoo-|~-d| 0000 |cocooco|cocoo|oo| o~

0| Ho~O- |00 | 000 | 0000 |cooco|oco| oo

— N o o o cocoo cocoo o oo (=R o o

Ol HOH| OO0 | 000~ | 0O0cO0O0 |000OOC |00 |0oO

0 O [N} cocoo ococoo ococoo - O [N}

w|-~0o--| 00| 000~ | “ococo | ~coo|oco|oo

“| o~ |0c0o| 00~ |0c0c0co|oco~~|00 |00

o i < N o N~ 0o ™ =} )

SRS S WS P aaa MO S Soaa Ya o4

Boel991

Kumar1986



68

Solugoes sem Restricao Singleton

C.1.

11111
12569

12

6900

111
24348

5

13787

00000

00000

00000

00000

00000

00000

00000
00000
00000

11111
11110
11111
11111
11111

10011

0000

0000

0000

0000

0000

1111

1111

1110
1111

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0

0

0
0
0
0
0

0
0
0

1
1
0
0
0

0

0

00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000

11111
11010
10011

11111
11111
10011

11111
11010
10011

00000
00000
00000
00000
00000

00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000

11111
11111
01111
01111

10110
10111
10011
11011
01111

00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
01000

00000
00000
00000
00000
00000

00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000

1

17
20
23
25
29
5

2

31

8

26

4

32

01000

0000
0000

0
0

00000
00000

00000
00000

33
35

10000

Carriel973

122
7434

11

907

111
68258

11
2519

122
1312

46

30

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

1111

1111

000
000
000
000
000

000
000
000
000
000
000

000
000
000
000
000
000
000
000

000
000
000
000
000
000
000

000

000

111
11
11

1
1

111

000
000
000

00000
00000
00000
00000
00000

00000
00000
00000
00000
00000
00000

00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000

00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000

11111
11111
11111
11111
11111
11111

00000
00000
00000
00000
00000

00000
00000
00000

00
00
00
00
00

00
00
00
00
00
00

00
00
00
00
00
00
00
00

11

11

00
00
00
00
00
00

00
00
00
00
00

00
00
00

00
00
00
00
00

00
00
00
00
00
00

11

11
11

00

00

00
00
00
00
00
00

00
00
00
00
00

00
00
00

0000

0000

1111

1111
1111
1111

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

1111

1111

0000

0000
0000
0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

0000

1

33

10

36

2

34

8

39

4

30

40

3

32

Chandrasekharan1989 1



69

Solugoes sem Restricao Singleton

C.1.

O
—

—m

o~

OO0 O0O0OOOO
ooocoocooo
OO0 O0O0OO-HO

OO0 -=HOO
ooocooo
[elelelelole]

[=leNe]

[=leNe]

O
O~
—

allelejojoiolofa]
ooocococooo
OO0 O0O0OOO
ooococoooo

ooocooo
ocoocooo

ooocooo

— O
—
—
—

ooooo
ooooo
[slejoloie]
ooooo

[elejelole]

oocooo

OO0 O0O0OOO
OO0 O0O0OOO
ocoococo—~0o0o
OO0 O0O0OOO
ooocococooo

[=leNe]
[=leNe]
coo
[=leNe]
coo

[elejolole]

ooooo

OO0 O0OO0OOO
OO0 O0O0OOO

OO -
[=leNe]

o
o

OO0 O0O0OOO

ooocococooo

Chandrasekharan1989 2

ooocoocooo
OO0 O0O0OOO
ooocococooo
OO0 O0O0OOO

O
—

[a¥a]

—m

OO0 O0OO0O-=HO
oooococooo
OOO0OO0O0OOOO

[=leNe]

[=leNe]

O
OO
O~

allelelojoiolofa]
ooocoocooo
OO0 O0O0OOO
oooococooo

— O
—
O
(=R =R

oocooo
oocooo
[slejoloie]
ocococoH

[elejelole]

oococoo

OO0 O0OO0OOO
OOO0OO0O0OOOO
ooococo—~0o0o
OO0 O0O0O0OO
ooocococooo

[=leNe]
[=leNe]
coo
[=leNe]
coo

[slejolohe]

ooooo

OOO0OO0O0OOO
OOO0OO0O0OOO

OO -~
[=leNe]

o
A A O

OO0 O0O0OOoOO

ooocococooo

ooococoooo
OO0 O0O0O0OO
ooocoocooo
OO0 O0O0OOO

Chandrasekharan1989 3-4




70

Solugoes sem Restricao Singleton

C.1.

22

2
5

1223
9090

1
4

12
34

112
7786

122
3223

12

1211

78

8

66

55

4

cocoo cococoo eloloBoNalS
cocoo ocococoo =R o NeloNoNe)
oocoo ococooco ococoocoo
cocoo cococoo ococococoo
cocoo cococoo ococococoo
ococoo ococooco ococoocoo
cocoo ocococoo ococococoo
oo oo occocooco ococoocoo
oo oo ococooco ococoocoo
cocoo ocococoo [eReoRaioNele)
oocoo O ~O ococoocoo
oo oo ococooco ococoocoo
cocoo ocococoo ococococoo
ococoo ococooco ococoocoo
ococoo ococooco ococoocoo
cocoo cococoo o OoOOoOOoOo
oo oo ococooco ococoocoo
cocoo cococoo oo OoO-=O
cocoo ocococoo ococococoo
ococoo ococooco ococoocoo
cocoo ocococoo ococococoo
oo oo ococooco o
oo oo O ococoocoo
YOO | H-HHHA | O0000O0
ococoo O~ [oNeh ReleNol
o-<HO0OO0o o [eReoleloNeNe)
- - O —OoO—=O- ococococoo
— O~ oo oo ococoocoo
O = = OO ~O ococococoo
— oo -H—HO ococoocoo
OCAMe ANHRO 10 F 1) 01
Mmoo —AaNMmm AN M

17 | 0000 | 0000 | 0| 11 ] 00 ] 0000 | O|O|]O]oOO]O]O0O0OOO] O] OO ]|

| oooo | oooo | 0| 00| 11 ] 0000]O0]O0O]O|OO|]O|]OOO0ODO] ]O]OO]

6

0 00 00 1111 0 00 0 0000 0 00
00 1111 0

0000

0000

16

0000 0

0

00

0 10 00 1101 0

0000

0000

36

oo~
o oo

ocoo

o oo
-~ OO

o oo

ocoo

ococo
o oo

ocoo

ococo
o oo

ocoo

13 ] 0000 ] 0000 ]| 0] 00| 00] 0000 |O]|]1|0]o00]|]O|oOO010]|O]oO0O]

38 | 0000 | 0000 | 0] 00|00 | 0000]O]O]O|11] 0] 0000]oO0]|O00]

1 0000 0 00

00

0

10 00 0000
00 00

0

0000

0000

1 0000 0 00

00

00 0000 0

01

0000 0000 0

37

1111 0 00

0

00

1

0000

00
00
00
00
00

00
00
00
00
00

0000 0000 0

1

0 1010 0 00

00

0

0000

0000 0000 0

30

| oooo | oooo | 0| 00| OO]O00OO]O]O]O|]OO|1]0000]1]o00]

4

| oooo | oooo | O | 00| OO]O00OO] 1] 0]oO|]OO|]O|]OO0OD0DO0T]O]?11]

8

00
00

0
0

0000
0000

0
0

00
00

0
0

0 00 00 0000
00 00 0000

0

0100
0100

0100
0000

11
19

Kumar1987



71

Solugoes sem Restricao Singleton

C.1.

222
579

122 23
40

913

122
802

259 30 682 73 46 57

141

000
000

000
000

ococo|ococo|ocococoo|ocoooo OC0O00O0 | 0000 | 0000000 [OC00O0 | HO0OO | 00—HOO
ooo|ooco|ocococoo|oco00o00 00000 | 0000 |0000000 [0O000 | 0000 | 000 —HO
ococo|ococo|ocococoo|ocoooo OC0O00O0 | 0000 |0000000 [OCO00O0 | HOOH | H=—=HO
ooo|ooco|ocococoo|oco0o0o0o0 00000 | 0000 |0000000 [O00O0 |00 —HO | H=HO O
ooo|ooco|ocococoo|oco0o0o0o0 00000 | 0000 |0000000 [O00O0 | OHOO | O
ococo|ococo|ocococoo|ocoooo OC0O00O0 | 0000 | 0000000 [CO00O | Heed | 0000
ooo|ooco|ocococoo|oco0o0o0o0 00000 | 0000 |0000000 [O00O0 | Hrddd | O00O0O0
ooo|ooco|ocococoo|oco0o0o0o0 00000 | 0000 |0C000O0OHO M-+ | 0O00O0 | 00000
ococo|ococo|ocococoo|ocoooo cocococo|ocooco|oHHOHOO |O-H--|O0O0OO|0O0OOOO
ooo|ooco|ocococoo|oco0o0o0o0 00000 | 0000 | HOO0OHOOO [~ | 0000 | 00000
ococo|ococo|ocococoo|ocoooo coocoo|0cooco|o-HHO-H|O0OOO| 0000 | 00000
ococo|ococo|ocococoo|ocoooo cooco0o| 0000 |HOHOH-H~ | HO0OO| 0000 | 00000
ooo|ooco|ocococoo|oco0o0o0o0 O0C0O0 | 00CO|HHOHHO~ |[O0O0OO | 0O0C0OC | 00000
ococo|ococo|ocococoo|ocoooo cocoHOo|HHHO|OCOOOOOCO |0O0OOCO |0O0O0OO | 00000
ooo|ooco|ocococoo|oco0o0o0o0 CoHOO|HHHH|O0OO0OO0OO | 0000|0000 | 00000
ooo|ooco|ocococoo|oo00o00 HHH A~ | 000+ | 0000000 0000|0000 | 00000
ococo|ococo|ocococoo|ocoooo HHOHH | H0OHO0 | 0000000 (0000|0000 | 00000
“oo|ocoH|oHooco|~oo0o00 00000 | 0000 |0000000 [0O000 | 0000 | 00000
coco|ococo|~oooco|o~-00O OC0O00O0 | 0000 | 0000000 [OC0O00 | 0000 | 00000
oHo|oHOo|ocoHOO|COHHH OC0O00O0 | 0000 | 0000000 [OC000 | 0000 | 00000
OO | 000|000 0O | A 00000 | 0000 |0000000 [0O000 | 0000 | 00000
coco|ococo|ocococoo | He—H OC0O00O0 | 0000 | 0000000 [OC000 | 0000 | 00000
o~ |ococo|~-o-~|0c000O OC0O00O0 | 0000 |0000000 [OC000 | 0000 | 00000
cooc|~oco|~-Ho~|0c0coco00O 00000 | 0000 |0000000 [0O000 | 0000 | 00000
“oo|HHH|oHooco|ocoooo OC0O00O0 | 0000 |0000000 [OC000 | 0000 | 00000
“—o|~+~0|0coco~~|0000OO 00000 | 0000 |0000000 [0O000 | 0000 | 00000
coco|HHH|O000o0o|00o00O 00000 | 0000 |0000000 [0O000 | 0000 | 00000
“——|ococo| 0000 |ocoooo OC0O00O0 | 0000 | 0000000 [OC0O00 | 0000 | 00000
HHH| o000 |o0coocoo|ocooo0o 00000 | 0000 |0000000 [0O000 | 0000 | 00000
o~ |ococo|o-Hoo|Hoooo0O OC0O00O0 | 0000 | 0000000 [OC000 | 0000 | 00000
AP a0 M ¥wo OHNNO oYW VONFOWE DHMO ANFN OHOLDO

— — - Ao AN AN AOMO®ONm Am0H®n oFIF FFEFFD

47 | 000 | 000 | 00 | 00O | 00O | 0O | 00 | 000 ] 000 | 00 | 010 | O | 1|

43
46

Stanfel1985 1



72

Solugoes sem Restricao Singleton

C.1.

1372

[slslolelololelolole}e)ie]
COO0O00O0OHOOOOO
[slslolelololelolole}eie]

[=lejolslolalelole)
oooocooccocoo
[=lejolslolalelole)

[elojeleloleloloe]
[elejelojelelo)e]
[elojelelole)olo]

[elelolslolojslojelololelalolelelo]
[=lejelojolelololojolojolefofolelo]
[elelolslololslojelololelelolelelo]

[=lslojelolojalololeolololelolele]
[=lejelejolalojlololojelolelelo)e]
[=lslojelolojalololeolololelolole]

[elejololololelole)e]
[=lejelojolelololo}la]
[elejololololelole)e]

[elejeloloie)
ooococoo
[slejelaelojie)

o
o
o

[=lejelejolalololololelo]

[=lejelelolalolololololo]

oooCcoo—HOO
oooocoococoo
[=lejolslolelelole)
oooocoocCocoo

oooHOOOC0
[elejelojelelo)e]
[slojelelolelolo]
[elejelojelelo)e]

[=lejelojolelololojolojololofolelo]
[=lejelojolelololojolojolefofolelo]
[elejolslololslojelololelelolelelo]
[=lejelojolelololojolojololofolylo)

[=lejelejolalolololojololelefio)e]
[=lejelejolalolololojolojelole]
[=lslojejolojalololelololelole)e]
[=lejelejolalojlololojololelelio)e]

[=lejelojolelololo}la]
[=lejelojolelololo}lo]
[elejolslololelole)e]
[=lejelojolelololo}lo]

o
o
o
o

[=lejejojelelolelole)
oooocoocoooH
[slejelololelololele]
[=lejejojelelolelole)

[slslolelololelololele)ie]
[slslojelololelololele)ie]
[=lejelelolalolololololo]
[slslolelololelolole}e)ie]
[=lejelelolalololelofelo]

OO0 O0OO -
[=lejolslolalelole)
oooocooccocoo
[=lejolslolalelole)
oooocoocCocoo

[slojelelolelelo]
[elojelelolelolo]
[elejelojelelo)e]
[slojeleloleleloe]
[elejelojelelo)e]

OO0 O0OO0O0CO0O00O0OHOOOOOO
[elejolslolojslojelololelalolelelo]
[=lejelojolelololojolojolelofolelo]
[elelolslolojslojelololelelololalo]
[=lejelojolelololojolojololofolelo]

COO0O0O00OO0O0O0O0O-HOOOOo
[=lsjojelolojalolololololelole)e]
[=lejelejolalojlololojolojolelo)e]
[=lslojejolojalololeolololelole)e]
[=lejelejolalojlololojolololelo)e]

[elejolslololelole)e]
[elejolslololelole)e]
[=lejelojolelololo}la]
[elejololololelole)e]
oooocooCcooH

[elejelolole)
[elejololole)
oooocoo
[elejlelololes)
oooocoo

[slejelololelololeie]
[slejelololelololeie]
[=lejejojlelelolelole)
[slejsjololelololeie]
[=lejejojolelole}ole)

[=lejelejolalolololololo]
[elslolelololelolole}e)ie]
[=lejelelolalolololofolo]

oooocoocCocoo
[=lejolslolalelole)
oooocoocCocoo

[elejelojelelo)e]
[slojeleloleielo]
[elejelojelelo)e]

[=lejelojolelololojolejololofolelo]
[elejolslolojslojelojolelejolelelo]
[=lejelojolelololojolojololofolelo]

[=lejelejolalojlololojolojolelio)e]
[=lslojelolojalololelololellele]
[=lejelojolalojlololojolololelo)e]

[=lejelojolelolelo}lo]
OO0 O0O0O-HOOO
[=lejelojolelololole]

oooocoo

jalejelojojie]

oooocoo
[elejlelojele)
oooocoo

[=lejejojlelelolelole)
[slejelololelololeie]
[=lejejojelelolelole)

[elslolelololelololeleie]
[=lejelelolalolololofelo]

[=lejolslolelelole)
oooocoocCocoo

[slojelelole)olo]
[elejelojelelo)e]

[elejolslolojslojelololelelolelelo]
[=lejelojolelololojolojololofolelo]

[=lslojelolojalololelololelolele]
[=lejelejolalojlololojolololelo)e]

e
e

[elejololole)
oooocoo

[elejelaelole)
ooococoo

[slejejololelololeie]
[elejejojolelolalole)

[=lejelelolalololelofolo]
[slslolelololelololele)ie]
[=lejelelolalolololofelo]
OO0 O0O0O~=OO
[slslolelololelolole}eie]

o000 HOOOO
[=lejolololelelole)
oooocooco—HO
[=lejolslolalelole)
[=lejolslolalelole)

[elejelojelelo)e]
[slojelelole)olo]
[elejelojelelo)e]
[slojelelolelolo]
[slojeleloleioloe]

[=lejelojolelololojolelololofolelo]
[elejolslolojslojelololelajolelelo]
[=lejelojolelololojolejololofolelo]
[elelolslolololojelololelaloleleloe]
[elelolslololslojelslololelolelelo]

HOHAO A A A A A A A A~ O
A A A A A A A O A O
A A A A A A A A A Ao~ O
HAO A A A O
O A O =

[=lejelojolelololo}lo]
[elejololololelole)e]
[=lejelojolelolelo}le]
[elejololololalolo)e]
[elejololololalolo)e]

oooocoo
[=lejelolole)
oooocoo
[elejelolele)
[elejelolele)

[=lejejojelejolelole)
[slejelololelololeie]
[=lejejojlelelole}ole)
[slejslololelololeie]
[slejelololelololeie]

[=lejelelolaelololelolelo]

[=lejelejolalolololololo]
[slslolelololelololele)ie]
[=lejelelolalolololololo]

oooocooccocoo
[=lejolslolelelole)
CoOOoOHOOOOO
oooocoocCocoo
[=lejolslolalelole)
oooocoocCocoo

[elejelojelelo)e]
[slojelelolelolo]
[elejelojelelo)e]
[elejelojelelo)e]
[slojelelolelolo]
[elejelojelelo)e]

HHAOAAO A A A A A A A O~
HA A A A A A A A A
OO0HHHHHH A A~~~
OrdrAA—A—A A A~ O
HAAO A A A A A A O A —
o A A A A o

[=lejelejolalojlololojololelelio)e]
[=lsjojelolojalololelololelole)e]
[=lejelejolalojlololojolojelelo)e]
[=lejelejolalojlololojololelelo)e]
OO0 O0OO0O0CO0OO0O0OO0O0OO-HO
[=lejelejolalojololojolojoleoioly]

[=lejelojolelololo}lo]
[elejololololelole)e]
[=lejelojolelolelo}le]
[=lejelojolelololo}lo]
[elejolslololelolo)e]
[=lejelojolelololo}la]

oooocoo
[elejololole)
oooocoo
oooocoo
[elejelolole)
oooocoo

[=lejejojelelolelole)
[slejelololelololeie]
[=lejejojlelejolelole)
[=lejejojlelelole}ole)
[elejejelelelalfoloe]
[=lejejojolejolelole)

[slslolelololelololele)ie]
[=lejelejolalolololofolo]
[=lejelejolalololelofolo]

[=lejolslolalelole)
oooocooccocoo
oooocoocCocoo

A H O
o
o

[elejolslololslojelololelelolelelo]
[=lejelojolojololojolejolelofolelo]
[=lejelojolelololojolojolelofolelo]

[=lsjojelolojalololelololelo o))
[=lejelejolalofololojolojelelo)e]
[=lejelejolalojlololojolojelelo)e]

[elejolslololelole)e]
[=lejelojolelololo}le]
[=lejelojolelololo}fe]

[elejelolole)
oooocoo
ooococoo

[=lejsjololelololeie]
[=lejejojelelolelole)
[=lejejojelelolelole)

[slslolelololelololele)ie]
[=lejelelolalolololofolo]
[slslolelololelololele)ie]
[elslolelololelololeleie]
[=lejelelolaelololelofolo]

Ordrd = O rd v =
HO
A O
o
A A O

[elojelalole)olo]
[elejelojelelo)e]
[slojelelole)olo]
[slojelelolelelo]
[elejelojelelo)e]

[elelolslolojslojelololelslolelelo]
[=lejelojolelololojolololelofolelo]
[elejolslololslojelololelelolelelo]
[elejolslojlojolojelslolelelolelelo]
[=lejelojolelololojolejolelofolelo]

[=lslojejolojalololelololelole)e]
OO0 O0O00CO0OO0OHOOOOOOO
OO0 O0O0O-HOOOOOOO-HO
[=lslojejolojajojololololelo o))
[=lejelejolalojlololojololelefio)e]

[elejololololelole)e]
[=lejelojolelololo}le]
[elejolslololelole)e]
[elejololololelole)e]
[=lejelojolelololo}le]

[elejelolele)
oooocoo
[elejelelele)
[elejelolojie)
ooococoo

[slejelololelololeie]
[=lejejojelelolelole)
[=lejslololelololele]
[=lejelololelololeie]
[=lejejojelelolelole)

O
HHAO A A A A A O~
O =
A A O

[=lejolslolelaelole)

[slojelelolelelo]

[elelolslololslojelajolelslolelelo]

[=lslojejolojalololelololelo o))

[elejolslololelole)e]

[slejelololelololele]

Chandrasekharan1987



73

C.2. Solugoes com Restricao Singleton

C.2 Solucoes com Restricao Singleton
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Apéndice D

Erros encontrados na literatura do
PFCM

D.1 Instancias Erradas

James et al. [31]:

e Kingl1982: 0 em M5P5 (Maquina 5, Parte 5) e M6P6;

e Kumarl987: 0 em M5P5 M28P29 M29P9 M(280u277)P8, 1 em M19P9 M19P29
M19P8.

Wau et al. [65]:

e Stanfel1985 1: 0 em M15P27.

D.2 Resultados Incoerentes

Artigos com resultados suspeitos (sem restrigao de singleton):

Wu et al. [64]: Stanfel1985 1

Mesmo nao visivel, o erro se torna visivel no proximo artigo do mesmo autor.

Wu et al. [65]: Stanfel1985 1

O erro esté visivel neste artigo, na resposta com restricao de singleton.

Mahdavi et al. [43]: Stanfel1985 1

Referencia Wu et al. [65], onde o erro esta visivel.

James et al. [31]: King1982 e Kumarl987

O erro esté visivel neste artigo.

83



D.2. Resultados Incoerentes 84

Elbenani et al. [21]: Kingl1982, Kumar1987 e Stanfel1985 1
Referencia James et al. [31] (que explica o erro na King1982 e Kumar1987) e o Mah-
davi et al. [43] (que referencia o Wu et al. [65], explicando o erro na Stanfel1985 1).

Artigos com resultados suspeitos (com restri¢gao de singleton):

Wu et al. [65]: Stanfel1985 1

O erro esté visivel neste artigo, na resposta com restricao de singleton.

Wu et al. [66]: Stanfel1985 1

Referencia Wu et al. [65], onde o erro esta visivel.
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