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Resumo

A resolugao do problema de propagacao de ondas actuisticas em meios continuos é de grande
interesse nas mais diversas areas da ciéncia, como por exemplo, na geofisica, medicina,
engenharia, entre outras. Este problema ¢ modelado através de equacoes diferenciais
parciais com condigoes iniciais e de contorno conhecidas. Em problemas de sismica,
por exemplo, utiliza-se com frequéncia o método de diferencas finitas explicito. Nestes
casos 0 dominio é heterogéneo e devido a questoes de estabilidade numérica, é necesséario
utilizar uma discretizagao que garanta a estabilidade do método em todo o dominio. Desta
maneira, alguns subdominios utilizam passos de tempo mais refinados do que o necessario.
Isso implica acréscimo do custo computacional.

Neste trabalho apresentam-se dois algoritmos que ajustam localmente o passo de
tempo, propostos na literatura, de acordo com a caracteristica do subdominio. Identifi-
camos, nestes esquemas, o aparecimento de um "ruido” no sinal da onda em simulacoes
onde o passo de tempo estd proximo do limiar de estabilidade do método.

Propde-se, neste trabalho, um algoritmo, chamado de Regiao de Transicao Trian-
gular (RTT) que elimina esses efeitos indesejaveis e permite a livre divisdo do passo de
tempo, conforme a necessidade imposta pela caracteristica da subregiao. Esta abordagem,
aponta para a reducao do custo computacional em dominio nao homogéneo, e possibilita
a utilizacao do passo de tempo proximo do limite de estabilidade do método.

Palavras-chave: diferencas finitas, passos de tempo ajustéveis, adaptatividade temporal,
regiao de transicao triangular, equacao de onda actustica.



Abstract

The resolution of the problem of acoustic wave propagation in continuous media is of great
interest in various areas of science, such as geophysics, medicine, and engineering among
others. This problem is modeled by partial differential equations with initial and boundary
conditions. In seismic problems, for example, the explicit finite-difference method is often
used. In these cases, the field is heterogeneous and due to issues of numerical stability, it is
necessary to use a discretization which guarantees the stability of the method throughout
the domain. In this way, some subdomains use time steps more refined than necessary,
which implies increased computational cost.

In this paper, two algorithms are presented which adjust locally the time step, pro-
posed in the literature, according to the characteristic of the sub-domain. In these
schemes, it has been identified the appearance of a "noise” in the wave signal in sim-
ulations where the time step is near the threshold of stability of the method.

This work proposes an algorithm called triangular transition region (TTR) that elim-
inates these unwanted effects and allows for free division of time, as the need imposed by
the characteristic of the subregion. This approach points to the reduction of the compu-
tational cost in non-homogeneous domain and allows the use of the time step close to the
limit of stability of the method.

Keywords: finite-difference, locally adjustable time step sizes, temporal adaptivity, tri-
angular transition region, acoustic wave equation.
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Capitulo 1

Introducao

Uma grande variedade de fendmenos da natureza podem ser descritos através de mode-
los matematicos. A propagacao de ondas acusticas, por exemplo, modelada através de
equacgoes diferenciais parciais, é de grande interesse nas mais diversas areas da ciéncia,
por exemplo, na geofisica (modelagem sismica), medicina (ultrasonografia), engenharia
(identificagdo de danos estruturais), entre outras. No entanto, quando pretende-se mode-
lar problemas reais, em geral nao é possivel a obtencao da solucao analitica do problema
que se quer resolver. Em sismica, por exemplo, a anisotropia, a heterogeneidade do
meio, fornecendo mapas de velocidades com geometrias complexas, podem inviabilizar
que se encontre a solucao analitica para o problema, necessitando da utilizacao de méto-

dos numéricos para a obtencao de solucoes aproximadas.

Diversos métodos numéricos sao utilizados para encontrar solucoes aproximadas para
a equacao de onda, tais como o método de diferencas finitas, de elementos finitos e de volu-
mes finitos. O método das diferengas finitas (MDF), por exemplo, é largamente utilizado
na resolugao de equagoes diferenciais parciais. Num artigo classico, Yee (1966) resolveu as
equacoes de Maxwell a partir de um esquema de diferencas finitas no dominio do tempo
(FDTD) que possibilitava o uso de malhas espaciais multidimensionais. Alterman (1968)
utilizou aproximacoes de Diferengas Finitas (DF) na modelagem sismica de equagao de
onda elastica num meio dividido em duas camadas. Uma analise das solugoes usando
o MDF em dominios com variagoes de propriedades fisicas é descrita em Boore (1972),
Virieux (1984) e Virieux (1986). Alford et al. (1974) comparou uma solugao utilizando
o MDF com uma solucao analitica para a equacao de onda actstica num campo com
quinas. Esses métodos alcancam elevada precisao desde que malhas refinadas sejam uti-
lizadas. Desta maneira, a precisao da aproximacao da derivada depende do refinamento

da malha.
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Como em problemas de sismica deseja-se obter uma solucao precisa e em curta duragao
de tempo, ¢ comum a utilizagao do MDF explicito. Num dominio espacial heterogéneo
a garantia de estabilidade do método fica condicionada a regiao que necessita da dis-
cretizagao mais refinada, ou seja, em um problema de sismica, por exemplo, quanto maior
a velocidade de propagacao do meio, mais refinado deve ser o passo de tempo. Desta
maneira, caso uma pequena parcela do dominio tenha maior velocidade, a necessidade
de garantia de estabilidade implicard no uso de um passo de tempo que sera conservador
para as demais regioes do dominio espacial. Essa medida, para garantia de estabilidade da
solucao do problema, pode gerar um custo computacional excessivo que pode inviabilizar

ou tornar complexa a obtencao dessa solucao.

Tendo isso em vista, esse trabalho tem por objetivo avaliar técnicas que possam au-
xiliar na minimizacao desse custo computacional, como a utilizagao de passos de tempo

variaveis, definidas dependendo da caracteristica do meio.

Encontram-se, na literatura, propostas apresentadas por Falk et al. (1998) e Tessmer
(2000) que descrevem esquemas que utilizam adaptatividade temporal com passos de
tempo ajustados localmente, de acordo com a velocidade da subregiao, de modo a garantir
a condicao de estabilidade do método em todo o dominio. Uma das vantagens de fazer uso
do esquema de adaptatividade temporal é um possivel ganho no tempo final de simulacao,
uma vez que um passo de tempo maior pode ser utilizado em partes do dominio que
tenham velocidades de propagacao menores. No entanto, a eficiéncia e a qualidade dos
resultados dos esquemas propostos depende da relacao entre a dimensao dos subdominios
com maior e menor velocidade. Falk et al. (1998) propoe a utilizagdo de passos de
tempo variaveis de acordo com a regiao do dominio que permite trabalhar com passos
de tempo miiltiplos de 2 na forma At/2° onde i é um inteiro positivo ou negativo. Na
segunda, Tessmer (2000) modifica a proposta anterior, permitindo passos de tempo na

forma At/(i + 1), onde i é um inteiro (i = 0, 1, 2, 3, ...).

Neste trabalho foram implementadas e testadas essas técnicas, incluindo situagoes
potencialmente criticas, como nas regioes onde ocorrem mudancas de velocidades e simu-
lacoes no limiar de estabilidade. Identifica-se o aparecimento de um "ruido” nas solucoes,
quando sao utilizados passos de tempo préximos ao limiar da estabilidade. Buscando
uma solugao, propoe-se uma modificacao nestas técnicas, que elimina o aparecimento

desse "ruidos", e que passou a chamar Regiao de Transi¢ao Triangular (RTT).

Apresenta-se no Capitulo 2 uma breve descricao do problema da onda acustica e do

método das diferencas finitas. No capitulo 3 sao descritos os esquemas de adaptatividade
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temporal encontrados na literatura e os conceitos neles envolvidos e a seguir, no capitulo 4,
sao apresentados resultados da aplicagao desses esquemas em problemas bidimensionais,
utilizando-se o MDF explicito com aproximacoes de segunda ordem, para aproximar a
derivada temporal, e de segunda, quarta e sexta ordens, para aproximar as derivadas
espaciais. O capitulo 5 apresenta a nova proposta de algoritmo denominada Regiao de
Transi¢ao Triangular (RTT) e respectivos resultados no limiar da estabilidade e por fim,
no capitulo 6 as conclusoes desse trabalho, bem como propostas para sua continuidade

sao descritos.



Capitulo 2

Equacao da onda actstica

2.1 Introducao

Diversos sistemas dinamicos que tratam de situacoes reais podem ser modelados através
de equacoes diferenciais. As equagoes diferenciais aplicadas na modelagem desses sis-
temas raramente possuem solucoes analiticas, necessitando, nesses casos, de um método
numeérico para a obtencao de uma solugao aproximada. Esses métodos, se adequadamente
utilizados, podem ser empregados para permitir uma correta interpretacao de dados de
campo, prover dados sintéticos para avaliacao de modelos e testar técnicas de aquisicao

de dados.

O presente capitulo apresenta a equacao da onda acustica, que serd utilizada neste
trabalho tendo como motivagao aplicagoes em geofisica, como descritos em Bulcao (2004).
Faz-se também um breve resumo sobre o Método de Diferengas Finitas (MDF) e, final-

mente, descreve-se o problema da onda actistica em meio heterogéneo.

2.1.1 A equacao da onda actstica

A equagao da onda acustica para um problema unidimensional (1D) é descrita como:

Pu 0%

— 2= 2.1
a2~ ¢ a2 (2.1)
com condigdes iniciais: u(z,0) = f(z) e %%(z,0) = g(z), Yz, com z € [0,z,];

e condigao de contorno: u(0,t) = hy(t) e u(x,,t) = ha(t), t > 0.

onde u = u(x,t) é uma fungao da posigao () e do tempo (¢) que descreve o comportamento
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da onda, c a velocidade de propagacao da onda num dado meio.

A seguir apresenta-se a equagao da onda acustica para um problema bidimensional
(2D):

0%u Pu  0%u
— -5 ++=)=0 (2.2)
ot? ox? = Ox?
definida no dominio espacial €2, onde I' representa o contorno do dominio, com condi¢oes
iniciais: u(z,y,0) = f(z,y),Vz,y, comz € [0,2,] ey € [0,y,] e 2(z,y,0) = g(z,y),V2,y,

com z € [0,z,] e y € [0,y,]; e condigdo de contorno: u(I',t) = h(z,y),t > 0, onde
u = u(z,y,t) é uma func¢ao da posi¢ao (x,y) e do tempo (t) que descreve o comportamento

da onda e ¢ = ¢(z,y) é a velocidade de propagagao da onda num dado meio.

2.2 Meétodo de Diferengas Finitas (MDF)

2.2.1 Apresentacao do método

A teoria basica do MDF é de facil compreensao, razoavelmente simples em seus conceitos
e por isso é de imediata aplicagao. O fundamento consiste na substituicao das derivadas
parciais da equacao continua, que descrevem o fenomeno, por formulas discretas de di-
ferencas e na aplicacao da equacao resultante em um ntmero finito de pontos da regiao
de interesse (malha espacial). No entanto a simples escolha de um esquema numeérico
nao é suficiente para a garantia de uma boa aproximacao para a solucao do problema.
A principio, quanto mais refinada a discretizacao do dominio, obedecendo as questoes de
estabilidade do método, mais proxima da solucao estard a aproximacao obtida. Porém,
o custo computacional aumenta proporcionalmente ao refinamento espacial e temporal
adotado. Assim, para um problema 1D, por exemplo, que varia em funcao do espaco e
do tempo, definido no intervalo 0 < x < z, e 0 < t < T, uma discretizacao da funcao
u = u(x,t) é obtida considerando apenas os valores u{ sob um nimero finito de pontos

(x;,t;) na forma:
wl = u(z;, t;) = u(idz, jAL),i =0,...,m,j =0, ...,n, (2.3)
onde Az = L/m, At = T'/n. Na notagao empregada para descrever as aproximagoes, 0s

indices subscritos correspondem as dimensoes espaciais enquanto que o indice sobrescrito

refere-se ao passo de tempo. Para exemplificar apresenta-se, na Figura 2.1, uma malha
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que aproxima a discretizacao de um problema que varia com o espaco e com o tempo,

u=u(z,t).

At

JAt (iAx, jAt)
¥ Ax

iAx A

Figura 2.1: Malha no tempo e no espago

2.2.2 Consisténcia, convergéncia e estabilidade

A confianga em um esquema de Diferencas Finitas (DF) [1] se d4 com a constatagao das

seguintes propriedades:

- Consisténcia: para que uma discretizacao seja consistente com a equacao diferencial

parcial seu Erro Local de Truncamento (ELT) deve tender a zero quando Ah, At — 0.

- Estabilidade: Um método numérico estavel é aquele no qual quaisquer erros ou per-
tubagoes na solucao nao sao amplificadas sem limite. Essa amplificacao, quando presente,

faz com que o modulo dos valores da solugao numeérica cresca a cada etapa dos célculos.
Se a formulagao é consistente e estavel o esquema é convergente.

- Convergéncia: Um método numérico é convergente se a solu¢ao numérica no dominio
de interesse u} se aproximar da solugao exata u(z;,t,). A consisténcia ¢ condi¢ao necessaria

e a estabilidade é condigao necesséria e suficiente para a convergéncia.

2.2.3 Esquemas: implicito e explicito

Existem dois tipos de esquemas cléssicos do método de Diferencas Finitas para equacoes
diferenciais que variam com o tempo: implicito e explicito. O esquema implicito relaciona
o valor de u em cada ponto, no nivel de tempo ¢+ 1, com outros valores desconhecidos no
mesmo nivel de tempo, t+ 1, e também no instante de tempo ¢, conhecido, o que gera um

sistema de equacoes algébricas a ser resolvido simultaneamente a cada nivel de tempo 2.2

(b).
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Um esquema de Diferencas Finitas no dominio do tempo é chamado explicito quando,
na discretizacao da equagao, o valor desconhecido de u em cada ponto, no nivel de tempo
t + 1, é calculado usando-se unicamente valores nos niveis de tempo anteriores, nesse
exemplo o instante de tempo ¢, onde estes valores sao conhecidos: ou dados como condicoes
iniciais do problema ou calculados no passo de tempo anterior 2.2 (a). Assim, nao é
necessario resolver um sistema de equacoes algébricas para cada passo de tempo. Esses
esquemas sao sujeitos a condigoes ou critérios de estabilidade, que restringem ou inter-

relacionam os valores dos incrementos espaciais, Az e Ay, e o incremento temporal, At.

il ta

—+
+
[y
—
|
1 i

1

Tk
—
P

1
1
1
R T
1
1
1
1
R
1
R
1
1
1

t L 1
-1 1 1+l -1 1 1+l
* x -
(a) Esquema explicito (b) Esquema implicito

Figura 2.2: Esquemas numéricos no tempo. Fonte: Tucci (1998)

Os métodos numéricos implicitos demandam uma quantidade de meméria maior e
requerem um nimero de operagoes matematicas, consideravelmente maior que métodos
explicitos para um mesmo incremento de tempo, pois envolvem a resolucao de sistemas li-
neares, o que pode torna-los inviaveis para algumas aplicagoes. Por outro lado os métodos
explicitos deparam-se com problemas de estabilidade, necessitando de discretizagoes refi-
nadas para garantia de convergéncia da solucao numeérica, o que também pode levar a um
alto custo computacional. Assim, a pesquisa de métodos que sejam computacionalmente
vidveis e precisos numericamente é uma tarefa que vem desafiando iniimeros pesquisadores

[10-13].

2.2.4 Aproximagoes de Diferengas Finitas (DF) para Equagao da
onda actustica

Neste trabalho, que trata de aproximacoes para a solucao do problema de onda actstica,
aproximam-se as derivadas segundas no tempo utilizando-se um operador de diferencas

finitas de segunda ordem e operadores espaciais de segunda, quarta e sexta ordem para
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aproximar as derivadas espaciais. Além disso, como em aplicacoes de geofisica, que mo-
tivaram esse trabalho, utiliza-se com freqéncia os MDF explicitos, e somente esses serao

aqui representados.

Ao longo deste texto, utiliza-se a seguinte notacao 2-2, 2-4 e 2-6, para denotar que
foram utilizadas aproximacoes de diferencas finitas de 2 ordem no tempo para todos os

casos e aproximacoes de 2%, 4% e 6% ordem no espaco, respectivamente.

As aproximacoes para as derivadas segundas sao aproximagoes por expressoes de
diferencas centrais de segunda, quarta e sexta ordens que estao descritas como (Ugz)i;
nas Eq. 2.4 a 2.6, respectivamente. A aproximacao de segunda ordem para a derivada

temporal pode ser obtida de maneira analoga.

U1 — 20 + U

—U;—2; + 16111‘_1,]' + 30112‘4' + 16u2~+17j — W25

(u ) 5 12A$2 ( 5)
2111'_37]' — 27111'_273' + 270111'_1’]' — 490112',]' + 270112'_;,_173' — 27112'_;,_273‘ + 2111'4_37]'
(Uaz)is = 180A72 (2.6)

Para o caso da onda aciistica bidimensional, substituindo-se as aproximagoes temporal
e espacial ambas de segunda ordem (2-2) descritas na Eq. 2.4, obtém-se para o método

explicito a seguinte expressao:

ij i _ i

At? Ah?

t+AL t t—At t t t t t t
Wiy T2 T Wiy 20 W U — 20

+O(A?, AR (2.7)

ou

t+At t 2 t t t t t t t—At
u; i =2u + O (g — 2wy gy — 20 g ) S ug (2.8)

com C' = c%, onde t representa o passo de tempo, os indices 7 e j representam os pontos
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da malha espacial em cada direcao e At e Ah correspondem as discretizagoes temporal e
espacial respectivamente. Apresenta-se, a seguir (Eq. 2.9) a expressao do MDF explicito

para a aproximacao 2-4 e na Eq. 2.10 para a aproximacao 2-6.

, ¢

t+At t t t t
u; ;= 2ui,jﬁ[_ui+2,j —W; g — W0 — U o+

t t t t
+16(uz+1,j tu_g ;Ui t+ uz}j—l) +
t t—At

R 2

t+At __ t t t t t

U5~ = 207 es[2(Wig U W ) +

_27(u§+2,j + u§—2,j + u;j+2 + ug,j—2) +
F270(ufy gy +uiy +ug gy Fug) +
¢ t—At

2.2.5 Limites de estabilidade
Apresenta-se na Tabela 2.1, os limites de estabilidade do MDF para aproximacoes de

segunda ordem temporal e, respectivamente, segunda e quarta ordem espacial, para pro-

blemas unidimensionais e bidimensionais.

Dimensao 2%rdem 4%ordem

1D 1 V3
1 3
9D . \/;

Tabela 2.1: Tabela com os limites de estabilidade - Laurence et al. (1998).

Acrescenta-se, aos valores dessa tabela, o limite de estabilidade para o 2-6 bidimen-

sional, C' = 0,575. Este valor foi obtido experimentalmente.

Apresenta-se a seguir um problema num dominio em meio heterogéneo.
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2.3 O problema da onda acustica em meios heterogé-
neos

Nas aproximacoes de geofisica o dominio de interesse é normalmente heterogéneo, isso é

a velocidade de propagagao da onda depende do ponto (z;,y;) do dominio.

Normalmente as discretizacoes espaciais e temporais sao feitas com incrementos cons-
tantes. Para garantir a estabilidade do método em todo o dominio, para um dado Ah, ha
a necessidade de se utilizar o At mais refinado que o necesséario em certas regioes gerando,

com isso, maior custo computacional.

Para ilustrar a necessidade de refinar a discretizacao temporal para garantir a esta-
bilidade do método em todo dominio, apresentam-se nesta secao resultados de um pro-
blema da onda acustica unidimensional (1D), primeiro com um dominio homogéneo e,
em seguida, com dominios heterogéneos: um no qual o meio de maior velocidade requer

a divisao do passo de tempo por 2 e outro que requer a divisao do passo de tempo por 4.

Apresentam-se resultados de simulacoes num dominio 1D com 0,0 < z < 5,0 com
uma interface de velocidade em x = 3,5 sendo que em z € [0,0;3,5[ a velocidade ¢ dada
por v; e em x € [3,5;5,0] é dada por vy. O instante de tempo final de cada simulagao é

t = 3,0, com a condicao inicial descrita em 2.11.

—(x—2’5>2)

f(l‘) = 6( 0,0075

(2.11)

Utilizam-se aproximagoes de segunda ordem no tempo e quarta no espago (2-4).

Utiliza-se, também a discretizacao espacial, Az = 0,00625 fixo.

Primeiramente, apresentam-se na Fig. 2.3, resultados para v; = 1,0m/s e vo = vy que
significa um dominio homogéneo com At no limite da condi¢ao de estabilidade do método
(At = 0,00541s), em dois instantes de tempo: (a) t =1,75s e (b) t = 2,0s.
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onda —— ' j ' " onda —
0.8 , 0.8

8.7 4 8.7 -

8.6 4 8.6 -

8.5 4 a.5 -

8.4 0.4

Anplitude
Anplitude

8.3 1 8.3 -

8.2 1 8.2 -

8.1 1 8.1 -

(a) t = 1,75 (b) t = 2,0

Figura 2.3: Simulagao onda 1D - Meio Homogéneo V = 1,0m/s At = 0,00541s.

Em seguida na Fig. 2.4 apresentam-se resultados quando v; = 1,0m/s e vy = 2,0m/s)
em dois instantes de tempo: (a) t = 1,75, antes que a onda atinja a interface de mudanga
de velocidade; (b) t = 2,0 apos a interface de velocidade. Utilizou-se At = 0,00271, o
que significa C' = 0,43, abaixo do limite de estabilidade, para o primeiro subdominio,

enquanto no segundo subdominio, C' = 0, 86 esta no limite de estabilidade do método.

onda —— onda ——
0.8 | R 8.8 - 1

0.7 [ 1 0.7 -
0.6 [ 1 0.6 [
0.5 [ 1 8.5 F

8.4 8.4 -

Anplitude
Anplitude

6.3 ] 8.3l

6.2 - 1 a2 f

8.1 1 8,1

(a) t = 1,75 (b) t = 2,0

Figura 2.4: Simulac¢ao onda 1D - Meio Heterogéneo vy = 1,0m/s e vy = 2,0m/s At =
0,00271s.

A Fig. 2.5 apresenta os mesmos resultados quando vy = 4,0m/s. Utilizou-se, nesse
caso, At = 0,00135s, em todo dominio para a garantia da estabilidade, significando que

no primeiro subdominio C' = 0, 215.
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onda ——
6.8 - ] 0.8

0.7 1 8.7

0.6 1 8.6 [

6.5 [ 1 8.5

8.4 8.4

Anplitude
Anplitude

6.3 ] 8.3 |

6.2 - 1 e.2 |

6.1 ] 8.1 |

(a) t = 1,75 (b) t = 2,0

Figura 2.5: Simulagdo onda 1D - Meio Heterogéneo V; = 1,0m/s e Vo = 4,0m/s At =
0,00135.

Pode-se observar que, trabalhando no limiar de estabilidade, precisou-se refinar a
discretizacao temporal nas simulagoes com dominio heterogéneo para a garantia da esta-
bilidade. Estas simula¢des com o mesmo passo de tempo (At fixo) sdo chamadas neste
trabalho de convencionais. Nestes esquemas convencionais tem-se um maior esforco com-
putacional na regiao de menor velocidade, devido a necessidade da escolha da discretiza-
¢ao temporal, para a garantia de estabilidade em todo o dominio. Essa escolha é feita
em funcao da regiao com maior velocidade. Para a diminuicao desse esfor¢o ajustam-se

localmente, por subregides, os passos de tempos (adaptatividade temporal).



Capitulo 3

Adaptatividade temporal

3.1 Introducao

Conforme exposto na secao 2.2, métodos numéricos explicitos possuem um limiar de esta-
bilidade para assegurar a convergéncia da solucao numérica da equacgao da onda actstica.
Dominios heterogéneos, isto é, aqueles que apresentam variacoes de velocidades, possuem
diferentes condicoes de estabilidade, de acordo com a velocidade de propagagao da onda

no meio.

Em simulagoes onde se utiliza o mesmo passo de tempo para todo o dominio, a
condicao de estabilidade é governada pela regiao que tiver maior velocidade, ou seja, ne-
cessitam de um menor intervalo de tempo para garantir a estabilidade em todo o dominio.
Com isso, o intervalo de tempo utilizado nas regioes de menor velocidade passa a ser muito
conservador em determinados subdominios, o que acarreta calculos desnecessarios para

essas regioes.

Visando diminuir o custo computacional, a alternativa investigada nesta dissertacao
é a utilizacao de passos de tempo variaveis dependendo da velocidade de propagacgao do
meio. Uma proposta para tentar diminuir o nimero de célculos e, consequentemente,
otimizar o (tempo) custo computacional sugerido em Falk et al. (1998) e Tessmer (2000)
¢ adotar um algoritmo de adaptatividade temporal, que consiste em utilizar, em cada
subdominio, um intervalo de tempo que garanta a estabilidade da solucao numérica. Neste
capitulo apresentam-se os algoritmos de adaptatividade temporal propostos por Falk et
al. (1998) e Tessmer (2000).
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3.2 Adaptatividade temporal proposta em Falk et al.
(1998)

Para se utilizar passos de tempo localmente ajustaveis como apresentado por Falk et al.
(1998), os incrementos no tempo sao ajustados em fungao do meio, utilizando passos de
tempo intermedirios que sejam miltiplos de 2%, onde 7 é um inteiro positivo ou negativo.
Desta forma, dado um dominio, divide-se 0 mesmo considerando a velocidade do meio
em cada um dos subdominios. Para ilustrar, considere um dominio com um campo de
velocidades em que existem véarias velocidades diferentes, vy, vo, ..., v,. Cada uma dessas

velocidades determina um subdominio (ou subregido).

A partir desta subdivisao, o subdominio com a menor velocidade (V) utiliza At =
At, ou seja, necessita de apenas uma divisao do passo de tempo. O subdominio com duas
divisdes do passo de tempo utiliza At/2. Da mesma forma um subdominio com quatro
divisoes do passo de tempo utilizara At/4. Assim por diante até que, no subdominio onde

a velocidade é a maior (vy,4,) utiliza o menor passo de tempo, ou seja, At = %.

Conforme apresentado em Falk et al. (1998), uma regra para a mudanga do passo de
tempo pode ser definida, a priori, ao se estabelecer relacoes com o limite de estabilidade
da regiao de menor velocidade, que pode utilizar um maior passo de tempo. Considere
V' = Vgubreg(i)/Vmin @ relagao entre a velocidade num subdominio (Vsupreg(i)) dividido pela
menor velocidade do dominio (v,n:,). Se essa razao for maior que 1 e menor ou igual a
2 o passo de tempo a ser utilizado nessa subregiao deve ser At gypreq(i) = At/2; caso seja
maior que 2 e menor ou igual a 4 entdao, Atgpregi) = At/4. A utilizacao de diferentes

incrementos de tempo, proposta por Falk et al. (1998), pode ser sintetizada na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Tabela com regras gerais para mudanca de At.

V' = Usubreg/Umin 1 Divisdes Passo de tempo

V=1 0 1 At
1<V <2 1 2 at
2<V <4 2 4 at
4<V <8 3 8 ot
8<V <16 4 16 o

27 <V <2 2n o

277.
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3.2.1 Esquema com duas divisoes do passo de tempo

Para apresentar o esquema adaptativo utiliza-se um problema da onda actustica unidi-
mensional (1D) com aproximagoes de 2% ordem no tempo e 4% ordem no espago (esquema

2-4), descrita pela expressao:

uft A = 2.0(1.0 — 15.00)u} + v(16.0(ul,; +ul_y) — (uly 4+ ul_y)) — ul™> (3.1)

)

At?
2 Ax2
12.0°

comv =c onde c é a velocidade, t representa o passo de tempo, o indice ¢ representa

o ponto da malha espacial e At e Az correspondem as discretizacoes temporal e espacial
respectivamente. Apresentam-se, na Fig. 3.1, os pontos necessarios para se calcular o valor
t+At
k

de u no ponto k e no instante de tempo t + At (u ) utilizando a expressao descrita na

Eq. 3.1.

[m————— "
I I
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
t— At
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
[ s ————————————— J S 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1 t
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
e cmmmce e ———— 1 [emmm————— e —————————— .
1 1
1 1
1 1
1 1
i i
' k H t+ At
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
e J

Figura 3.1: Molécula de calculo 1D (Aproximagao 2-4).

Na Fig. 3.2 apresenta-se um dominio 1D onde na regiao 2 a velocidade de propagagao
do meio é maior do que a velocidade de propagacgao da regiao 1 (vy > v;). A estabilidade

de cada regiao pode ser garantida com a utilizacao de At = At e Aty = At/2.
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Nesta figura, o tempo avanca para baixo e, os quadrados pretos e brancos representam
os pontos do dominio espacial discretizados. Os quadrados pretos sao pontos situados na
regiao com menor velocidade e que podem ser calculados com incremento de tempo At e
os quadrados brancos sao pontos da malha na regiao de maior velocidade e que devem ser
calculados com At/2. Pode-se notar, na Fig. 3.2, que ha um distingao entre o namero de
pontos da malha espacial que sao calculados a cada passo de tempo. Instantes de tempos
que calculam os valores de u nos pontos em todo o dominio sao chamados de tempos
inteiros e, entre eles, chama-se de tempos intermediarios, que calculam apenas os valores

de u nos pontos da regiao de maior velocidade.

T

Regifo I: Vy Regiiio 2: Vg Vi < Vg
k—2 k—1 k k+1 k+2
aEERBRoCCDOO0 -
L I I
1 1 1 t— At —
J J J 0
. . . . 11 1 1 ¢
Iy J 0
20 OO OO e
N N =

Legenda: . Pontos de velocidade V;
D Pontos de velocidade Vo
v Pontos da zona de transi¢ao

Figura 3.2: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximagao 2-4) divisao em subdominios.

Pode-se observar, na Fig. 3.2, que ao se calcular o valor de u no ponto £ do instante
de tempo t+ At (u’;jm), da regiao de maior velocidade, onde utiliza-se At,,;,, necessita-se
de valores extras na regido de menor velocidade, em t + At/2, a serem calculados com

Atin, marcados na Figura, com "7".

E necessario entao o calculo desses pontos extras que estao identificados por triangulos
pretos na Fig. 3.3 e sao chamados de regiao de transicao. O ntimero de pontos extras,
na regiao de menor velocidade, necessarios para o calculo de ufjm, depende da ordem da

aproximacao espacial e do nimero de divisoes do passo de tempo que o problema requer.
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xT

Regiao 1: Vq Regido 2: Vo Vi < Vo
k—2 k-1 . R | 3
¢ t — At

k k+2
o O e O e O
—-B B8
VYV e
I N S
Y e A s O t
—-B B8
N r—
V V O O O ‘a2 <
i O e O e O sy
— B8 | <

Legenda: [ Pontos de velocidade Vy
D Pontos de velocidade Vo
v Pontos da zona de transi¢ao

Figura 3.3: Esquema Falk/Tessmer 1D em t + At (Aproximacao 2-4).

Desta forma, quando realiza-se somente duas divisoes do passo de tempo, esse esquema
pode ser utilizado, qualquer que seja a quantidade de subdominios. Assim, esse esquema
prossegue ao longo do tempo, calculando-se os valores de u para todos os pontos do
dominio espacial nos tempos inteiros e calculando, nos tempos intermediarios, os valores
de u nos pontos da regiao de maior velocidade e os da regiao de transicao. Este esquema

é diretamente estendido para duas ou trés dimensoes.

Um exemplo analogo para o caso 2-D, utilizando uma aproximacao 2-2, é mostrado na
Fig. 3.4. Nesse esquema, para duas divisoes do passo de tempo, os pontos que estao dentro
do quadrado marcado em negrito (inclusive os pontos sob a linha) possuem velocidade
maior vs e os pontos de fora possuem velocidade menor v;. A figura apresenta as trés
possibilidades ao se calcular pontos neste dominio. O valor da aproximacao no ponto da
regiao com vy é calculado com At,,.. = At e os outros dois casos mostram os valores das
aproximacoes nos pontos sendo calculados com At,,;,, = At/2. Um deles estéa dentro da
regiao de maior velocidade vs e o outro situa-se na interface de mudanca de velocidades,
ou seja, ele é vizinho de um ponto com menor velocidade e, por isso, utiliza pontos da

zona de transicao que é representado neste esquema como um triangulo.
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i W i
N i {
..““““““"““““.. o ..“““““”““"““.. o ..““““”“““"““..
(RN 0 AN O NBAAN R XORE)
TR B (0K
e

AR A AKX

e Wy

W o

Figura 3.4: Esquema Falk/Tessmer para o caso 2-D com 1 nivel de adaptatividade para

uma aproximacao 2-2.
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3.2.2 Esquema com quatro divisoes do passo de tempo

Em varias situacoes, dependendo da variacao dos valores das velocidades no dominio,
pode ser conveniente utilizar um esquema adaptativo com mais de duas divisdes do passo
de tempo. No algoritmo proposto em Falk et al. (1998) a discretizagdo temporal é da
forma At/2" onde i = 0, 1, 2, ..., n. No caso de i = 2, ou seja, quatro divisdes do passo

de tempo, usa-se At,,;, = At/4 como menor discretizagao temporal.

T

Regifio 1: Vq Regiio 2: Vo Wy < Vs
k-2 k-1 ) E+1
& t— At

k k+2
M 1
O
S e R
e =
M _
I I By I R A e
e N s I s M .
S I I W
B e <
- BB
2 T <
EEEEEREREREOOO00 <
I S I I <

Legenda: . Pontos de velocidade V1 calculados em At
D Pontos de velocidade Vs calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢o calculados em At/4
W Pontos da zona de transi¢do calculados em A¢/2

Figura 3.5: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximagao 2-4) divisao em subdominios.

Apresenta-se, na Fig. 3.5, o esquema do método adaptativo para quatro divisdes do
passo de tempo em um dominio 1D onde vy > v;. A estabilidade do método em cada
regiao poderia ser garantida com a utilizacao adequada do passo de tempo: At = At
para a regiao de menor velocidade e At,,;,, = At/4 para a regiao de maior velocidade.
Nesta figura, o tempo avanca para baixo e os quadrados pretos e brancos representam os
pontos do dominio espacial discretizados. Os quadrados pretos sao pontos situados na
regiao com menor velocidade e que podem ser calculados com At e os quadrados brancos
sao pontos da malha dentro da regiao de maior velocidade e que devem ser calculados

com At/4. Conforme descrito na Subsegao 3.2.1, instantes de tempos que calculam os
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valores de u para todos os pontos do dominio sao chamados de tempos inteiros e, entre
eles, sao chamados de instantes de tempos intermedidrios nos quais calculam-se os valores

de u apenas nos pontos da regiao de maior velocidade.

No entanto, pode-se observar na Fig. 3.5 que ao se calcular o valor de u no ponto k, na
regiao de maior velocidade, em ¢ + At, ufjm, onde utiliza-se At,,;, = At/4, necessita-se
de valores extras, na regiao de menor velocidade, em t + 3At/4, a serem calculados com
Atpnin, marcados na Figura, com "?". E necessario entdo o calculo desses pontos extras

.. - t+At
utilizando At,,;, para o calculo de u, ="

z

Regido 1 Vy Regifio 2: Vo Vy < Vg
k-2 k-1 3 k+1 &k
t t— At

k k+2
/A 1 M
L b b d
B-5-8-8—
B-5-8-8—
YV o588 —
1 1 1 "
N N [ NN [ A |
=== =TI
- 29 9 o B
L AR =R SRS
EEEEEERER( [ -
L b I d B

Legenda: . Pontos de velocidade Vy calculados em At
D Pontos de velocidade V; calculados em At/4
v Pontos da zona de transigao calculados em At/4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em A¢/2

Figura 3.6: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximagao 2-4) divisao em subdominios.

Tomando como base o ponto extremo em que deve-se calcular o valor de u, para que os
valores nesses pontos extras em ¢ + 3At/4 sejam calculados, necessita-se de outros valores
extras, a serem calculados em instantes de tempos intermediérios anteriores, t + 2At/4 e

t + At/4, conforme os pontos marcados na molécula de calculo com "?"na Fig. 3.6.
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Regido 1 Vy Regifio 2: Vg Vi < Vg
k-2 k-1 ] ]
: 4 t— At

k  k+1 k42
A " r
& d
e S
2 BB
Y v 585858 —
EEEEEEREER_0CO0
L 0 od
== = = TV
> B = B
A A = T
EEEEEEEER
L o d -

Legenda: . Pontos de velocidade V4 calculados em At
D Pontos de velocidade Vo calculados em At/4
' Pontos da zona de transi¢do calculados em At/4
W Pontos da zona de transi¢do calculados em A¢/2

Figura 3.7: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximagao 2-4) divisao em subdominios.

Para que essa regiao de transicao nao aumente indefinidamente, os calculos desses
pontos serao feitos com uma diferenca em relacao aos demais pontos extras: utiliza-se,
para esses pontos um passo de tempo de At;,, = At/2, utilizando os valores ja calculados

nos instantes de tempos ¢ e t — 2At/4, conforme apresentado na Fig. 3.7.

Finalizando calculam-se os valores de u para os pontos extras no instante de tempo
t + At/4, utilizando At,,;,, = At/4 (Fig. 3.8).

Apresenta-se na Fig. 3.9 toda a regiao de transicao utilizada no esquema Falk et al.
(1998) para um esquema 2-4 onde o dominio requer a utilizagdo de quatro divisdes do

passo de tempo.
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Ed

Regido 1 Vy Regiio 2: Vo Vi < Vg
k—2 k-1 : 6 + o
t t— At

k k+1 k+2
e N e s O
I R |
R e
7 7 7 7 [ [ [ [ BaAiL
A7 A VA A I I S R N R
YV =9 Ags
I N
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[ W sy
> FBBa—
\778 7780 77,20 772w W e M e A | ——
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Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade V5 calculados em A¢/4
v Pontos da zona de transicdo calculados em At/4

W Pontos da zona de transi¢do calculados em At/2

Figura 3.8: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximagao 2-4) divisdo em subdominios.

Regido 1: Vq Regiio2: Va Vi < Vg
. . kt+1 K
t t— At

k-2 k-1 k k+2
1 1 M
 EE R N [ AN B |
B-8-8-8—
7 7 7 [ [ [1 [] t— 2At/4
\4 \4 \4 v b B g
v_v 1 r ri r A4 —
 EE R AN R N B N
I 1 r1 r M & ]
R AN R N B N
Y v EB5888
g 7 7 7 1 1 1 M t+208/4
- \ \Z \4 \4  EE N B NN B B |
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EEEEEEERC <

Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade V3 calculados em At /4
v Pontos da zona de transi¢do calculados em At/4
W Pontos da zona de transi¢do calculados em At/2

Figura 3.9: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximagao 2-4) divisao em subdominios.
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Esses pontos extras, chamados de Regiao de Transicao, estao identificados na Fig. 3.9
por tridngulos pretos (calculados com At,,;,, = At/4) e hachurados (calculados com
Aty = At/2). Assim, o algoritmo calcula nos instantes de tempos inteiros, o valor
de u para todos os pontos do dominio, sendo parte dele utilizando At,,.. = At, e parte,
Atyin = At/4. Nos instantes de tempos intermediarios, aléem dos pontos da regiao de
maior velocidade (quadrados brancos), ha necessidade de se calcular também o valor
de u para os pontos extras da regiao de transicao (triangulos pretos e hachurados). O
tamanho dessa regiao depende da ordem da aproximacao de Diferencas Finitas utilizada

na discretizacao espacial.

A seguir apresenta-se um passo a passo para que sejam calculados o valor de u para
todos pontos em ¢+ At considerando que o avango do tempo inicie a partir de um instante

de tempo t qualquer.

Passo 1: calcula-se o valor de u para todos os pontos da regiao de menor velocidade
em t + At utilizando os instantes de tempos t e t — At e passo de tempo At,a. = At
(Fig. 3.10).

Regido 1: Vq Regifio 2: Vg Vi < Vg
k—2 k—2 k—1 k k+1 k+2
i e A s I e M .
I R I B
1 .
A A A e e e o i e t=3at/a
7 7 @ 7 [ [ [ [ 2
v v Y v OO O g
Y VvV 5 s —
O 0 O -
e s I s M ,
I I B
t4+ At/4 <€
—> t +2At/4
t+3At/4 <€

Legenda: . Pontos de velocidade V1 calculados em At
D Pontos de velocidade V calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢do calculados em At /4
W Pontos da zona de transi¢io calculados em At/2

Figura 3.10: Esquema Falk/Tessmer 1D em ¢ + At (Aproximacao 2-4).

Passo 2: considerando que a interface da velocidade é no ponto k, inicia-se o calculo do
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instante de tempo intermediario, t + At/4, em k — 2 para o qual utiliza-se At,,;,, = At/4
(Fig. 3.11). Além dos pontos da regiao de maior velocidade acrescenta-se o calculo do

valor de u nos pontos extras da regiao de transicao.

Regifo 11 V; Regifio 2
k-2 k-2 k-1
t

<
©

Vi <V

& k+1 k+2
o N e O s O A
R O B |
Y v 855858
7 7 g 7 [ 1 [ [ b 24
A7/ A /A 2 S I N R N R
H 1 1 r - Atj4 —
B Y B W
1 .
N B N B W
1 1o )
A A e e e I e e
> t + 2At/4
t+3At/4 <«

Legenda: . Pontos de velocidade Vi calculados em At
D Pontos de velocidade V; calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /2

Figura 3.11: Esquema Falk/Tessmer 1D em t + At/4 (Aproximacao 2-4).

Passo 3: divide-se em duas etapas conforme apresentado na Fig. 3.12.

Passo 3.1: surge um caso especial ao se calcular valor de u nos pontos na zona
de transicao desse instante de tempo intermediario. Eles sao calculados, utilizando os

instantes de tempos ¢ e t — 2At/4 com discretizagao Aty = At/2

Passo 3.2: calculam-se os demais pontos utilizando os instantes de tempos t + At /4

e t e passo de tempo Aty = At/4.
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Regifio 11 V; Regifio 2: Vo Vi <V
k-2 k—2 k-1 . k41 k42
t t— At

k
1 1 1
sy
L A A=RE R S
T 7 7 7 [ 1 [ T o
|2 /A A A W R N Ry
YV 5558 —
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Y v 55885 -
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t+ At B E——
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Legenda: . Pontos de velocidade Vy calculados em At
D Pontos de velocidade Vs calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢io calculados em At /4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em A¢/2

Figura 3.12: Esquema Falk/Tessmer 1D em t + 2At¢/4 (Aproximagao 2-4).

Passo 4: calcula-se o instante de tempo intermediario ¢ + 3At/4 iniciando em k — 2

(Fig. 3.13).

Regidio 11 Vy Regido 2: Vo Vi <V
k-2 k-2 k-1 : k+1 k+2
t t— At

vy t— 38t/
t— At/4 ————

t+At/4 €«—F ————

t+2At/4

O 0OODOonoaeo-
DM DOoDmDom

DU O0O0OODODOnm
OO Oommm

t+3At/4 <«

vy

Legenda: - Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade V calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /4

W Pontos da zona de transi¢ao calculados em A¢/2

Figura 3.13: Esquema Falk/Tessmer 1D em t 4+ 3At/4 (Aproximagao 2-4).
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Passo 5: calcula-se o valor de u nos pontos do instante de tempo ¢t + At, para a regiao

de maior velocidade, iniciado a partir da interface da velocidade, ponto k (Fig. 3.14).

Regifio 1: V; Regidio 2: Vy Vi < Vg
k-2 k-2 k-1 k E+1 k+2
t /- 1 1 M . A
L & d
VvV 3=
T g 7 77 1 1 [1 [] t—2At/4
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v_v 1 1 1 t-Atj4 —
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Legenda: . Pontos de velocidade V1 calculados em At
\:\ Pontos de velocidade Vs calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At/4

W Pontos da zona de transi¢do calculados em At/2

Figura 3.14: Esquema Falk/Tessmer 1D em t + At (Aproximacao 2-4).

3.3 Adaptatividade temporal proposta em Tessmer
(2000)

Como ja mencionado neste trabalho, no esquema Falk et al. (1998) existe uma limita¢ao
na escolha da discretizacao temporal, onde s6 pode-se utilizar passos de tempo na forma
de poténcia de 2, ou seja, 2"At, ..., 2At, At, At/2, At/4, ..., At/2"

Em Tessmer (2000), foi proposta uma modifica¢do no algoritmo anterior que permite
utilizar qualquer discretizacao temporal da forma Atg.e, = At/(i + 1), onde i é um
inteiro (i = 0, 1, 2, 3, ...) que representa a razao entre as velocidades e determina as i + 1

divisoes para cada subdominio. A Tabela 3.3 sintetiza essas regras para este esquema.
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V= Usubeg/vmm i Divisoes Passo de tempo

1 0 1 At
1<v<2 1 2 At /2
2<V<3 2 3 At/3
3<V<4 3 4 At /4
4<V <5 4 5 At/5

n<V<n+l n n+l At/(n+1)

Tabela 3.2: Tabela com regras gerais para mudanca de At.

No esquema com duas divisoes do passo de tempo, ou seja, utilizando At,,.. = At e

Atyin = At/2, ndo existem diferengas entre os dois algoritmos.

Como o algoritmo desta se¢ao permite dividir o passo de tempo por 3, somente pode-se
perceber as diferencas entre os algoritmos, Falk et al. (1998) e Tessmer (2000), compa-
rando o caso com quatro divisdoes do passo de tempo, ou seja, para os quais utilizam-se
a discretizagao temporal At,,;, = % para a subregiao de maior velocidade para ambos

esquemas.

Conceitualmente, no primeiro, como a escolha da divisao do passo de tempo é limitada
em dividir por poténcias na forma 2° tem-se uma menor flexibilidade para as simulacoes
em dominios onde os valores das velocidades possuem a razao V' = (Usubreg/Vmin) 7 2
onde 7 € 0,1,2,3,...,n. No segundo, pode-se utilizar qualquer divisao do passo de tempo

maximo.

Porém, a principal diferenca é a forma com que passa-se a calcular as aproximagoes
de u nos pontos extras (regiao de transigao), pois é essa diferenca que nos permite a flex-
ibilidade na escolha do passo de tempo da subregiao de maior velocidade. No esquema
proposto em Tessmer (2000), utiliza-se sempre o instante de tempo ¢ para o célculo do
valor de u, referente aos pontos da regiao de transicao para os instantes de tempos inter-
mediarios. Varia-se, adequadamente, a discretizacao temporal em At/4, 2At/4 e 3At/4
nessa ordem. Na Fig. 3.15 apresenta-se um dominio 1D onde v > v; no qual a estabili-
dade de cada regiao pode ser garantida com a utilizagao de At,,q. = At € Aty = At/4.
Nesta figura, como nas anteriores, tempo avanca para baixo e, os quadrados pretos e
brancos representam os pontos do dominio espacial discretizados. Os quadrados pretos
sao pontos situados na regiao com menor velocidade e que podem ser calculados com

incremento de tempo At e os quadrados brancos sao pontos da malha na regiao de maior
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velocidade e que devem ser calculados com At /4.

Regifio I V; Regifio 2 Vo Vi < Vg
k—2 k-1 k k+1 k+2
lll—l—l—l 5e588— -
N R I [ N [ B | T
=
e =
e
EREEEOCC0O
N N A N B A
B8 <
e =
22 B FFHE— e
EEEEEROEET -
I & &g

Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade V3 calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢io calculados em At/4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em At/2
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em 3At/4

Figura 3.15: Esquema Tessmer 1D (Aproximacao 2-4).
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Regifio 1 Vy Regifio 2: Vg Vi < Vg
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Legenda: - Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade Vs calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢do calculados em At/4
W Pontos da zona de transi¢do calculados em At/2
v Pontos da zona de transi¢do calculados em 3A¢/4

Figura 3.16: Esquema Tessmer 1D em ¢ + 3At/4 (Aproximagao 2-4).

Pode-se notar na Fig. 3.15 que, como no algoritmo anterior, para se calcular o valor
de u no ponto k no instante de tempo t + At, uff“, necessita-se de pontos extras na

regiao de menor velocidade no instante de tempo intermediario ¢t + 3At/4.

Diferentemente do proposto em Falk et al. (1998), para o calculo do valor de u nesses
pontos extras utilizam-se, conforme destacado na Fig. 3.16, os valores conhecidos dos

instantes de tempos anteriores ¢t e t — 3At/4, com um passo de tempo de At;,;0 = 3At/4.
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Regidao 1: Vy Regido 2: Vo Vi < Vg
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Legenda: . Pontos de velocidade V calculados em At
I:l Pontos de velocidade Vs calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em At/2

W Pontos da zona de transi¢ao calculados em 3At/4

Figura 3.17: Esquema Tessmer 1D em ¢ + 3At/4 (Aproximagao 2-4).

Calculados os valores de u nesses pontos extras pode-se notar, na Fig. 3.17, que, para
se calcular o valor de u no ponto k, no instante de tempo ¢ + 3At/4, uZJrSAt/A‘, necessita-

se de pontos extras na regiao de menor velocidade no instante de tempo intermediério

t 4 2At/4.
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Regiao1: Vy Regido 2: Vo Vi < Vo
k—2 k-1 k E+1 k42
llrrrl e
I 0 O J
SB5-8-8— e
== = R
oy [ [ [ [ s
YV v L O O J
EmEEN_L LY
I I N A N
BB e <—
2B —— | —
ks A A e I s I s I -
YV v J 0 O d thahi/e <
EEEEROEEE
I 0 O J =

Legenda: . Pontos de velocidade Vy calculados em At
I:\ Pontos de velocidade V4 calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em At¢/2
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em 3At/4

Figura 3.18: Esquema Tessmer 1D em ¢ + 2At/4 (Aproximagao 2-4).

Para o calculo do valor de u nesses pontos extras utiliza-se, conforme apresentado na
Fig. 3.18, os valores conhecidos dos instantes de tempos anteriores t e t — 2At/4, com um

passo de tempo de Aty = 2At/4.

A Fig. 3.19, apresenta esses pontos extras calculados. Concluindo a construcao da
regiao de transi¢ao calcula-se, analogamente, o valor de u nos pontos extras em t + At /4,
necessarios para o calculo de u no ponto k do instante de tempo ¢ + 2At/4, uZ+At/4,

utilizando os instantes de tempos t e t — At/4 e o passo de tempo At,,;,, = At/4.

Finalmente a Fig. 3.20 apresenta o esquema Tessmer (2000) com todos os pontos
extras necessarios em sua regiao de transicao para um problema em que se necessita a

utilizacao de um passo de tempo minimo igual ao maior passo de tempo dividido por 4,
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Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade Vo calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /4
W Pontos da zona de transi¢do calculados em At/2

W Pontos da zona de transi¢@o calculados em 3At/4

Figura 3.19: Esquema Tessmer 1D em t + At/4 (Aproximagao 2-4).
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Legenda: . Pontos de velocidade V4 calculados em At
D Pontos de velocidade V3 calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /2
W Pontos da zona de transi¢do calculados em 3At/4

Figura 3.20: Esquema Tessmer 1D em ¢ + At (Aproximagao 2-4).
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Para ilustrar o algoritmo proposto em Tessmer (2000) apresenta-se, a seguir, um passo
a passo. Os pontos extras necessarios para o calculo do valor de v nos pontos da regiao

de maior velocidade sao representados pelos indices k —2 e k — 1.

Passo 1: calculam-se os valores de u no instante de tempo ¢t + At (Fig. 3.21) da regiao

de menor velocidade utilizando os instantes de tempos t e ¢t — At.

&

Regiao1: Vqp Regido 2: Vo Vi <V
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Legenda: . Pontos de velocidade V calculados em At
I:\ Pontos de velocidade Vs calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /4
V Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /2
W Pontos da zona de transi¢do calculados em 3At/4

Figura 3.21: Esquema Tessmer 1D em ¢ + At (Aproximacao 2-4).

Passo 2: calculam-se os valores de u no instante de tempo ¢ + At/4 (Fig. 3.22) a partir
do ponto em k — 2 utilizando At,,;, = At/4. Neste passo estao os pontos extras da regiao

de transi¢ao mais os pontos da regiao de maior velocidade.
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Legenda: . Pontos de velocidade V calculados em At
D Pontos de velocidade Vs calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At/4
V Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /2
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em 3At¢/4

Figura 3.22: Esquema Tessmer 1D em ¢ + At/4 (Aproximagao 2-4).

Os passos 3 e 4 serao divididos, cada um, em duas etapas de calculo: pontos extras e

os da regiao de maior velocidade.

Passo 3: calculam-se, neste passo, os valores de u nos pontos do instante de tempo

intermediario ¢ + 2At/4 conforme ilustrado na Fig. 3.23.

Passo 3.1: utilizam-se os instantes de tempos ¢ e t — 2At/4 para o célculo do valor

de u nos pontos extras com a discretizagdo At = At/2.

Passo 3.2: calculam-se o valor de u nos pontos da regiao de maior velocidade uti-
lizando o passo de tempo At,,;, = At/4 utilizando os instantes de tempos ¢ + At/4 e
t.

Passo 4: calcula-se, neste passo, o valor de u nos pontos do instante de tempo inter-

mediario t + 3At¢/4 conforme ilustrado na Fig. 3.24.
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Passo 4.1: utilizam-se os instantes de tempos t e t — At/4 para o calculo do valor de

u nos pontos extras com a discretizacao At = 3At/4.

Passo 4.2: calculam-se os valores de u nos pontos da regiao de maior velocidade
utilizando o passo de tempo At,,;, = At/4 utilizando os instantes de tempos t + 2At/4 e
t+ At/4.

T
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Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade V3 calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At/4
W Pontos da zona de transigao calculados em At/2
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em 3At/4

Figura 3.23: Esquema Tessmer 1D em ¢ + 2At/4 (Aproximagao 2-4).

Passo 5: finalizando, conforme a Fig. 3.25, calcula-se o valor de u nos pontos do instante
de tempo t+ At, para a regiao de maior velocidade, iniciado a partir do ponto k (interface

da velocidade) utilizando o passo de tempo At,,;,, = At/4.
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Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade V; calculados em At¢/4

v Pontos da zona de transi¢do calculados em A¢/4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em At/2

W Pontos da zona de transi¢do calculados em 3A¢/4

Figura 3.24: Esquema Tessmer 1D em ¢ + 3At/4 (Aproximagao 2-4).
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Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade Vs calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em At/2
W Pontos da zona de transigdo calculados em 3At/4

Figura 3.25: Esquema Tessmer 1D em ¢ + At (Aproximagao 2-4).
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Comparando as ilustracoes da Fig. 3.14 com a Fig. 3.25, pode-se evidenciar as dife-
rencgas, entre os algoritmos propostos por Falk et al. (1998) e Tessmer (2000), relativas
tanto a forma de construcao dos pontos extras necessarios nos instantes de tempos in-
termedidrios na regiao de transicao, quanto a quantidade desses pontos extras. Outra
diferenca que deve-se ressaltar estd nos passos de tempo utilizados nessa construcao. No
primeiro utilizam-se apenas dois passos de tempo, At/4 e At/2 enquanto que, no segundo,

utilizam-se trés passos de tempos At/4, 2At/4 e 3At/4

Além disso, pode-se observar na Fig. 3.26, um exemplo no qual 2 < (Usybreg/Vmin) 7 3.
Nesse exemplo a construcao da regiao de transicao é feita de forma analoga ao apresentado
nessa se¢do. Aparece a primeira grande diferenca e vantagem do algoritmo Tessmer (2000).
Neste caso, pode-se utilizar os passos de tempo At,,.. = At € At = At/3 cuja escolha

das discretizagoes temporais nao sao possiveis na proposta do algoritmo Falk et al. (1998).
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Legenda: . Pontos de velocidade V4 calculados em At
D Pontos de velocidade Vs calculados em At/3
v Pontos da zona de transi¢ao calculados em At /3
A Pontos da zona de transi¢ao calculados em 2A¢/3

Figura 3.26: Esquema Tessmer 1-D para uma aproximacao 2-4 com trés divisoes do passo

de tempo.



Capitulo 4

Exemplos numéricos

Para testar os algoritmos de adaptatividade temporal para a equagao da onda acustica
apresentados no Capitulo 3 foram utilizados dominios uni e bidimensionais com condicao
de contorno de Dirichlet. Os testes realizados em dominios 1D, foram feitos com o obje-
tivo de entender o comportamento dos algoritmos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000) e
validar as respectivas implementacoes. Apresentam-se, nesse capitulo, somente os resul-
tados dos testes em dominios 2D. Nestes exemplos, para testar os algoritmos, utilizam-se
discretizagoes temporais tanto proximas ao limite de estabilidade quanto aquelas distantes

deste limite, sugeridas nas aplicacoes de geofisica conforme citado em Bulcao (2004).

Para isso, apresenta-se na Secao 4.1 o problema da Equacao da onda actstica a ser
resolvido. Na Secao, 4.2, sao apresentadas as discretizacoes utilizadas e, por fim, na

Secao 4.3 os resultados das simulacoes para o caso bidimensional sao apresentados.

4.1 O problema a ser resolvido

Resolve-se, neste trabalho a equacao da onda actstica para um problema bidimensional
(2D)
0%u Pu  *u

w_CQ(@—i_a_Zf):O (41)

com u(z,y,0) = f(z,y) e ur = h(I',t), Y(z,y) € L et > 0 onde u = u(x,y,t) é uma
funcao da posicao e do tempo que descreve o comportamento da onda e ¢ a velocidade
de propagacao da onda num dado meio, o dominio espacial utilizado Q2 = {(z,y) | Om <
r < 6.000m e Om <y < 6.000m} e I' representa a fronteira do €2, ou seja, o contorno do

dominio.
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Neste trabalho utilizam-se dominios heterogéneos e, como campo de velocidades,
utilizou-se o apresentado na Fig. 4.1, onde a interface de velocidade estd em x = 3.250m.
Na subregiao de menor velocidade utilizou-se ¢ = v; = 750m/s. Para a subregiao de
maior velocidade tem-se ¢ = vy sempre com vy > v;. Este valor sera apresentado nas

respectivas subsecoes de resultados.

6000

Vi Vo
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4000 +

- 3000 f w 'y

2000 +

1000

0] 1000 2000 3000 4000 5000 6000
X

Figura 4.1: Campo de velocidades - Dominio bidimensional

Nos diversos resultados sao apresentados sismogramas nos pontos 51, na subregiao de
menor velocidade, S;, na interface da velocidade, e S3 na subregiao de maior velocidade,

com x1 =y, = 3.125m, 9 = yo = 3.250m e x3 = y3 = 3.375m, respectivamente.

(i) A condicao inicial utilizada é dada por:

1
128007

—(@2442)
6( 2500 )

f(z,y) (4.2)

e %(m,y, 0) = 0,Vz,y. A Figura 4.2 apresenta a solugao de f(z,y) em y = 3.000m.
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Figura 4.2: Condigdo inicial (Eq. 4.2)

(ii) Como condigao de contorno utilizou-se a Condigao de Dirichlet que especifica, a
priori, a amplitude nas bordas do dominio considerado. Em nosso trabalho utilizou-se no

contorno, I', o valor u(I',t) = 0,t > 0.

4.2 Discretizacoes

Neste trabalho, que tem por objetivo testar o comportamento dos esquemas adaptativos

utiliza-se o critério apresentado nas Eq. 4.3 e 4.4, sugerido em Bulcao (2004).

Ah
Ah
At 4.4
e vaax ( )

onde:

Ah é o espacamento dos pontos da malha. Neste trabalho a malha é regular, ou seja,
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Ax = Ay = Ah

Umin € Umaz 520, Tespectivamente, a velocidade minima e maxima de propagacao do

campo de velocidades simulado;

[ é o parametro que corresponde ao nimero de passos no tempo necessario para a
frente de onda percorrer uma distancia equivalente ao espacamento entre os pontos da

malha, considerando a maior velocidade de propagacao do meio;

At min € 0 passo de tempo que garante a estabilidade do método nas simulagoes numéri-

cas.

At ez € 0 passo de tempo principal utilizado nos algoritmos adaptativos. Garante
a estabilidade do método nas simulagoes numeéricas para a regiao de menor velocidade.
Este valor serd ajustado localmente, para regidoes de maior velocidade, conforme cada
algoritmo de adaptatividade temporal de forma a garantir a estabilidade do método nesses

subdominios.

A escolha do valor 3, utilizado na expressao da Eq. 4.4, estd relacionada ao limite
de estabilidade do método e determina a discretizacao temporal, At, a ser utilizada. A
escolha desse parametro determina o quanto esta se trabalhando abaixo desse limite. Ao
se adotar = 4, conforme usualmente utilizado nas aplicacoes de Geofisica, como por
exemplo em Bulcao (2004) para um operador de 2* ordem temporal, significa que as

simulagoes estao a um quarto do respectivo limite de estabilidade do método.

Com a utilizagao do algoritmo com passos de tempo adaptativos adota-se a Eq. 4.3 que
determina o maior incremento de tempo que pode ser utilizado para a regiao de menor ve-
locidade. Esse valor do At sera ajustado, quando houver necessidade, segundo os critérios

expostos no Capitulo 3.2 para cada subregiao, conforme a relagao V = vsubreg(i)/ Urniim.-

Nos testes realizados utilizam-se varias discretizacoes espaciais desde Az = 40m re-
finando até Ax = 2,5m. Como o nosso objetivo é comparar o método adaptativo com o
método convencional adotou-se Ah = Ax = Ay = 40m para todas as simulagoes deste

trabalho.

4.3 Resultados 2D

Conforme descrito no Capitulo 3, durante este trabalho foram testados os algoritmos
adaptativos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000). Inicialmente apresentam-se os resultados

das simulac¢oes como sao, usualmente, utilizados nas aplicacoes da Geofisica, ou seja, longe
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do limite de estabilidade dos respectivos métodos conforme apresentado na Subsecao 2.2.5.

Trabalha-se com uma discretizacao temporal para simular a um quarto do respectivo limite
de estabilidade.

Na Subsegao 4.3.2 apresentam-se os resultados nos quais a subregiao de maior ve-
locidade requer duas divisdes do passo de tempo e na Subsecao 4.3.3 os resultados nos
quais a subregiao de maior velocidade requer quatro divisoes do passo. Para todos as

comparagoes realizadas neste trabalho utiliza-se o estabelecido a seguir.

4.3.1 Critério de comparacao dos resultados

Para a comparacao de resultados das simulacoes dos métodos adaptativos apresentam-se
tanto resultados em uma se¢ao (y = 3.000m), quanto sismogramas em trés pontos do

dominio: Si, Sy e S3 4.1. Esses resultados sao comparados de duas formas:
(i) método adaptativo com o método convencional, ou seja, com At constante.

(ii) resultado do método adaptativo com um resultado adotado como referéncia. Para
essa escolha foram realizados testes no limite de estabilidade para as aproximacoes de
diferencas finitas 2-2, 2-4 e 2-6. Nestes testes as discretizacoes foram sendo refinadas,
tanto a espacial quanto a temporal, até que seus resultados nao apresentasem diferencas
visuais perceptiveis. A discretizacao espacial utilizada para esse resultado de referéncia
foi Az = Ay = 2,50.

Foram obtidos dois resultados de referéncia: problema (a) para quando v; = 750m/s
e vo = 1.500m/s e problema (b) quando vy = 750m/s e vy = 3.000m/s

A Tabela 4.1 e a Fig. 4.3 apresentam respectivamente: as discretiza¢oes temporais do

resultado de referéncia para o problema (a) e esse resultado em y = 3.000m, em t = 1, 50s.

Esquema N° Courant Limite At

22 0,707 0,001178
24 0,610 0,001016
2-6 0,575 0,000958

Tabela 4.1: Tabela com a discretizagdo temporal - Problema (a)
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Figura 4.3: Convencional (2-2, 2-4 e 2-6) nos respectivos limite de estabilidade dos méto-
dos - problema (a).

Analogamente, apresentam-se na Tabela 4.2 as discretizagoes temporais para o pro-

blema (b). Na Fig. 4.4 a solu¢ado em y = 3.000m para t = 0, 90s.

Esquema N° Courant Limite At

22 0,707 0, 000589
24 0,610 0,000508
2-6 0,575 0,000479

Tabela 4.2: Tabela com a discretizac¢do temporal - Problema (b)
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Figura 4.4: Convencional (2-2, 2-4 e 2-6)

nos respectivos limite de estabilidade dos méto-
dos - problema (b).

Portanto, adotam-se estes resultados convencionais como resultado de referéncia para
as comparacoes deste trabalho.

4.3.2 Duas divisoes do passo de tempo

Os algoritmos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000) sao equivalentes para duas divisdes do

passo de tempo e, por isso, apresenta-se, nesta subsecao, apenas o resultado do primeiro.

Trabalha-se com o campo de velocidades apresentado na Fig. 4.1 com v; = 750m/s e
vy = 1.500m /s conforme mostrado na Fig. 4.5.

44
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Figura 4.5: Campo de velocidades - Dominio bidimensional

Na Tabela 4.3 apresentam-se as discretizacoes utilizadas nas simulacoes do esquema
convencional e do esquema de passos de tempo ajustados localmente (método adaptativo).
A discretizacao temporal utilizada esta a um quarto do limite de estabilidade de cada um

dos esquemas (2-2, 2-4 e 2-6).

No esquema adaptativo At = At € 0 incremento de tempo utilizado no subdominio
com menor velocidade (v1) e com At = At,;,, no subdominio de maior velocidade (vq).

O método convencional utiliza, para todo o dominio, At = At,.

Esquema N° Courant Limite N° Courant utilizado — At,n Atz

2-2 0,707 0,177 0,004714 0,009427
2-4 0,610 0,155 0,004066 0,008133
2—-6 0,575 0,145 0,003834 0,007667

Tabela 4.3: Tabela - Passo de tempo - Problema (a)

A fim de analisar o esquema com duas divisoes do passo de tempo, apresentam-se nas
Figuras 4.6, 4.7 e 4.8, resultados em y = 3000m (corte) no instante de tempo t = 1, 50s
para aproximagoes 2-2, 2-4 e 2-6. Nas Figuras (a) tem-se as solugoes com passos de tempo

ajustados localmente comparada com o respectivo resultado convencional enquanto que,
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nas Figuras (b), as solugoes com passos de tempo ajustados localmente comparada com o

resultado adotado como referéncia.
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Figura 4.6: Solucdo em y = 3.000m e t = 1,50s (aproximagao 2-2). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.
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Figura 4.7: Solucao em y = 3.000m e t = 1,50s (aproximagao 2-4). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.
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Figura 4.8: Solucao em y = 3.000m e t = 1,50s (aproximagao 2-6). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.

Nesses graficos pode-se observar que, mesmo utilizando uma discretizacao espacial
menos refinada, sao pequenas as diferencas entre as solucoes, ou seja, o resultado adapta-

tivo reproduz de forma satisfatoria o resultado convencional. Tal fato pode ser corroborado
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ao analisar os sismogramas das Figuras 5.11, 5.12 e 5.13 (a), (b) e (¢). Em todos os
resultados pode-se observar que o resultado do esquema com passos de tempos ajustados
localmente esta mais proximo do resultado adotado como referéncia do que o respectivo

resultado do método convencional.
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Figura 4.9: Sismogramas (aproximagao 2-2) (a) ponto S, (b) ponto Sy e (c) ponto Ss.
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(aproximagao 2-4) (a) ponto S1, (b) ponto Sy e (¢) ponto Ss.
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Figura 4.11: Sismogramas

A titulo de comparacao apresentam-se na Figura 4.12 os resultados do método adap-

tativo para as aproximacoes 2-2, 2-4 e 2-6 no instante de tempo (¢ = 1, 50s).

1.4

(aproximagao 2-6) (a) ponto S1, (b) ponto Sy e (¢) ponto Ss.
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Figura 4.12: Solu¢ao em y = 3.000m e t = 1,50s (a) Métodos Adaptativos 2-2, 2-4 e 2-6
em (b) Zoom em [3.000m ; 6.000m)].

Apo6s comparar os resultados das simulacoes utilizando valores que estao abaixo
dos limites de estabilidade, conforme usualmente adotado em aplicacoes de Geofisica,

apresentam-se nas Fig. 4.13 e 4.14 resultados do método adaptativo proximo ao limite
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de estabilidade do esquema 2-2. Analisando os resultados obtidos dos métodos adapta-
tivos observa-se que os mesmos, quando simulados no limite de estabilidade, apresentam
o aparecimento de um "ruido" na solucao na regiao proxima da interface da velocidade,
que nao aparece quando utilizamos o método convencional (Fig. 4.3). Este "ruido" au-
menta de forma a invalidar os resultados ao longo do tempo, em simulagdes no limiar da

estabilidade do método.

Para diferenciar os efeitos desse "ruido" com aqueles provocados por simulagoes acima
do limite de estabilidade, apresentam-se nas Figuras 4.13 e 4.14, uma comparacao com
os resultados do método adaptativo Falk et al. (1998), simulado proximo ao limite de
estabilidade para o esquema 2-2 (C' = 0,707) com o mesmo método adaptativo, s6 que

um pouco acima desse limite (C' = 0, 710).
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Figura 4.13: (a) Solugdo em y = 3.000m e t = 1,40s para uma aproximagao 2-2. (b)

Zoom: z € [3.100m ; 3.600m)].
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Figura 4.14: (a) Secdo da onda em y = 3000m e ¢ = 1,60s para uma aproximagao 2-2.
(b) Zoom: z € [3.100m ; 3.600m).
As Figuras 4.13 e 4.14 apresentam em (a) os resultados do método adaptativo, no

limite de estabilidade e acima deste limite, nos quais aparecem os efeitos: "ruidos" e a

instabilidade. Nas mesmas Figuras em (b) apresentam-se um zoom em z € [3.100m ;
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3.600m|, regido proxima a interface da velocidade, onde aparecem os efeitos que estao
sendo analisados. Esses efeitos, "ruidos" e instabilidade, sao diferentes. Pode-se observar

que os efeitos desse "ruido" crescem de forma mais lenta que os da instabilidade.

Apresentam-se, na subsecao a seguir, resultados onde o campo de velocidades do

dominio requer que o passo de tempo necessite de quatro divisoes.

4.3.3 Quatro divisoes do passo de tempo

Nesta subsecao, apresentam-se os resultados utilizando o método adaptativo, para um
meio no qual é necessaria a utilizacao de quatro divisoes do passo de tempo para a regiao
de maior velocidade, para garantir a estabilidade. Trabalha-se com o mesmo campo de
velocidades descrito anteriormente que, nos testes desta subsecao, tem somente a alteragao

no valor da maior velocidade, ou seja, vy = 3.000m/s.

Segue-se o critério adotado anteriormente, para apresentacao dos resultados. Nestes
testes, apresentam-se também, as comparagoes entre os resultados dos dois algoritmos

adaptativos, Falk et al. (1998) e Tessmer (2000), que neste caso, sao diferentes.

Na Tabela 4.4 apresentam-se as discretizacoes utilizadas nas simulagoes. O método
convencional requer a utilizacdo dos valores de At,,;, para a garantia da estabilidade
enquanto que nos esquemas adaptativos as simulacoes trabalham com At = At,,., para o
meio com a menor velocidade (v1) e com At = At,,,;,, para a regiao com a maior velocidade
(v2). O namero de Courant utilizado conduz a uma discretizagdo temporal a um quarto

do limite de estabilidade de cada um dos esquemas 2-2, 2-4 e 2-6.

Esquema N° Courant Limite N° Courant utilizado — At,n At o

2-2 0,707 0,177 0,002357 0,009427
2—-4 0,610 0,155 0,002033 0,008133
2—6 0,575 0,145 0,001917 0,007667

Tabela 4.4: Tabela - Passo de tempo - Problema (b)

Nas Figuras 4.15, 4.16 e 4.17, encontram-se os resultados em y = 3.000m (corte) no
instante de tempo ¢ = 0, 90s para, respectivamente, uma aproximacao 2-2, 2-4 e 2-6. Nas
Figuras (a) tem-se as solugoes com passos de tempo ajustados localmente comparada com
o respectivo resultado convencional enquanto que, nas Figuras (b), as solugdes com passos

de tempo ajustados localmente comparada com o resultado adotado como referéncia.
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Figura 4.15: Solugao em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximacao 2-2). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.
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Figura 4.16: Solugao em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximacao 2-4). (a) Adaptativo x
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Figura 4.17: Solugao em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximacao 2-6). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.

Nesses graficos, Fig. 4.15 a 4.17, pode-se observar que o resultado do método adap-
tativo apresenta uma aproximacao satisfatoria com as comparacgoes, convencional e refer-

éncia. Esse resultado pode ser confirmado ao analisar os sismogramas apresentados nas
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Figuras 4.18, 4.19 e 4.20. Nesses sismogramas, conforme subsecao anterior, os resultados
dos métodos adaptativos sao mais proximos do resultado adotado como referéncia do que

os dos métodos convencionais.
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Figura 4.18: Sismogramas (aproximagao 2-2) (a) ponto Sy, (b) ponto Sy e (¢) ponto Ss.
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Figura 4.19: Sismogramas

(aproximagao 2-4) (a) ponto S1, (b) ponto Sy e (¢) ponto Ss.
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Figura 4.20: Sismogramas (aproximacao 2-6) (a) ponto Si, (b) ponto Sy e (¢) ponto Ss.

Apresenta-se na Figura 4.21 uma comparacao entre os resultados do método adapta-

tivo para as aproximacoes 2-2, 2-4 e 2-6 em ¢t = 0, 90s.
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Figura 4.21: Solu¢do em y = 3.000m e t = 0,90s (a) Comparacao com adaptativos 2-2,
2-4 ¢ 2-6 (b) Zoom: z € [1.800m ; 6.000m)].

Os testes anteriores mostram que os "ruidos" no sinal da onda em simulacgoes no
limiar da estabilidade do método sao efeitos diferentes dos provocados pela simulacao

em condicao de instabilidade. Esses efeitos apareceram nos testes para esse campo de
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velocidades de propagacao do meio. Novamente, buscando diferenciar os efeitos desses
"ruidos" com os provocados por simulacoes acima do limite de estabilidade, foram repeti-
dos os testes com o método adaptativo no limite de estabilidade e acima do mesmo. Neste

caso comparam-se os dois algoritmos adaptativos.

Apresenta-se, nas Figuras 4.22 a 4.25, a seguinte comparacao: resultados do esquema
adaptativo Falk et al. (1998) no limite de estabilidade do esquema 2-2 (C' = 0,707) e,
com esse mesmo esquema adaptativo, um pouco acima desse limite (C' = 0,710). Essas

comparagoes estao nos instantes de tempos t = 0,45s, t = 0,70s, ¢t = 0,85s e t = 1,00s.
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Figura 4.22: Solu¢ao em y = 3.000m e t = 0,45s (aproximagao 2-2). (a) No Limite x
Acima do Limite (b) Zoom: z € [2.000m ; 6.000m)].
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Acima do Limite (b) Zoom: z € [2.000m ; 6.000m)].
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Figura 4.24: Solu¢ao em y = 3.000m e t = 0,85s (aproximagao 2-2). (a)

Acima do Limite (b) Zoom:

No Limite x
: x € |2.000m ; 6.000m)].
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Figura 4.25: Solu¢do em y = 3.000m e t = 1,00s (aproximagao 2-2). (a) No Limite x
Acima do Limite (b) Zoom: z € [2.000m ; 6.000m)].

Novamente observa-se que o algoritmo adaptativo apresentado por Falk et al. (1998),
quando simulado no limite de estabilidade do método, apresenta o aparecimento de um

"ruido" na solucao na regiao proxima da interface da velocidade. Este "ruido" repete o



4.3 Resultados 2D 69

comportamento dos testes anteriores e aumenta ao longo do tempo de simulagao. Apesar
desse aumento ser mais lento do que os provocados pela simulacao acima do limite de

estabilidade, como ele aumenta ao longo do tempo, pode invalidar os resultados desejados.

Nas Figuras 4.26 a 4.29 apresentam-se comparacoes com os resultados do esquema
adaptativo Tessmer (2000) em diferentes instantes de tempo, seguindo a mesma logica da

comparacao anterior.
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Também aqui esses efeitos, "

5500

ruidos" e instabilidade, sao diferentes

6000

(a) Proximo ao

. Pode-se observar

que os efeitos desse "ruido" crescem de forma mais lenta que os da instabilidade.
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Observa-se que o algoritmo adaptativo apresentado por Tessmer (2000), quando si-
mulado no limite de estabilidade do método, também apresenta o aparecimento de um
"ruido" na solucao na regiao proxima da interface da velocidade. Este "ruido" repete o
comportamento dos testes anteriores, ou seja, aumenta ao longo do tempo de simulacao.
Dessa forma pode invalidar os resultados das simulacoes para t > ¢, onde ¢ > 0 é um in-
stante de tempo. A diferenca é que, para cada um dos respectivos algoritmos adaptativos,

esse '

"ruido" aparece em instantes de tempos diferentes e com intensidade diferente. Os
"ruidos" demoram um pouco mais para aparecer no algoritmo apresentado por Tessmer

(2000) porém aumentam de forma mais rapida.

4.4 Conclusoes preliminares

Esses resultados mostram que o esquema adaptativo, quando utilizadas discretizacoes
bem abaixo do limite de estabilidade, apresentam elevada acuracia para os operadores de

2%,4% e 6* ordem espacial.

O esquema com quatro divisoes do passo de tempo apresenta uma diferenca maior em
relagao a solugao com o esquema convencional, do que a comparagcao feita na Secao 4.3.2.
Tal fato pode ser descrito pela maior propagacao de erros que acontece quando se adapta
o passo de tempo de At para At/4 com aquele que adapta o passo de tempo de At para
At/2 para os dois algoritmos adaptativos. No esquema com quatro divisdes do passo de
tempo, os pontos da regiao de transi¢ao no instante de tempo intermediario, t + At/2,
sao calculados com passo de tempo igual a At;,; = At/2, acarretando um erro maior do

que os demais pontos dos instantes de tempos intermediarios calculados com At/4.

4.4.1 Armazenamento - Estrutura de Dados

Quando se utilizam esses esquemas adaptativos uma questao que deve ser levada em
consideracao é a necessidade de armazenar mais informagoes referentes a cada passo de
tempo. Em um esquema convencional de 2* ordem no tempo, conforme apresentado neste
trabalho, requer a utilizacao de trés instancias de tempo, ou seja, para calcular o valor
de u no instante de tempo t;.1 serd necessario ter o valor de w nos instantes de tempo ¢

e t;_1 (tempos inteiros).

Em contrapartida, para esquemas de passos de tempo ajustados localmente, para
cada subregiao a ser utilizada esta técnica, sera necessaria a utilizacao de estruturas para

guardar as informagoes de u referente aos instantes de tempos intermediarios. Ou seja,



4.4 Conclusobes preliminares 75

para se calcular valor de uw no instante de tempo t;11, num esquema adaptativo, além
dos instantes de tempo inteiros serd necessario armazenar valores em instantes de tem-
pos intermediarios em determinadas subregioes. A quantidade de valores em instantes de
tempos intermediérios e suas respctivas dimensoes dependera de alguns fatores para cada
subregiao: a dimensao, a velocidade de propagacao do meio, e o esquema de adaptativi-

dade utilizado.



Capitulo 5

Algoritmo Adaptativo: Regiao de Tran-
sicao Triangular (RTT)

O algoritmo original apresentado por Falk et al. (1998) apresenta limitagoes na escolha

da divisao do passo de tempo:
(i) a adaptagao tem que ser proporcional a 2¢, sendo ¢ um inteiro e

(ii) para fazer a adaptatividade surgem, proximo a interface de mudancga da velocidade,
"ruidos" na solu¢ao aproximada quando a discretizacao temporal (At) esta proxima do

limite da estabilidade do método.

A proposta apresentada por Tessmer (2000) resolve a questao da escolha da divisao
do passo de tempo, por permitir a livre escolha da discretizacao temporal, respeitado
o limite de estabilidade. Porém, é um esquema mais sensivel ao aparecimento desses
"ruidos”. Esse efeito indesejavel pode inviabilizar o resultado ao longo do tempo de

simulacao.

Neste trabalho propoe-se um algoritmo adaptativo que permite adotar qualquer di-
visao do passo de tempo e atenua os efeitos indesejaveis na interface de mudanca da
velocidade. Neste esquema, os valores de u nos pontos da regiao de transicao, utilizados
para calcular os valores de u nos pontos da subregiao de maior velocidade, sao calculados
com a mesma discretizacao que precisa ser utilizada nela. A esse esquema deu-se o nome
de Regiao de Transi¢do Triangular (RTT), devido ao formato adquirido pela regiao de
transicao. Descreve-se, a seguir, como é feita a construcao dessa regiao do novo algoritmo

proposto nesse capitulo.

Apresenta-se na Fig. 5.1, para exemplificar, um dominio 1D onde vy > v;. A estabili-

dade de cada regiao poderia ser garantida com a utilizagao de At = At e At = At/4.
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Nesta figura o tempo avanca para baixo e, os quadrados pretos e brancos representam os
pontos do dominio espacial discretizados. Os quadrados pretos sao pontos situados na
regiao com menor velocidade e que podem ser calculados com incremento de tempo At.
Os quadrados brancos sao pontos da malha na regiao de maior velocidade e que devem ser
calculados com At/4. Pode-se notar, na Fig. 5.1, que ha um distingao entre o namero de
pontos da malha espacial que sao calculados a cada passo de tempo. Instantes de tempo
que calculam os valores de u em todo o dominio sao chamados de tempos inteiros e, entre
eles, chamados de tempos intermediarios, calculam o valor de u apenas para os pontos da

regiao de maior velocidade.

Regido 1: Vy Regiio 2: Vg V) < Vg
k-2 k-1 k k+1 kE+2
t t— At

- 9

.. -

Legenda: . Pontos de velocidade V calculados em At
D Pontos de velocidade Vg calculados em A¢/4

v Pontos da zona de transi¢do calculados em At /4
@ Pontos da zona de transi¢ao calculados em 3A¢/4

Figura 5.1: Esquema Triangular - 1D - aproximacao 2-4 - 4 divisoes do passo de tempo -

t + At.

Usa-se como base sempre o primeiro ponto, ou seja, o ponto mais a esquerda, do

instante de tempo no qual se esta calculando os valores de w.

Pode-se observar na Fig. 5.1 que para calcular o valor de u no ponto k£ do instante de
tempo t + At, ufjm, com um passo de tempo At,,;,, = At/4, precisa-se de pontos extras
na regiao de menor velocidade no instante de tempo imtermediério ¢t + 3At/4. Portanto,

calculam-se os valores de u para esses pontos, com a discretizacao temporal que deve
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ser utilizada na regido de maior velocidade, ou seja, Aty = Aty = At/4 conforme

apresentado na Fig. 5.2.

-

Regiio 1: Vq Regido 2: Vo Vi < Vg
k—2 k-1 k k+1 k+2
t t— At

t

.

o O
t+ 2At/4

—"

> W WO e

SN

5
/40
O

t+ At

Legenda: . Pontos de velocidade V calculados em At
D Pontos de velocidade V4 calculados em At/4
v Pontos da zona de transicéo calculados em At /4
@ Pontos da zona de transi¢do calculados em 3A¢/4

Figura 5.2: Esquema Triangular - 1D - aproximacao 2-4 - 4 divisoes do passo de tempo -
t+ 3At/4.

Novamente, observa-se na mesma Fig. 5.2, que para calcular o valor de u no ponto k—2
do instante de tempo ¢ + 3At/4, u?:?;m/ 4, utilizando At,,;, = At/4, precisam-se de novos
pontos extras na regiao de menor velocidade nos instantes de tempos t+2At/4 e t+ At /4.
Portanto, calculam-se os valores de u nesses pontos, utilizando a discretizacao temporal
que deve ser utilizada na regiao de maior velocidade, ou seja, Aty,; = Aty = At/4. Este

procedimento pode ser observado na Fig. 5.3.
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Regido 1 Vy Regifio 2 Vg Vi < Vg
k-2 k-1 k k+1 k+2
¢ t— At

\“‘A

t+ At

Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade V3 calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢do calculados em At /4
@ Pontos da zona de transi¢ao calculados em 3At/4

Figura 5.3: Esquema Triangular - 1D - aproximacao 2-4 - 4 divisoes do passo de tempo -
t + 2At/4.

Para calcular o valor de u no ponto k — 4 do instante de tempo ¢ + 2At/4, uZtiAtM,

Fig. 5.3, com um passo de tempo At,;,, = At/4, precisam-se de novos pontos extras
na regiao de menor velocidade no instante de tempo ¢ + At¢/4. Portanto, calculam-se os
valores de u nesses pontos, com a discretizacao temporal que deve ser utilizada na regiao

de maior velocidade, ou seja, Aty = Atpin = At/4 conforme apresenta-se na Fig. 5.4.
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Regido 1: V. Regido 2: Vo Vi < Vo
k-2 k-1 k E+1 k+2
¢ t— At

t+ At

Legenda: . Pontos de velocidade V1 calculados em At
D Pontos de velocidade V4 calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢do calculados em At /4
W Pontos da zona de transi¢ao calculados em 3At¢/4

Figura 5.4: Esquema Triangular - 1D - aproximacao 2-4 - 4 divisoes do passo de tempo -
t+ At/4.

Para se calcular o valor de u no ponto k£ — 6 do instante de tempo intermediario,
t + At/4, aparece um ponto extra no qual o valor de u precisa ser calculado de uma
forma diferente dos demais pontos da regiao de transicao. Pode-se observar na Fig. 5.4
que, para calcular o valor de u no ponto k£ — 6 do instante de tempo t + At/4, u',iéw,
com um passo de tempo At,,;, = At/4, utilizam-se os pontos ja calculados no tempo ¢,
porém, precisa-se de um ponto extra na regiao de menor velocidade no instante de tempo
t — At/4, ou seja, para reiniciar um avango de tempo é necessario ter pontos extras em

t — At/4 complementando a regiao de transigao.
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Regifio 11 V1 Regifio 2: Vg Vi < Va
k-2 k-1 k E+1 k42
b t— At

- 2 A S\ RS RS
* \\\

AL

t 4 At

Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade V, calculados em At/4
v Pontos da zona de transi¢do calculados em At/4
@ Pontos da zona de transigao calculados em 3At/4

Figura 5.5: Esquema Triangular - 1D - aproximacao 2-4 - 4 divisoes do passo de tempo -
t+ 3At/4.

Para se resolver essa questao calculam-se os valores de u nos pontos correspondentes
as posigoes k — 6 a k — 3 no instante de tempo ¢ + 3At¢/4. Para esse calculo utilizam-se
os valores de u no instante de tempo t e ¢ — 3At/4, conforme indicado na Fig. 5.5, onde
utiliza-se At;,;1 = 3At/4. Portanto, o ponto principal desse algoritmo estd no célculo
dos valores de u na regiao de transicao no tultimo instante de tempo intermediario, ou
seja, neste caso em t + 3At/4. O calculo do valor de u nesses pontos (Fig. 5.6) é o que
permite reiniciar o avango do tempo e ter os valores de u para os demais pontos da Regiao
de Transigao Triangular (RTT) calculados com a mesma discretizacdo temporal, ou seja,
At i, = At/4.
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Regido 1: V. Regido 2: Vo Vi < Vo
k-2 k=1 k k+1 k+2
¥ t— At

Legenda: . Pontos de velocidade V1 calculados em At
D Pontos de velocidade V4 calculados em At/4

v Pontos da zona de transi¢do calculados em At /4
@ Pontos da zona de transi¢ao calculados em 3At¢/4

Figura 5.6: Esquema Triangular - 1D - aproximacao 2-4 - 4 divisoes do passo de tempo -
t+ 3At/4.

Pode-se observar na Fig. 5.7 toda a regiao de transigao triangular (RTT).
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Regido 1: Vy Regido 2: Vg Vi < Vg
k—2 k-1 k k+1 k+2
t t— At

Legenda: . Pontos de velocidade V; calculados em At
D Pontos de velocidade V; calculados em At/4

v Pontos da zona de transigéo calculados em At /4
@ Pontos da zona de transigio calculados em 3At/4

Figura 5.7: Esquema Triangular - 1D - aproximacao 2-4 - 4 divisoes do passo de tempo.

Apresenta-se, na sequéncia os resultados das simulagoes utilizando o algoritmo pro-
posto nesse capitulo. Esta proposta, embora aumente o nimero de pontos na regiao de
transicao, resolve o problema referente ao aparecimento dos "ruidos” no sinal da onda
proximos da interface de mudanca da velocidade para simulacoes no limiar da estabilidade

dos esquemas 2-2, 2-4 e 2-6.

5.1 Resultados 2D

Seguindo a mesma metodologia apresentada no capitulo anterior, comparam-se os re-
sultados do algoritmo da Regiao de Transigao Triangular (RTT) de forma analoga ao
apresentado na Secao 4.3. A diferenca é que, neste capitulo, as simulacoes estao no res-
pectivo limite de estabilidade referentes a cada um dos esquemas testados (2-2, 2-4 e
2-6).

Adota-se o mesmo critério de comparacao descrito na Subsecao 4.3.1. Na primeira,
compara-se o resultado do método adaptativo RT'T com o método convencional, ou seja,

aquele com o passo de tempo constante para todo o dominio. Na segunda, compara-se o
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resultado do método adaptativo com o resultado adotado como referéncia, em que utiliza-
se o resultado do método convencional em seu limite de estabilidade com discretizacoes,
espacial e temporal, refinadas. Na Subsecao 5.1.1 apresentam-se os resultados nos quais
a subregiao de maior velocidade de propagacao do meio requer duas divisoes do passo de
tempo e na Subsecao 5.1.2 apresentam-se os resultados nos quais a mesma requer quatro

divisoes do passo de tempo.

5.1.1 Duas divisoes do passo de tempo

Conforme mencionado anteriormente, apresentam-se neste trabalho resultados das simu-
lagoes da nova proposta de algoritmo, que chamamos de Regiao de Transicao Triangular,
com a qual pode-se utilizar nimeros de Courant proximos ao limite de estabilidade do
método, diferentemente dos algoritmos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000). O dominio e

campo de velocidades sao os apresentados na Subsecao 4.3.2.

Na Tabela 5.1 apresentam-se as discretizacoes utilizadas nas simulacoes do esquema
convencional e do esquema de passos de tempo ajustados localmente (método adaptativo).
O ntmero de Courant utilizado é do limite de estabilidade de cada um dos esquemas 2-2,

2-4 e 2-6.

Esquema N°¢ Courant Limite At in JAN .

2-2 0,707 0,018853 0,037707
2—-4 0,610 0,016627 0,032533
2—06 0,575 0,015333 0,030667

Tabela 5.1: Tabela com a discretizagao temporal - Dominio com v; = 750m/s e vy =
1.500m/s

Conforme testes anteriores no esquema adaptativo a simulacao trabalha com At =
Atynq, para o meio com a menor velocidade (vq) e com At = At,,;, para a regiao com a

maior velocidade (v3) e o convencional com At = At,,;,.
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Figura 5.8: Solucao em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximagao 2-2). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.
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Figura 5.9: Solucao em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximagao 2-4). (a) Adaptativo x
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Figura 5.10: Solugdo em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximacao 2-6). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.

Pode-se observar nas Fig. 5.8 a 5.10 que o resultados das simulag¢oes com o novo algo-

ritmo adaptativo (RTT) apresentam o mesmo comportamento, tanto quando comparados

com o resultado do método convencional, com passo de tempo constante (At = Aty
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apresentado na Tabela 5.1), quanto comparados com o resultado de referéncia.

Mesmo simulado em seus respectivos limites de estabilidade, para as aproximacoes
2-2, 2-4 e 2-6, nao aparecem os "ruidos" no sinal da onda garantindo, com isso, maior
qualidade do resultado. Pode-se observar também que os resultados do R1T'T se aproximam

mais dos resultados adotados como referéncia do que aqueles obtidos com At constante e
At = Atppin.
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(aproximagao 2-2) (a) ponto S1, (b) ponto Sy e (¢) ponto Ss.
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Figura 5.13: Sismogramas (aproximagcao 2-6) (a) ponto Si, (b) ponto Sy e (¢) ponto Ss.

Tais resultados podem ser confirmados ao serem analisados os respectivos sismogra-
mas apresentados nas Fig. 5.11 a 5.13. Pode-se observar que o sismograma referente a

simulagao do método adaptativo RTT tem melhor aproximacao com o resultado adotado
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como referéncia do que a simulacao do método convencional correspondente.
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Figura 5.14: Solugao em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximagao 2-2, 2-4 e 2-6) (a) Método
Adaptativos em (b) Zoom em [3.000m ; 6.000m].

Finalizando apresentam-se na Fig. 5.14 (a) se¢bes nos resultados das simulagGes
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dos métodos adaptativos RTT para as aproximagoes utilizadas neste trabalho. Em (b)

apresenta-se um destaque para a regiao que evidencia as diferencas entre os esquemas 2-2,
2-4 e 2-6.

5.1.2 Quatro divisoes do passo de tempo

Nesta secao segue-se a mesma abordagem de comparacao de resultados apresentada ao
longo desse trabalho. Andalogo ao apresentado na Subsegao 4.3.3 neste teste a subregiao
com a maior velocidade requer quatro divisoes do passo de tempo. Utiliza-se, portanto,

o mesmo dominio e campo de velocidades.

Na Tabela 5.2 apresentam-se as discretizagoes utilizadas nos testes dessa subsecao
para as simulacoes do esquema convencional e do esquema, de passos de tempo ajustados

localmente (método adaptativo).

Esquema N°¢ Courant Limite Atin At oz

2-2 0,707 0,009427 0,037707
2—-4 0,610 0,008133 0,032533
2—-06 0,575 0,007667 0,030667

Tabela 5.2: Tabela com a discretiza¢do temporal - Dominio com v; = 750m/s e vy =
3000m/s

Conforme testes anteriores no esquema adaptativo, a simulacao trabalha com At =
Atpnq, para o meio com a menor velocidade (vq) e com At = At,,;, para a regiao com a

maior velocidade (v3).
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Figura 5.15: Solu¢do em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximacao 2-2) (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.
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Figura 5.16: Solu¢do em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximacao 2-4) (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.
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Figura 5.17: Solu¢ado em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximacao 2-6) (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referéncia.

As Fig. 5.15 a 5.17 apresentam as comparagcoes dos resultados em y = 3.000m para as
respectivas aproximagoes, comparadas em (a) com o resultado correspondente do método
convencional e em (b) com o resultado da simula¢ao adotada como referéncia. Os resul-

tados do método adaptativo novamente se aproximam mais do resultado adotado como
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referéncia. Chegamos & mesma conclusao ao analisarmos os respectivos sismogramas ap-
resentados nas Fig. 5.18 a 5.20 onde o resultado do método adaptativo é novamente mais

proximo do resultado adotado como referéncia, do que o obtido na forma convencional.
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Figura 5.18: Sismogramas (aproximagao 2-2) (a) ponto Sy, (b) ponto Sy e (¢) ponto Ss.
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Figura 5.20: Sismogramas (aproximacao 2-6) (a) ponto Si, (b) ponto Sy e (¢) ponto Ss.

Apresentam-se na Fig. 5.21 (a) resultados dos métodos adaptativos RTT referentes a
cada uma das aproximacoes utilizadas neste trabalho proximas ao limite de estabilidade

e, em (b) um zoom onde destacamos a regido proxima a interface da velocidade.
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Figura 5.21: Solugao em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximagao 2-2, 2-4 e 2-6) (a) Método
Adaptativos em (b) Zoom em [3.000m ; 6.000m].

Quando simulado longe do limite de estabilidade do método, conforme apresentado
no Cap. 4, o algoritmo RT'T nao apresenta diferencas visuais perceptiveis em relacao aos

algoritmos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000).
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5.2 Conclusoes preliminares

Esses resultados mostram que o esquema adaptativo proposto, RT'T, pode ser utilizado
para simular no limite de Courant, ou seja, no limite de estabilidade do método. Pode
representar uma melhoria na qualidade do resultado tendo em vista a dispersao ser menor

nesse limite, Alford et al. (1974).

Esses resultados indicam a possibilidade de reducao do custo computacional, pois
além de trabalhar com o passo de tempo ajustado localmente existe a reducao adicional
por poder simular com discretizacoes temporais menos refinadas, ou seja, no limite da

estabilidade do método.

5.2.1 Custo computacional

Apresenta-se, nesta subsecao, um breve estudo comparativo do tempo de processamento
envolvendo o algoritmo convencional (passo de tempo constante) com os adaptativos
(passos de tempo ajustados localmente): Falk et al. (1998), Tessmer (2000) e RTT. Como
nao se teve a preocupacao com uma programacao otimizada, essa comparacao nao foi tao
precisa, visto que nao faz parte do escopo principal desse trabalho. Apesar disso, deve-se
levar em consideracao alguns aspectos dessas simulacoes: configuracao do computador,

esquemas (2-2, 2-4 e 2-6) e regiao de transicao.

Os testes de desempenho foram executados numa méaquina com a seguinte configu-
racao basica: cpu MHz: 1200, cache size: 8192 KB e memoria RAM: 8GB - Model name:
Intel(R) Core(TM) i7 CPU 860 Processador (8M Cache, 2,80 GHz).

Os diferentes esquemas influenciam de varias formas a analise do custo computacional,
por exemplo, limites de estabilidade, nimero de pontos, entre outros. Nos métodos de
adaptatividade temporal, além desses aspectos, existe a diferenca relativa aos niimeros de
pontos que precisam ser calculados na regiao de transicao. Apresenta-se na Tabela 5.3 o
ntimero de pontos da regiao de transicao de cada método adaptativo para cada um dos
esquemas utilizados nesta dissertacao. Nesse caso a regiao de maior velocidade requer que

o maior passo de tempo utilizado seja dividido por dois.
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Esquema Falk et al. (1998) Tessmer (2000) RTT

2-2 1 1 2
2-4 2 2 4
2—-6 3 3 6

Tabela 5.3: Tabela com a quantidade de pontos na regiao de transi¢ao - Duas divisoes do

passo de tempo.

Para o caso em que a regiao de maior velocidade requer quatro divisoes do passo
de tempo teremos as quantidades de pontos na regiao de transicao apresentadas na
Tabela 5.3.

Esquema Falk et al. (1998) Tessmer (2000) RTT

2-2 4 3 8
2-4 8 6 16
2—-6 12 9 24

Tabela 5.4: Tabela com a quantidade de pontos na regiao de transicao - Quatro divisoes

do passo de tempo.

Para avaliar o custo computacional utilizou-se a mesma discretizacao espacial uti-
lizada em nosso resultado de referéncia, ou seja, Ah = Ax = Ay = 2,50. Testou-se o
desempenho para os esquemas 2-2, 2-4 e 2-6 que tem diferentes limites de estabilidade,
conforme apresentado na Tabela 2.1. Utilizou-se, portanto, o Courant = 0,575, valido
para todos os esquemas, como a referéncia para a escolha da discretizacao temporal. O
esquema convencional foi simulado com uma discretizacao temporal ficando a um quarto
da referéncia estabelecida para esses testes. Os adaptativos com a discretizacao temporal
correspondente ao convencional. Deve-se ressaltar que, no caso dos adaptativos Falk et
al. (1998) e Tessmer (2000), nao se pode simular no limite da estabilidade do método de-
vido ao aparecimento de "ruidos” no sinal da onda. Entretanto o algoritmo apresentado
nesta dissertacao, permite simulagoes no limite da estabilidade do método. Sendo assim,

acrescentou-se o desempenho do algoritmo RT'T no limite da estabilidade nesses testes.

Apresenta-se na Tabela 5.5 as discretizagoes temporais utilizadas e respectivas médias
dos tempos de execucao para um dominio em que a regiao de maior velocidade necessita,
no algoritmo adaptativo, de duas divisoes do passo de tempo. O instante de tempo final

adotado nestes casos foi t = 1, 50s



5.2 Conclusoes preliminares 103
Esquema Método Atoin Atar Tempo (T) Tdpt | Teonw
Convencional 0,000479 0,000479 36m27,32s
2-2 Falk et al. (1998) 0,000479 0,000958 21m21,23s 58, 58%

RTT 0,000479 0,000958 21m25, 83s 58, 79%
RTT (Limite) 0,000958 0,001916 10mb8, 77s 30, 12%
Convencional 0,000479 0,000479 49mb1, 89s
2—4 Falk et al. (1998) 0,000479 0,000958 31m17,30s 62, 75%
RTT 0,000479 0,000958 31m19,07s 62,81%
RTT (Limite) 0,000958 0,001916 18m35, 58s 37,29%
Convencional 0,000479 0,000479 01h11m4b, 14s
2—-6 Falk et al. (1998) 0,000479 0,000958 48m45, 30s 67,95%
RTT 0,000479 0,000958 48m39, 15s 67,81%
RTT (Limite) 0,000958 0,001916 35m18, 10s 49, 20%

Tabela 5.5: Tabela com os tempos das simulacoes - Duas divisoes do passo de tempo.

Para os mesmos métodos (convencional e adaptativo) os resultados entre os esque-

mas testados (2-2, 2-4 e 2-6) nao apresentam diferencas visuais perceptiveis. Portanto,

na Fig. 5.22, usou-se uma tnica solugdo para os métodos convencionais (2-2, 2-4 e 2-

6) e para os métodos adaptativos (Falk et al. (1998) e RTT). Pode-se observar, nesta

mesma figura, que os resultados nao apresentam diferencgas visuais perceptiveis entre os

métodos adaptativos longe do limite de estabilidade e nesse mesmo limite. O método

adaptativo RTT teve um melhor desempenho relativo ao custo computacional, portanto

podemos afirmar que a proposta apresentada nesta dissertacao produz um resultado com

a mesma qualidade com um menor tempo de simulagao implicando num ganho no custo

computacional.
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Figura 5.22: Solu¢do em y = 3.000m e t = 1,50s (aproximagao 2-2, 2-4 e 2-6). Métodos:

Adaptativos x Convencionais x RTT no Limite.

Seguindo o mesmo critério, apresentam-se na Tabela 5.6 as discretizacoes temporais
utilizadas e respectivas médias dos tempos de execu¢ao para um dominio em que a regiao
de maior velocidade necessita, no algoritmo adaptativo, de quatro divisoes do passo de

tempo.
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Esquema Método Atoin Atar Tempo (T) Tdpt | Teonw

Convencional 0,000119 0,000119 01h25mb9,17s

Falk et al. (1998) 0,000119 0,000479 45mb6, 75s 52, 84%

2—-2 Tessmer (2000)  0,000119 0,000479 31mbH9, 69s 37,38%

RTT 0,000119 0,000479 45m07, 38s 53,01%

RTT (Limite) ~ 0,000479 0,001916  12m05,61s  14,07%
Convencional 0,000119 0,000119 01h55m32,80s

Falk et al. (1998) 0,000119 0,000479 50m42,61s 43,89%

2—14 Tessmer (2000)  0,000119 0,000479 50m43, 46s 43,90%

RTT 0,000119 0,000479  50m43,46s  43,90%

RTT (Limite) 0,000479 0,001916 15m55,01s 13,78%
Convencional 0,000119 0,000119 02h40m37,20s

Falk et al. (1998) 0,000119 0,000479 01h18m46,20s  49,04%

2—-6 Tessmer (2000)  0,000119 0,000479 01h09m28,97s  43,26%

RTT 0,000119 0,000479 01h09m28,97s  43,26%

RTT (Limite) 0,000479 0,001916 23mb0, 26 14, 84%

Tabela 5.6: Tabela com os tempos das simulagoes - Quatro divisoes do passo de tempo.

Novamente comparamos os resultados conforme descrito anteriormente. A tnica dife-

renca ¢ a inclusao do algoritmo Tessmer (2000) entre os métodos adaptativos. A conclusao

é ratificada onde novamente pode-se observar, agora na Fig. 5.23, que o método RTT no

limite da estabilidade produz um resultado de mesma qualidade com um menor custo

computacional.
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Figura 5.23: Solu¢ao em y = 3.000m e t = 0,90s (aproximagao 2-2, 2-4 e 2-6). Métodos:

Adaptativos x Convencionais x RTT no Limite.

Pode-se notar, como esperado, que nos métodos convencionais o aumento da ordem
aumenta o custo computacional. Apesar do tempo de processamento ser menor para oS
métodos adaptativos também ocorre um aumento desse custo computacional a medida
em que aumentamos a ordem espacial do esquema. Os algoritmos adaptativos, Falk et al.
(1998) e Tessmer (2000), como visto neste trabalho, ndo podem ser simulados no limite
de estabilidade dos respectivos métodos, devido ao aparecimento de "ruidos” no sinal da
onda. Esses dados nao sao conclusivos, pela simplicidade de nossos testes, mas indicam
que este novo algoritmo, em simulacoes no limiar de estabilidade do método, podem
representar um ganho significativo no custo computacional reproduzindo uma qualidade
na aproximacao satisfatoria quando comparadas com os resultados dos outros métodos:

convencional, Falk et al. (1998) e Tessmer (2000).



Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho, foram testados e avaliados dois algoritmos que utilizam passos de tempo
localmente ajustaveis para resolucao do problema de onda actstica utilizando o Método
das Diferencas Finitas |6, 7|. A implementagao do problema unidimensional foi utilizada
para entender e validar a aplicabilidade desses algoritmos: Falk et al. (1998) e Tessmer
(2000). Os algoritmos citados foram implementados e os respectivos resultados das sim-
ulacoes para o caso bidimensional foram apresentadas. Foram utilizadas aproximacoes
de segunda ordem no tempo e de segunda, quarta e sexta ordem no espaco. Além dos
esquemas tradicionais apresentados neste trabalho, realizou-se testes em esquemas com-
pactos com sucesso, cujos resultados nao foram apresentados por manterem as mesmas

caracteristicas aqui descritas.

Mesmo nao sendo o foco de nosso trabalho, algumas experiéncias extras realizadas
apontam para um ganho real de desempenho no uso da discretizagao temporal adaptativa
quando maior parte do meio possui menor velocidade. Concluiu-se, portanto, que o ganho
significativo de desempenho é dependente do meio de velocidades testado. No entanto
esses algoritmos requerem um espaco adicional de memoria, pois na regiao de transicao,
ha necessidade de armazenamento de um maior nimero de informagoes do que aqueles

requeridos em um esquema convencional que é nenhuma.

Em relacao a acurécia, esses esquemas mostraram-se precisos quando utilizam-se dis-
cretizacoes que conduzem a valores com razoavel distancia do limiar de estabilidade do
método de diferengas finitas utilizada (5 < 4) conforme empregado na literatura citada
neste trabalho. As diferencas visuais entre os resultados adaptativos e o convencional
sao pequenas obedecendo aos critérios de dispersao na escolha das discretizacoes espacial
e temporal. Entretanto, ao simular os algoritmos existentes na literatura, no limiar da

estabilidade, aparecem "ruidos” no sinal da onda que, ao longo do tempo, inviabilizam o
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resultado. Para resolver esse problema apresenta-se uma nova proposta de algoritmo que
foi chamada de Regiao de Transi¢do Triangular (RTT), que nao apresenta os "ruidos”
descritos anteriormente, quando se trabalha proximo ao limite de estabilidade do método

considerado.

Com a nova proposta tem-se um ganho, dessa forma, no custo computacional (tempo),
em relacao aos demais algoritmos adaptativos, pois podem ser utilizados valores de At
menos refinados. Outra vantagem que pode ser citada, comparando-se com os outros
algoritmos adaptativos: a proposta RTT é mais facil de ser generalizada para qualquer

divisao do passo de tempo.

Nas implementacoes desenvolvidas nao nos preocupamos com o uso eficiente do algo-
ritmo, relativo a economia de memoria ou na otimizagao da estrutura de dados utilizada.
Acredita-se que nao é operacao complexa trabalhar numa versao mais econdémica no uso
da memoria. No entanto, a necessidade de um melhor uso de memoria deverd ser le-
vado em consideracao, em futuras otimizacgoes destes algoritmos, principalmente se for
implementado para implementacoes em paralelo e as que utilizam a arquitetura de GPUs

(Graphics Processing Unit).

Para as simulacoes realizadas, os campos de velocidade foram definidos estaticamente
devido o foco do trabalho ser a andlise do método em casos mais simplificados. En-
tretanto, outro aspecto a ser pesquisado estd na definicao das subregioes para utilizar
o método adaptativo em dominios mais complexos. Para esta questao é razoavel afir-
mar que a utilizacao eficiente dos métodos adaptativos estd condicionada a uma fase de
pré-processamento tendo como informagao organizadora a transformacao do campo de

velocidades em um campo de At’s.

Outra questao importante esta na paralelizacao deste algoritmo, pois cada subdominio
terd um tempo de processamento distinto devido aos diferentes nimeros de passos no
tempo. Assim, a subdivisao do dominio deve levar tal aspecto em consideracao para que
nao seja gerado um desbalanceamento de carga que poderia fazer com que as vantagens
do algoritmo desaparecessem. Uma solu¢ao seria um balanceamento de carga dinamico
mas isto envolveria complicacoes extras. No entanto, um pré-processamento semelhante
ao do caso nao paralelo pode ser elaborado de forma que um balanceamento estatico seja

imposto, o que pode ser mais eficiente e simples.
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