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Resumo

A resolução do problema de propagação de ondas acústicas em meios contínuos é de grande
interesse nas mais diversas áreas da ciência, como por exemplo, na geofísica, medicina,
engenharia, entre outras. Este problema é modelado através de equações diferenciais
parciais com condições iniciais e de contorno conhecidas. Em problemas de sísmica,
por exemplo, utiliza-se com frequência o método de diferenças �nitas explícito. Nestes
casos o domínio é heterogêneo e devido a questões de estabilidade numérica, é necessário
utilizar uma discretização que garanta a estabilidade do método em todo o domínio. Desta
maneira, alguns subdomínios utilizam passos de tempo mais re�nados do que o necessário.
Isso implica acréscimo do custo computacional.

Neste trabalho apresentam-se dois algoritmos que ajustam localmente o passo de
tempo, propostos na literatura, de acordo com a característica do subdomínio. Identi�-
camos, nestes esquemas, o aparecimento de um "ruído" no sinal da onda em simulações
onde o passo de tempo está próximo do limiar de estabilidade do método.

Propõe-se, neste trabalho, um algoritmo, chamado de Região de Transição Trian-
gular (RTT) que elimina esses efeitos indesejáveis e permite a livre divisão do passo de
tempo, conforme a necessidade imposta pela característica da subregião. Esta abordagem,
aponta para a redução do custo computacional em domínio não homogêneo, e possibilita
a utilização do passo de tempo próximo do limite de estabilidade do método.

Palavras-chave: diferenças �nitas, passos de tempo ajustáveis, adaptatividade temporal,
região de transição triangular, equação de onda acústica.



Abstract

The resolution of the problem of acoustic wave propagation in continuous media is of great
interest in various areas of science, such as geophysics, medicine, and engineering among
others. This problem is modeled by partial di�erential equations with initial and boundary
conditions. In seismic problems, for example, the explicit �nite-di�erence method is often
used. In these cases, the �eld is heterogeneous and due to issues of numerical stability, it is
necessary to use a discretization which guarantees the stability of the method throughout
the domain. In this way, some subdomains use time steps more re�ned than necessary,
which implies increased computational cost.

In this paper, two algorithms are presented which adjust locally the time step, pro-
posed in the literature, according to the characteristic of the sub-domain. In these
schemes, it has been identi�ed the appearance of a "noise" in the wave signal in sim-
ulations where the time step is near the threshold of stability of the method.

This work proposes an algorithm called triangular transition region (TTR) that elim-
inates these unwanted e�ects and allows for free division of time, as the need imposed by
the characteristic of the subregion. This approach points to the reduction of the compu-
tational cost in non-homogeneous domain and allows the use of the time step close to the
limit of stability of the method.

Keywords: �nite-di�erence, locally adjustable time step sizes, temporal adaptivity, tri-
angular transition region, acoustic wave equation.
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Capítulo 1

Introdução

Uma grande variedade de fenômenos da natureza podem ser descritos através de mode-

los matemáticos. A propagação de ondas acústicas, por exemplo, modelada através de

equações diferenciais parciais, é de grande interesse nas mais diversas áreas da ciência,

por exemplo, na geofísica (modelagem sísmica), medicina (ultrasonogra�a), engenharia

(identi�cação de danos estruturais), entre outras. No entanto, quando pretende-se mode-

lar problemas reais, em geral não é possível a obtenção da solução analítica do problema

que se quer resolver. Em sísmica, por exemplo, a anisotropia, a heterogeneidade do

meio, fornecendo mapas de velocidades com geometrias complexas, podem inviabilizar

que se encontre a solução analítica para o problema, necessitando da utilização de méto-

dos numéricos para a obtenção de soluções aproximadas.

Diversos métodos numéricos são utilizados para encontrar soluções aproximadas para

a equação de onda, tais como o método de diferenças �nitas, de elementos �nitos e de volu-

mes �nitos. O método das diferenças �nitas (MDF), por exemplo, é largamente utilizado

na resolução de equações diferenciais parciais. Num artigo clássico, Yee (1966) resolveu as

equações de Maxwell a partir de um esquema de diferenças �nitas no domínio do tempo

(FDTD) que possibilitava o uso de malhas espaciais multidimensionais. Alterman (1968)

utilizou aproximações de Diferenças Finitas (DF) na modelagem sísmica de equação de

onda elástica num meio dividido em duas camadas. Uma análise das soluções usando

o MDF em domínios com variações de propriedades físicas é descrita em Boore (1972),

Virieux (1984) e Virieux (1986). Alford et al. (1974) comparou uma solução utilizando

o MDF com uma solução analítica para a equação de onda acústica num campo com

quinas. Esses métodos alcançam elevada precisão desde que malhas re�nadas sejam uti-

lizadas. Desta maneira, a precisão da aproximação da derivada depende do re�namento

da malha.
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Como em problemas de sísmica deseja-se obter uma solução precisa e em curta duração

de tempo, é comum a utilização do MDF explícito. Num domínio espacial heterogêneo

a garantia de estabilidade do método �ca condicionada à região que necessita da dis-

cretização mais re�nada, ou seja, em um problema de sísmica, por exemplo, quanto maior

a velocidade de propagação do meio, mais re�nado deve ser o passo de tempo. Desta

maneira, caso uma pequena parcela do domínio tenha maior velocidade, a necessidade

de garantia de estabilidade implicará no uso de um passo de tempo que será conservador

para as demais regiões do domínio espacial. Essa medida, para garantia de estabilidade da

solução do problema, pode gerar um custo computacional excessivo que pode inviabilizar

ou tornar complexa a obtenção dessa solução.

Tendo isso em vista, esse trabalho tem por objetivo avaliar técnicas que possam au-

xiliar na minimização desse custo computacional, como a utilização de passos de tempo

variáveis, de�nidas dependendo da característica do meio.

Encontram-se, na literatura, propostas apresentadas por Falk et al. (1998) e Tessmer

(2000) que descrevem esquemas que utilizam adaptatividade temporal com passos de

tempo ajustados localmente, de acordo com a velocidade da subregião, de modo a garantir

a condição de estabilidade do método em todo o domínio. Uma das vantagens de fazer uso

do esquema de adaptatividade temporal é um possível ganho no tempo �nal de simulação,

uma vez que um passo de tempo maior pode ser utilizado em partes do domínio que

tenham velocidades de propagação menores. No entanto, a e�ciência e a qualidade dos

resultados dos esquemas propostos depende da relação entre a dimensão dos subdomínios

com maior e menor velocidade. Falk et al. (1998) propõe a utilização de passos de

tempo variáveis de acordo com a região do domínio que permite trabalhar com passos

de tempo múltiplos de 2 na forma ∆t/2i onde i é um inteiro positivo ou negativo. Na

segunda, Tessmer (2000) modi�ca a proposta anterior, permitindo passos de tempo na

forma ∆t/(i+ 1), onde i é um inteiro (i = 0, 1, 2, 3, ...).

Neste trabalho foram implementadas e testadas essas técnicas, incluindo situações

potencialmente críticas, como nas regiões onde ocorrem mudanças de velocidades e simu-

lações no limiar de estabilidade. Identi�ca-se o aparecimento de um "ruído" nas soluções,

quando são utilizados passos de tempo próximos ao limiar da estabilidade. Buscando

uma solução, propõe-se uma modi�cação nestas técnicas, que elimina o aparecimento

desse "ruídos", e que passou a chamar Região de Transição Triangular (RTT).

Apresenta-se no Capítulo 2 uma breve descrição do problema da onda acústica e do

método das diferenças �nitas. No capítulo 3 são descritos os esquemas de adaptatividade
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temporal encontrados na literatura e os conceitos neles envolvidos e a seguir, no capítulo 4,

são apresentados resultados da aplicação desses esquemas em problemas bidimensionais,

utilizando-se o MDF explícito com aproximações de segunda ordem, para aproximar a

derivada temporal, e de segunda, quarta e sexta ordens, para aproximar as derivadas

espaciais. O capítulo 5 apresenta a nova proposta de algoritmo denominada Região de

Transição Triangular (RTT) e respectivos resultados no limiar da estabilidade e por �m,

no capítulo 6 as conclusões desse trabalho, bem como propostas para sua continuidade

são descritos.



Capítulo 2

Equação da onda acústica

2.1 Introdução

Diversos sistemas dinâmicos que tratam de situações reais podem ser modelados através

de equações diferenciais. As equações diferenciais aplicadas na modelagem desses sis-

temas raramente possuem soluções analíticas, necessitando, nesses casos, de um método

numérico para a obtenção de uma solução aproximada. Esses métodos, se adequadamente

utilizados, podem ser empregados para permitir uma correta interpretação de dados de

campo, prover dados sintéticos para avaliação de modelos e testar técnicas de aquisição

de dados.

O presente capítulo apresenta a equação da onda acústica, que será utilizada neste

trabalho tendo como motivação aplicações em geofísica, como descritos em Bulcão (2004).

Faz-se também um breve resumo sobre o Método de Diferenças Finitas (MDF) e, �nal-

mente, descreve-se o problema da onda acústica em meio heterogêneo.

2.1.1 A equação da onda acústica

A equação da onda acústica para um problema unidimensional (1D) é descrita como:

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 (2.1)

com condições iniciais: u(x, 0) = f(x) e ∂u
∂t
(x, 0) = g(x), ∀x, com x ∈ [0, xn];

e condição de contorno: u(0, t) = h1(t) e u(xn, t) = h2(t), t > 0.

onde u = u(x, t) é uma função da posição (x) e do tempo (t) que descreve o comportamento
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da onda, c a velocidade de propagação da onda num dado meio.

A seguir apresenta-se a equação da onda acústica para um problema bidimensional

(2D):

∂2u

∂t2
− c2(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂x2
) = 0 (2.2)

de�nida no domínio espacial Ω, onde Γ representa o contorno do domínio, com condições

iniciais: u(x, y, 0) = f(x, y),∀x, y, com x ∈ [0, xn] e y ∈ [0, yn] e ∂u
∂t
(x, y, 0) = g(x, y), ∀x, y,

com x ∈ [0, xn] e y ∈ [0, yn]; e condição de contorno: u(Γ, t) = h(x, y), t > 0, onde

u = u(x, y, t) é uma função da posição (x, y) e do tempo (t) que descreve o comportamento

da onda e c = c(x, y) é a velocidade de propagação da onda num dado meio.

2.2 Método de Diferenças Finitas (MDF)

2.2.1 Apresentação do método

A teoria básica do MDF é de fácil compreensão, razoavelmente simples em seus conceitos

e por isso é de imediata aplicação. O fundamento consiste na substituição das derivadas

parciais da equação contínua, que descrevem o fenômeno, por fórmulas discretas de di-

ferenças e na aplicação da equação resultante em um número �nito de pontos da região

de interesse (malha espacial). No entanto a simples escolha de um esquema numérico

não é su�ciente para a garantia de uma boa aproximação para a solução do problema.

A princípio, quanto mais re�nada a discretização do domínio, obedecendo as questões de

estabilidade do método, mais próxima da solução estará a aproximação obtida. Porém,

o custo computacional aumenta proporcionalmente ao re�namento espacial e temporal

adotado. Assim, para um problema 1D, por exemplo, que varia em função do espaço e

do tempo, de�nido no intervalo 0 ≤ x ≤ xn e 0 ≤ t ≤ T , uma discretização da função

u = u(x, t) é obtida considerando apenas os valores uj
i sob um número �nito de pontos

(xi, tj) na forma:

uj
i = u(xi, tj) = u(i∆x, j∆t), i = 0, ...,m, j = 0, ..., n, (2.3)

onde ∆x = L/m, ∆t = T/n. Na notação empregada para descrever as aproximações, os

índices subscritos correspondem às dimensões espaciais enquanto que o índice sobrescrito

refere-se ao passo de tempo. Para exempli�car apresenta-se, na Figura 2.1, uma malha
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que aproxima a discretização de um problema que varia com o espaço e com o tempo,

u = u(x, t).

Figura 2.1: Malha no tempo e no espaço

2.2.2 Consistência, convergência e estabilidade

A con�ança em um esquema de Diferenças Finitas (DF) [1] se dá com a constatação das

seguintes propriedades:

- Consistência: para que uma discretização seja consistente com a equação diferencial

parcial seu Erro Local de Truncamento (ELT) deve tender a zero quando ∆h, ∆t → 0.

- Estabilidade: Um método numérico estável é aquele no qual quaisquer erros ou per-

tubações na solução não são ampli�cadas sem limite. Essa ampli�cação, quando presente,

faz com que o módulo dos valores da solução numérica cresça a cada etapa dos cálculos.

Se a formulação é consistente e estável o esquema é convergente.

- Convergência: Um método numérico é convergente se a solução numérica no domínio

de interesse ut
i se aproximar da solução exata u(xi, tn). A consistência é condição necessária

e a estabilidade é condição necessária e su�ciente para a convergência .

2.2.3 Esquemas: implícito e explícito

Existem dois tipos de esquemas clássicos do método de Diferenças Finitas para equações

diferenciais que variam com o tempo: implícito e explícito. O esquema implícito relaciona

o valor de u em cada ponto, no nível de tempo t+1, com outros valores desconhecidos no

mesmo nível de tempo, t+1, e também no instante de tempo t, conhecido, o que gera um

sistema de equações algébricas a ser resolvido simultaneamente a cada nível de tempo 2.2

(b).
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Um esquema de Diferenças Finitas no domínio do tempo é chamado explícito quando,

na discretização da equação, o valor desconhecido de u em cada ponto, no nível de tempo

t + 1, é calculado usando-se unicamente valores nos níveis de tempo anteriores, nesse

exemplo o instante de tempo t, onde estes valores são conhecidos: ou dados como condições

iniciais do problema ou calculados no passo de tempo anterior 2.2 (a). Assim, não é

necessário resolver um sistema de equações algébricas para cada passo de tempo. Esses

esquemas são sujeitos a condições ou critérios de estabilidade, que restringem ou inter-

relacionam os valores dos incrementos espaciais, ∆x e ∆y, e o incremento temporal, ∆t.

(a) Esquema explícito (b) Esquema implícito

Figura 2.2: Esquemas numéricos no tempo. Fonte: Tucci (1998)

Os métodos numéricos implícitos demandam uma quantidade de memória maior e

requerem um número de operações matemáticas, consideravelmente maior que métodos

explícitos para um mesmo incremento de tempo, pois envolvem a resolução de sistemas li-

neares, o que pode torna-los inviáveis para algumas aplicações. Por outro lado os métodos

explícitos deparam-se com problemas de estabilidade, necessitando de discretizações re�-

nadas para garantia de convergência da solução numérica, o que também pode levar a um

alto custo computacional. Assim, a pesquisa de métodos que sejam computacionalmente

viáveis e precisos numericamente é uma tarefa que vem desa�ando inúmeros pesquisadores

[10-13].

2.2.4 Aproximações de Diferenças Finitas (DF) para Equação da
onda acústica

Neste trabalho, que trata de aproximações para a solução do problema de onda acústica,

aproximam-se as derivadas segundas no tempo utilizando-se um operador de diferenças

�nitas de segunda ordem e operadores espaciais de segunda, quarta e sexta ordem para
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aproximar as derivadas espaciais. Além disso, como em aplicações de geofísica, que mo-

tivaram esse trabalho, utiliza-se com freqência os MDF explícitos, e somente esses serão

aqui representados.

Ao longo deste texto, utiliza-se a seguinte notação 2-2, 2-4 e 2-6, para denotar que

foram utilizadas aproximações de diferenças �nitas de 2a ordem no tempo para todos os

casos e aproximações de 2a, 4a e 6a ordem no espaço, respectivamente.

As aproximações para as derivadas segundas são aproximações por expressões de

diferenças centrais de segunda, quarta e sexta ordens que estão descritas como (uxx)i,j

nas Eq. 2.4 a 2.6, respectivamente. A aproximação de segunda ordem para a derivada

temporal pode ser obtida de maneira análoga.

(uxx)i,j =
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2
(2.4)

(uxx)i,j =
−ui−2,j + 16ui−1,j + 30ui,j + 16ui+1,j − ui+2,j

12∆x2
(2.5)

(uxx)i,j =
2ui−3,j − 27ui−2,j + 270ui−1,j − 490ui,j + 270ui+1,j − 27ui+2,j + 2ui+3,j

180∆x2
(2.6)

Para o caso da onda acústica bidimensional, substituindo-se as aproximações temporal

e espacial ambas de segunda ordem (2-2) descritas na Eq. 2.4, obtém-se para o método

explícito a seguinte expressão:

ut+∆t
i,j − 2ut

i,j + ut−∆t
i,j

∆t2
= c

ut
i+1,j − 2ut

i,j + ut
i−1,j + ut

i,j+1 − 2ut
i,j + ut

i,j−1

∆h2
+

+O(∆t2,∆h2) (2.7)

ou

ut+∆t
i,j = 2ut

i,j + C2(ut
i+1,j − 2ut

i,j + ut
i−1,j + ut

i,j+1 − 2ut
i,j + ut

i,j−1)− ut−∆t
i,j (2.8)

com C = c ∆t
∆h

, onde t representa o passo de tempo, os índices i e j representam os pontos
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da malha espacial em cada direção e ∆t e ∆h correspondem às discretizações temporal e

espacial respectivamente. Apresenta-se, a seguir (Eq. 2.9) a expressão do MDF explícito

para a aproximação 2-4 e na Eq. 2.10 para a aproximação 2-6.

ut+∆t
i,j = 2ut

i,j

C2

12
[−ut

i+2,j − ut
i−2,j − ut

i,j+2 − ut
i,j−2 +

+16(ut
i+1,j + ut

i−1,j + ut
i,j+1 + ut

i,j−1) +

−60ut
i,j]− ut−∆t

i,j (2.9)

ut+∆t
i,j = 2ut

i,j

C2

180
[2(ut

i+3,j + ut
i−3,j + ut

i,j+3 + ut
i,j−3) +

−27(ut
i+2,j + ut

i−2,j + ut
i,j+2 + ut

i,j−2) +

+270(ut
i+1,j + ut

i−1,j + ut
i,j+1 + ut

i,j−1) +

−980ut
i,j]− ut−∆t

i,j (2.10)

2.2.5 Limites de estabilidade

Apresenta-se na Tabela 2.1, os limites de estabilidade do MDF para aproximações de

segunda ordem temporal e, respectivamente, segunda e quarta ordem espacial, para pro-

blemas unidimensionais e bidimensionais.

Dimensão 2aordem 4aordem

1D 1
√
3
2

2D 1√
2

√
3
8

Tabela 2.1: Tabela com os limites de estabilidade - Laurence et al. (1998).

Acrescenta-se, aos valores dessa tabela, o limite de estabilidade para o 2-6 bidimen-

sional, C = 0, 575. Este valor foi obtido experimentalmente.

Apresenta-se a seguir um problema num domínio em meio heterogêneo.
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2.3 O problema da onda acústica em meios heterogê-

neos

Nas aproximações de geofísica o domínio de interesse é normalmente heterogêneo, isso é

a velocidade de propagação da onda depende do ponto (xi, yi) do domínio.

Normalmente as discretizações espaciais e temporais são feitas com incrementos cons-

tantes. Para garantir a estabilidade do método em todo o domínio, para um dado ∆h, há

a necessidade de se utilizar o ∆t mais re�nado que o necessário em certas regiões gerando,

com isso, maior custo computacional.

Para ilustrar a necessidade de re�nar a discretização temporal para garantir a esta-

bilidade do método em todo domínio, apresentam-se nesta seção resultados de um pro-

blema da onda acústica unidimensional (1D), primeiro com um domínio homogêneo e,

em seguida, com domínios heterogêneos: um no qual o meio de maior velocidade requer

a divisão do passo de tempo por 2 e outro que requer a divisão do passo de tempo por 4.

Apresentam-se resultados de simulações num domínio 1D com 0, 0 ≤ x ≤ 5, 0 com

uma interface de velocidade em x = 3, 5 sendo que em x ∈ [0, 0; 3, 5[ a velocidade é dada

por v1 e em x ∈ [3, 5; 5, 0] é dada por v2. O instante de tempo �nal de cada simulação é

t = 3, 0, com a condição inicial descrita em 2.11.

f(x) = e(
−(x−2,5)2

0,0075
) (2.11)

Utilizam-se aproximações de segunda ordem no tempo e quarta no espaço (2-4).

Utiliza-se, também a discretização espacial, ∆x = 0, 00625 �xo.

Primeiramente, apresentam-se na Fig. 2.3, resultados para v1 = 1, 0m/s e v2 = v1 que

signi�ca um domínio homogêneo com ∆t no limite da condição de estabilidade do método

(∆t = 0, 00541s), em dois instantes de tempo: (a) t = 1, 75s e (b) t = 2, 0s.
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(a) t = 1,75 (b) t = 2,0

Figura 2.3: Simulação onda 1D - Meio Homogêneo V = 1, 0m/s ∆t = 0, 00541s.

Em seguida na Fig. 2.4 apresentam-se resultados quando v1 = 1, 0m/s e v2 = 2, 0m/s)

em dois instantes de tempo: (a) t = 1, 75, antes que a onda atinja a interface de mudança

de velocidade; (b) t = 2, 0 após a interface de velocidade. Utilizou-se ∆t = 0, 00271, o

que signi�ca C = 0, 43, abaixo do limite de estabilidade, para o primeiro subdomínio,

enquanto no segundo subdomínio, C = 0, 86 está no limite de estabilidade do método.

(a) t = 1,75 (b) t = 2,0

Figura 2.4: Simulação onda 1D - Meio Heterogêneo v1 = 1, 0m/s e v2 = 2, 0m/s ∆t =

0, 00271s.

A Fig. 2.5 apresenta os mesmos resultados quando v2 = 4, 0m/s. Utilizou-se, nesse

caso, ∆t = 0, 00135s, em todo domínio para a garantia da estabilidade, signi�cando que

no primeiro subdomínio C = 0, 215.
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(a) t = 1,75 (b) t = 2,0

Figura 2.5: Simulação onda 1D - Meio Heterogêneo V1 = 1, 0m/s e V2 = 4, 0m/s ∆t =

0, 00135.

Pode-se observar que, trabalhando no limiar de estabilidade, precisou-se re�nar a

discretização temporal nas simulações com domínio heterogêneo para a garantia da esta-

bilidade. Estas simulações com o mesmo passo de tempo (∆t �xo) são chamadas neste

trabalho de convencionais. Nestes esquemas convencionais tem-se um maior esforço com-

putacional na região de menor velocidade, devido a necessidade da escolha da discretiza-

ção temporal, para a garantia de estabilidade em todo o domínio. Essa escolha é feita

em função da região com maior velocidade. Para a diminuição desse esforço ajustam-se

localmente, por subregiões, os passos de tempos (adaptatividade temporal).



Capítulo 3

Adaptatividade temporal

3.1 Introdução

Conforme exposto na seção 2.2, métodos numéricos explícitos possuem um limiar de esta-

bilidade para assegurar a convergência da solução numérica da equação da onda acústica.

Domínios heterogêneos, isto é, aqueles que apresentam variações de velocidades, possuem

diferentes condições de estabilidade, de acordo com a velocidade de propagação da onda

no meio.

Em simulações onde se utiliza o mesmo passo de tempo para todo o domínio, a

condição de estabilidade é governada pela região que tiver maior velocidade, ou seja, ne-

cessitam de um menor intervalo de tempo para garantir a estabilidade em todo o domínio.

Com isso, o intervalo de tempo utilizado nas regiões de menor velocidade passa a ser muito

conservador em determinados subdomínios, o que acarreta cálculos desnecessários para

essas regiões.

Visando diminuir o custo computacional, a alternativa investigada nesta dissertação

é a utilização de passos de tempo variáveis dependendo da velocidade de propagação do

meio. Uma proposta para tentar diminuir o número de cálculos e, consequentemente,

otimizar o (tempo) custo computacional sugerido em Falk et al. (1998) e Tessmer (2000)

é adotar um algoritmo de adaptatividade temporal, que consiste em utilizar, em cada

subdomínio, um intervalo de tempo que garanta a estabilidade da solução numérica. Neste

capítulo apresentam-se os algoritmos de adaptatividade temporal propostos por Falk et

al. (1998) e Tessmer (2000).
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3.2 Adaptatividade temporal proposta em Falk et al.

(1998)

Para se utilizar passos de tempo localmente ajustáveis como apresentado por Falk et al.

(1998), os incrementos no tempo são ajustados em função do meio, utilizando passos de

tempo intermediários que sejam múltiplos de 2i, onde i é um inteiro positivo ou negativo.

Desta forma, dado um domínio, divide-se o mesmo considerando a velocidade do meio

em cada um dos subdomínios. Para ilustrar, considere um domínio com um campo de

velocidades em que existem várias velocidades diferentes, v1, v2, ..., vn. Cada uma dessas

velocidades determina um subdomínio (ou subregião).

A partir desta subdivisão, o subdomínio com a menor velocidade (vmin) utiliza∆tmax =

∆t, ou seja, necessita de apenas uma divisão do passo de tempo. O subdomínio com duas

divisões do passo de tempo utiliza ∆t/2. Da mesma forma um subdomínio com quatro

divisões do passo de tempo utilizará ∆t/4. Assim por diante até que, no subdomínio onde

a velocidade é a maior (vmax) utiliza o menor passo de tempo, ou seja, ∆tmin = ∆t
2n
.

Conforme apresentado em Falk et al. (1998), uma regra para a mudança do passo de

tempo pode ser de�nida, a priori, ao se estabelecer relações com o limite de estabilidade

da região de menor velocidade, que pode utilizar um maior passo de tempo. Considere

V = vsubreg(i)/vmin a relação entre a velocidade num subdomínio (vsubreg(i)) dividido pela

menor velocidade do domínio (vmin). Se essa razão for maior que 1 e menor ou igual a

2 o passo de tempo a ser utilizado nessa subregião deve ser ∆tsubreg(i) = ∆t/2, caso seja

maior que 2 e menor ou igual a 4 então, ∆tsubreg(i) = ∆t/4. A utilização de diferentes

incrementos de tempo, proposta por Falk et al. (1998), pode ser sintetizada na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Tabela com regras gerais para mudança de ∆t.

V = vsubreg/vmin i Divisões Passo de tempo

V = 1 0 1 ∆t

1 < V ≤ 2 1 2 ∆t
2

2 < V ≤ 4 2 4 ∆t
4

4 < V ≤ 8 3 8 ∆t
8

8 < V ≤ 16 4 16 ∆t
16

... ... ... ...

2(n−1) < V ≤ 2n n 2n ∆t
2n
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3.2.1 Esquema com duas divisões do passo de tempo

Para apresentar o esquema adaptativo utiliza-se um problema da onda acústica unidi-

mensional (1D) com aproximações de 2a ordem no tempo e 4a ordem no espaço (esquema

2-4), descrita pela expressão:

ut+∆t
i = 2.0(1.0− 15.0ν)ut

i + ν(16.0(ut
i+1 + ut

i−1)− (ut
i+2 + ut

i−2))− ut−∆t
i (3.1)

com ν = c2
∆t2

∆x2

12.0
, onde c é a velocidade, t representa o passo de tempo, o índice i representa

o ponto da malha espacial e ∆t e ∆x correspondem às discretizações temporal e espacial

respectivamente. Apresentam-se, na Fig. 3.1, os pontos necessários para se calcular o valor

de u no ponto k e no instante de tempo t+∆t (ut+∆t
k ) utilizando a expressão descrita na

Eq. 3.1.

Figura 3.1: Molécula de cálculo 1D (Aproximação 2-4).

Na Fig. 3.2 apresenta-se um domínio 1D onde na região 2 a velocidade de propagação

do meio é maior do que a velocidade de propagação da região 1 (v2 > v1). A estabilidade

de cada região pode ser garantida com a utilização de ∆tmax = ∆t e ∆tmin = ∆t/2.
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Nesta �gura, o tempo avança para baixo e, os quadrados pretos e brancos representam

os pontos do domínio espacial discretizados. Os quadrados pretos são pontos situados na

região com menor velocidade e que podem ser calculados com incremento de tempo ∆t e

os quadrados brancos são pontos da malha na região de maior velocidade e que devem ser

calculados com ∆t/2. Pode-se notar, na Fig. 3.2, que há um distinção entre o número de

pontos da malha espacial que são calculados a cada passo de tempo. Instantes de tempos

que calculam os valores de u nos pontos em todo o domínio são chamados de tempos

inteiros e, entre eles, chama-se de tempos intermediários, que calculam apenas os valores

de u nos pontos da região de maior velocidade.

Figura 3.2: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximação 2-4) divisão em subdomínios.

Pode-se observar, na Fig. 3.2, que ao se calcular o valor de u no ponto k do instante

de tempo t+∆t (ut+∆t
k ), da região de maior velocidade, onde utiliza-se ∆tmin, necessita-se

de valores extras na região de menor velocidade, em t + ∆t/2, a serem calculados com

∆tmin, marcados na Figura, com "?".

É necessário então o cálculo desses pontos extras que estão identi�cados por triângulos

pretos na Fig. 3.3 e são chamados de região de transição. O número de pontos extras,

na região de menor velocidade, necessários para o cálculo de ut+∆t
k , depende da ordem da

aproximação espacial e do número de divisões do passo de tempo que o problema requer.
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Figura 3.3: Esquema Falk/Tessmer 1D em t+∆t (Aproximação 2-4).

Desta forma, quando realiza-se somente duas divisões do passo de tempo, esse esquema

pode ser utilizado, qualquer que seja a quantidade de subdomínios. Assim, esse esquema

prossegue ao longo do tempo, calculando-se os valores de u para todos os pontos do

domínio espacial nos tempos inteiros e calculando, nos tempos intermediários, os valores

de u nos pontos da região de maior velocidade e os da região de transição. Este esquema

é diretamente estendido para duas ou três dimensões.

Um exemplo análogo para o caso 2-D, utilizando uma aproximação 2-2, é mostrado na

Fig. 3.4. Nesse esquema, para duas divisões do passo de tempo, os pontos que estão dentro

do quadrado marcado em negrito (inclusive os pontos sob a linha) possuem velocidade

maior v2 e os pontos de fora possuem velocidade menor v1. A �gura apresenta as três

possibilidades ao se calcular pontos neste domínio. O valor da aproximação no ponto da

região com v1 é calculado com ∆tmax = ∆t e os outros dois casos mostram os valores das

aproximações nos pontos sendo calculados com ∆tmin = ∆t/2. Um deles está dentro da

região de maior velocidade v2 e o outro situa-se na interface de mudança de velocidades,

ou seja, ele é vizinho de um ponto com menor velocidade e, por isso, utiliza pontos da

zona de transição que é representado neste esquema como um triângulo.
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Figura 3.4: Esquema Falk/Tessmer para o caso 2-D com 1 nível de adaptatividade para

uma aproximação 2-2.
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3.2.2 Esquema com quatro divisões do passo de tempo

Em várias situações, dependendo da variação dos valores das velocidades no domínio,

pode ser conveniente utilizar um esquema adaptativo com mais de duas divisões do passo

de tempo. No algoritmo proposto em Falk et al. (1998) a discretização temporal é da

forma ∆t/2i onde i = 0, 1, 2, ..., n. No caso de i = 2, ou seja, quatro divisões do passo

de tempo, usa-se ∆tmin = ∆t/4 como menor discretização temporal.

Figura 3.5: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximação 2-4) divisão em subdomínios.

Apresenta-se, na Fig. 3.5, o esquema do método adaptativo para quatro divisões do

passo de tempo em um domínio 1D onde v2 > v1. A estabilidade do método em cada

região poderia ser garantida com a utilização adequada do passo de tempo: ∆tmax = ∆t

para a região de menor velocidade e ∆tmin = ∆t/4 para a região de maior velocidade.

Nesta �gura, o tempo avança para baixo e os quadrados pretos e brancos representam os

pontos do domínio espacial discretizados. Os quadrados pretos são pontos situados na

região com menor velocidade e que podem ser calculados com ∆t e os quadrados brancos

são pontos da malha dentro da região de maior velocidade e que devem ser calculados

com ∆t/4. Conforme descrito na Subseção 3.2.1, instantes de tempos que calculam os
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valores de u para todos os pontos do domínio são chamados de tempos inteiros e, entre

eles, são chamados de instantes de tempos intermediários nos quais calculam-se os valores

de u apenas nos pontos da região de maior velocidade.

No entanto, pode-se observar na Fig. 3.5 que ao se calcular o valor de u no ponto k, na

região de maior velocidade, em t +∆t, ut+∆t
k , onde utiliza-se ∆tmin = ∆t/4, necessita-se

de valores extras, na região de menor velocidade, em t + 3∆t/4, a serem calculados com

∆tmin, marcados na Figura, com "?". É necessário então o cálculo desses pontos extras

utilizando ∆tmin para o cálculo de ut+∆t
k .

Figura 3.6: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximação 2-4) divisão em subdomínios.

Tomando como base o ponto extremo em que deve-se calcular o valor de u, para que os

valores nesses pontos extras em t+3∆t/4 sejam calculados, necessita-se de outros valores

extras, a serem calculados em instantes de tempos intermediários anteriores, t+ 2∆t/4 e

t+∆t/4, conforme os pontos marcados na molécula de cálculo com "?"na Fig. 3.6.
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Figura 3.7: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximação 2-4) divisão em subdomínios.

Para que essa região de transição não aumente inde�nidamente, os cálculos desses

pontos serão feitos com uma diferença em relação aos demais pontos extras: utiliza-se,

para esses pontos um passo de tempo de ∆tint = ∆t/2, utilizando os valores já calculados

nos instantes de tempos t e t− 2∆t/4, conforme apresentado na Fig. 3.7.

Finalizando calculam-se os valores de u para os pontos extras no instante de tempo

t+∆t/4, utilizando ∆tmin = ∆t/4 (Fig. 3.8).

Apresenta-se na Fig. 3.9 toda a região de transição utilizada no esquema Falk et al.

(1998) para um esquema 2-4 onde o domínio requer a utilização de quatro divisões do

passo de tempo.
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Figura 3.8: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximação 2-4) divisão em subdomínios.

Figura 3.9: Esquema Falk/Tessmer 1D (Aproximação 2-4) divisão em subdomínios.
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Esses pontos extras, chamados de Região de Transição, estão identi�cados na Fig. 3.9

por triângulos pretos (calculados com ∆tmin = ∆t/4) e hachurados (calculados com

∆tint = ∆t/2). Assim, o algoritmo calcula nos instantes de tempos inteiros, o valor

de u para todos os pontos do domínio, sendo parte dele utilizando ∆tmax = ∆t, e parte,

∆tmin = ∆t/4. Nos instantes de tempos intermediários, além dos pontos da região de

maior velocidade (quadrados brancos), há necessidade de se calcular também o valor

de u para os pontos extras da região de transição (triângulos pretos e hachurados). O

tamanho dessa região depende da ordem da aproximação de Diferenças Finitas utilizada

na discretização espacial.

A seguir apresenta-se um passo a passo para que sejam calculados o valor de u para

todos pontos em t+∆t considerando que o avanço do tempo inicie a partir de um instante

de tempo t qualquer.

Passo 1: calcula-se o valor de u para todos os pontos da região de menor velocidade

em t + ∆t utilizando os instantes de tempos t e t − ∆t e passo de tempo ∆tmax = ∆t

(Fig. 3.10).

Figura 3.10: Esquema Falk/Tessmer 1D em t+∆t (Aproximação 2-4).

Passo 2: considerando que a interface da velocidade é no ponto k, inicia-se o cálculo do
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instante de tempo intermediário, t+∆t/4, em k − 2 para o qual utiliza-se ∆tmin = ∆t/4

(Fig. 3.11). Além dos pontos da região de maior velocidade acrescenta-se o cálculo do

valor de u nos pontos extras da região de transição.

Figura 3.11: Esquema Falk/Tessmer 1D em t+∆t/4 (Aproximação 2-4).

Passo 3: divide-se em duas etapas conforme apresentado na Fig. 3.12.

Passo 3.1: surge um caso especial ao se calcular valor de u nos pontos na zona

de transição desse instante de tempo intermediário. Eles são calculados, utilizando os

instantes de tempos t e t− 2∆t/4 com discretização ∆tint = ∆t/2

Passo 3.2: calculam-se os demais pontos utilizando os instantes de tempos t+∆t/4

e t e passo de tempo ∆tmin = ∆t/4.
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Figura 3.12: Esquema Falk/Tessmer 1D em t+ 2∆t/4 (Aproximação 2-4).

Passo 4: calcula-se o instante de tempo intermediário t + 3∆t/4 iniciando em k − 2

(Fig. 3.13).

Figura 3.13: Esquema Falk/Tessmer 1D em t+ 3∆t/4 (Aproximação 2-4).
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Passo 5: calcula-se o valor de u nos pontos do instante de tempo t + ∆t, para a região

de maior velocidade, iniciado a partir da interface da velocidade, ponto k (Fig. 3.14).

Figura 3.14: Esquema Falk/Tessmer 1D em t+∆t (Aproximação 2-4).

3.3 Adaptatividade temporal proposta em Tessmer

(2000)

Como já mencionado neste trabalho, no esquema Falk et al. (1998) existe uma limitação

na escolha da discretização temporal, onde só pode-se utilizar passos de tempo na forma

de potência de 2, ou seja, 2n∆t, ..., 2∆t, ∆t, ∆t/2, ∆t/4, ..., ∆t/2n

Em Tessmer (2000), foi proposta uma modi�cação no algoritmo anterior que permite

utilizar qualquer discretização temporal da forma ∆tsubreg = ∆t/(i + 1), onde i é um

inteiro (i = 0, 1, 2, 3, ...) que representa a razão entre as velocidades e determina as i+1

divisões para cada subdomínio. A Tabela 3.3 sintetiza essas regras para este esquema.
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V = vsubeg/vmin i Divisões Passo de tempo

1 0 1 ∆t

1 < V ≤ 2 1 2 ∆t/2

2 < V ≤ 3 2 3 ∆t/3

3 < V ≤ 4 3 4 ∆t/4

4 < V ≤ 5 4 5 ∆t/5

... ... ... ...

n < V ≤ n+ 1 n n+ 1 ∆t/(n+ 1)

Tabela 3.2: Tabela com regras gerais para mudança de ∆t.

No esquema com duas divisões do passo de tempo, ou seja, utilizando ∆tmax = ∆t e

∆tmin = ∆t/2, não existem diferenças entre os dois algoritmos.

Como o algoritmo desta seção permite dividir o passo de tempo por 3, somente pode-se

perceber as diferenças entre os algoritmos, Falk et al. (1998) e Tessmer (2000), compa-

rando o caso com quatro divisões do passo de tempo, ou seja, para os quais utilizam-se

a discretização temporal ∆tmin = ∆t
4

para a subregião de maior velocidade para ambos

esquemas.

Conceitualmente, no primeiro, como a escolha da divisão do passo de tempo é limitada

em dividir por potências na forma 2i tem-se uma menor �exibilidade para as simulações

em domínios onde os valores das velocidades possuem a razão V = (vsubreg/vmin) ̸= 2i,

onde i ∈ 0, 1, 2, 3, ..., n. No segundo, pode-se utilizar qualquer divisão do passo de tempo

máximo.

Porém, a principal diferença é a forma com que passa-se a calcular as aproximações

de u nos pontos extras (região de transição), pois é essa diferença que nos permite a �ex-

ibilidade na escolha do passo de tempo da subregião de maior velocidade. No esquema

proposto em Tessmer (2000), utiliza-se sempre o instante de tempo t para o cálculo do

valor de u, referente aos pontos da região de transição para os instantes de tempos inter-

mediários. Varia-se, adequadamente, a discretização temporal em ∆t/4, 2∆t/4 e 3∆t/4

nessa ordem. Na Fig. 3.15 apresenta-se um domínio 1D onde v2 > v1 no qual a estabili-

dade de cada região pode ser garantida com a utilização de ∆tmax = ∆t e ∆tmin = ∆t/4.

Nesta �gura, como nas anteriores, tempo avança para baixo e, os quadrados pretos e

brancos representam os pontos do domínio espacial discretizados. Os quadrados pretos

são pontos situados na região com menor velocidade e que podem ser calculados com

incremento de tempo ∆t e os quadrados brancos são pontos da malha na região de maior
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velocidade e que devem ser calculados com ∆t/4.

Figura 3.15: Esquema Tessmer 1D (Aproximação 2-4).
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Figura 3.16: Esquema Tessmer 1D em t+ 3∆t/4 (Aproximação 2-4).

Pode-se notar na Fig. 3.15 que, como no algoritmo anterior, para se calcular o valor

de u no ponto k no instante de tempo t + ∆t, ut+∆t
k , necessita-se de pontos extras na

região de menor velocidade no instante de tempo intermediário t+ 3∆t/4.

Diferentemente do proposto em Falk et al. (1998), para o cálculo do valor de u nesses

pontos extras utilizam-se, conforme destacado na Fig. 3.16, os valores conhecidos dos

instantes de tempos anteriores t e t− 3∆t/4, com um passo de tempo de ∆tint2 = 3∆t/4.
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Figura 3.17: Esquema Tessmer 1D em t+ 3∆t/4 (Aproximação 2-4).

Calculados os valores de u nesses pontos extras pode-se notar, na Fig. 3.17, que, para

se calcular o valor de u no ponto k, no instante de tempo t + 3∆t/4, ut+3∆t/4
k , necessita-

se de pontos extras na região de menor velocidade no instante de tempo intermediário

t+ 2∆t/4.
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Figura 3.18: Esquema Tessmer 1D em t+ 2∆t/4 (Aproximação 2-4).

Para o cálculo do valor de u nesses pontos extras utiliza-se, conforme apresentado na

Fig. 3.18, os valores conhecidos dos instantes de tempos anteriores t e t− 2∆t/4, com um

passo de tempo de ∆tint1 = 2∆t/4.

A Fig. 3.19, apresenta esses pontos extras calculados. Concluindo a construção da

região de transição calcula-se, analogamente, o valor de u nos pontos extras em t+∆t/4,

necessários para o cálculo de u no ponto k do instante de tempo t + 2∆t/4, u
t+∆t/4
k ,

utilizando os instantes de tempos t e t−∆t/4 e o passo de tempo ∆tmin = ∆t/4.

Finalmente a Fig. 3.20 apresenta o esquema Tessmer (2000) com todos os pontos

extras necessários em sua região de transição para um problema em que se necessita a

utilização de um passo de tempo mínimo igual ao maior passo de tempo dividido por 4,

∆tmin = ∆t/4.
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Figura 3.19: Esquema Tessmer 1D em t+∆t/4 (Aproximação 2-4).

Figura 3.20: Esquema Tessmer 1D em t+∆t (Aproximação 2-4).
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Para ilustrar o algoritmo proposto em Tessmer (2000) apresenta-se, a seguir, um passo

a passo. Os pontos extras necessários para o cálculo do valor de u nos pontos da região

de maior velocidade são representados pelos índices k − 2 e k − 1.

Passo 1: calculam-se os valores de u no instante de tempo t + ∆t (Fig. 3.21) da região

de menor velocidade utilizando os instantes de tempos t e t−∆t.

Figura 3.21: Esquema Tessmer 1D em t+∆t (Aproximação 2-4).

Passo 2: calculam-se os valores de u no instante de tempo t+∆t/4 (Fig. 3.22) a partir

do ponto em k−2 utilizando ∆tmin = ∆t/4. Neste passo estão os pontos extras da região

de transição mais os pontos da região de maior velocidade.
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Figura 3.22: Esquema Tessmer 1D em t+∆t/4 (Aproximação 2-4).

Os passos 3 e 4 serão divididos, cada um, em duas etapas de cálculo: pontos extras e

os da região de maior velocidade.

Passo 3: calculam-se, neste passo, os valores de u nos pontos do instante de tempo

intermediário t+ 2∆t/4 conforme ilustrado na Fig. 3.23.

Passo 3.1: utilizam-se os instantes de tempos t e t− 2∆t/4 para o cálculo do valor

de u nos pontos extras com a discretização ∆tint1 = ∆t/2.

Passo 3.2: calculam-se o valor de u nos pontos da região de maior velocidade uti-

lizando o passo de tempo ∆tmin = ∆t/4 utilizando os instantes de tempos t + ∆t/4 e

t.

Passo 4: calcula-se, neste passo, o valor de u nos pontos do instante de tempo inter-

mediário t+ 3∆t/4 conforme ilustrado na Fig. 3.24.
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Passo 4.1: utilizam-se os instantes de tempos t e t−∆t/4 para o cálculo do valor de

u nos pontos extras com a discretização ∆tint2 = 3∆t/4.

Passo 4.2: calculam-se os valores de u nos pontos da região de maior velocidade

utilizando o passo de tempo ∆tmin = ∆t/4 utilizando os instantes de tempos t+ 2∆t/4 e

t+∆t/4.

Figura 3.23: Esquema Tessmer 1D em t+ 2∆t/4 (Aproximação 2-4).

Passo 5: �nalizando, conforme a Fig. 3.25, calcula-se o valor de u nos pontos do instante

de tempo t+∆t, para a região de maior velocidade, iniciado a partir do ponto k (interface

da velocidade) utilizando o passo de tempo ∆tmin = ∆t/4.
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Figura 3.24: Esquema Tessmer 1D em t+ 3∆t/4 (Aproximação 2-4).

Figura 3.25: Esquema Tessmer 1D em t+∆t (Aproximação 2-4).
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Comparando as ilustrações da Fig. 3.14 com a Fig. 3.25, pode-se evidenciar as dife-

renças, entre os algoritmos propostos por Falk et al. (1998) e Tessmer (2000), relativas

tanto à forma de construção dos pontos extras necessários nos instantes de tempos in-

termediários na região de transição, quanto à quantidade desses pontos extras. Outra

diferença que deve-se ressaltar está nos passos de tempo utilizados nessa construção. No

primeiro utilizam-se apenas dois passos de tempo, ∆t/4 e ∆t/2 enquanto que, no segundo,

utilizam-se três passos de tempos ∆t/4, 2∆t/4 e 3∆t/4

Além disso, pode-se observar na Fig. 3.26, um exemplo no qual 2 < (vsubreg/vmin) ̸= 3.

Nesse exemplo a construção da região de transição é feita de forma análoga ao apresentado

nessa seção. Aparece a primeira grande diferença e vantagem do algoritmo Tessmer (2000).

Neste caso, pode-se utilizar os passos de tempo ∆tmax = ∆t e ∆tmin = ∆t/3 cuja escolha

das discretizações temporais não são possíveis na proposta do algoritmo Falk et al. (1998).

Figura 3.26: Esquema Tessmer 1-D para uma aproximação 2-4 com três divisões do passo

de tempo.



Capítulo 4

Exemplos numéricos

Para testar os algoritmos de adaptatividade temporal para a equação da onda acústica

apresentados no Capítulo 3 foram utilizados domínios uni e bidimensionais com condição

de contorno de Dirichlet. Os testes realizados em domínios 1D, foram feitos com o obje-

tivo de entender o comportamento dos algoritmos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000) e

validar as respectivas implementações. Apresentam-se, nesse capítulo, somente os resul-

tados dos testes em domínios 2D. Nestes exemplos, para testar os algoritmos, utilizam-se

discretizações temporais tanto próximas ao limite de estabilidade quanto aquelas distantes

deste limite, sugeridas nas aplicações de geofísica conforme citado em Bulcão (2004).

Para isso, apresenta-se na Seção 4.1 o problema da Equação da onda acústica a ser

resolvido. Na Seção, 4.2, são apresentadas as discretizações utilizadas e, por �m, na

Seção 4.3 os resultados das simulações para o caso bidimensional são apresentados.

4.1 O problema a ser resolvido

Resolve-se, neste trabalho a equação da onda acústica para um problema bidimensional

(2D)

∂2u

∂t2
− c2(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
) = 0 (4.1)

com u(x, y, 0) = f(x, y) e uΓ = h(Γ, t), ∀(x, y) ∈ Ω e t > 0 onde u = u(x, y, t) é uma

função da posição e do tempo que descreve o comportamento da onda e c a velocidade

de propagação da onda num dado meio, o domínio espacial utilizado Ω = {(x, y) | 0m ≤
x ≤ 6.000m e 0m ≤ y ≤ 6.000m} e Γ representa a fronteira do Ω, ou seja, o contorno do

domínio.
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Neste trabalho utilizam-se domínios heterogêneos e, como campo de velocidades,

utilizou-se o apresentado na Fig. 4.1, onde a interface de velocidade está em x = 3.250m.

Na subregião de menor velocidade utilizou-se c = v1 = 750m/s. Para a subregião de

maior velocidade tem-se c = v2 sempre com v2 > v1. Este valor será apresentado nas

respectivas subseções de resultados.

Figura 4.1: Campo de velocidades - Domínio bidimensional

Nos diversos resultados são apresentados sismogramas nos pontos S1, na subregião de

menor velocidade, S2, na interface da velocidade, e S3 na subregião de maior velocidade,

com x1 = y1 = 3.125m, x2 = y2 = 3.250m e x3 = y3 = 3.375m, respectivamente.

(i) A condição inicial utilizada é dada por:

f(x, y) =
1

12800π
e(

−(x2+y2)
12800

) (4.2)

e ∂u
∂t
(x, y, 0) = 0, ∀x, y. A Figura 4.2 apresenta a solução de f(x, y) em y = 3.000m.
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Figura 4.2: Condição inicial (Eq. 4.2)

(ii) Como condição de contorno utilizou-se a Condição de Dirichlet que especi�ca, a

priori, a amplitude nas bordas do domínio considerado. Em nosso trabalho utilizou-se no

contorno, Γ, o valor u(Γ, t) = 0, t > 0.

4.2 Discretizações

Neste trabalho, que tem por objetivo testar o comportamento dos esquemas adaptativos

utiliza-se o critério apresentado nas Eq. 4.3 e 4.4, sugerido em Bulcão (2004).

∆tmax ≤ ∆h

βvmin

(4.3)

∆tmin ≤ ∆h

βvmax

(4.4)

onde:

∆h é o espaçamento dos pontos da malha. Neste trabalho a malha é regular, ou seja,
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∆x = ∆y = ∆h

vmin e vmax são, respectivamente, a velocidade mínima e máxima de propagação do

campo de velocidades simulado;

β é o parâmetro que corresponde ao número de passos no tempo necessário para a

frente de onda percorrer uma distância equivalente ao espaçamento entre os pontos da

malha, considerando a maior velocidade de propagação do meio;

∆tmin é o passo de tempo que garante a estabilidade do método nas simulações numéri-

cas.

∆tmax é o passo de tempo principal utilizado nos algoritmos adaptativos. Garante

a estabilidade do método nas simulações numéricas para a região de menor velocidade.

Este valor será ajustado localmente, para regiões de maior velocidade, conforme cada

algoritmo de adaptatividade temporal de forma a garantir a estabilidade do método nesses

subdomínios.

A escolha do valor β, utilizado na expressão da Eq. 4.4, está relacionada ao limite

de estabilidade do método e determina a discretização temporal, ∆t, a ser utilizada. A

escolha desse parâmetro determina o quanto está se trabalhando abaixo desse limite. Ao

se adotar β = 4, conforme usualmente utilizado nas aplicações de Geofísica, como por

exemplo em Bulcão (2004) para um operador de 2a ordem temporal, signi�ca que as

simulações estão a um quarto do respectivo limite de estabilidade do método.

Com a utilização do algoritmo com passos de tempo adaptativos adota-se a Eq. 4.3 que

determina o maior incremento de tempo que pode ser utilizado para a região de menor ve-

locidade. Esse valor do ∆t será ajustado, quando houver necessidade, segundo os critérios

expostos no Capítulo 3.2 para cada subregião, conforme a relação V = vsubreg(i)/vmin.

Nos testes realizados utilizam-se várias discretizações espaciais desde ∆x = 40m re-

�nando até ∆x = 2, 5m. Como o nosso objetivo é comparar o método adaptativo com o

método convencional adotou-se ∆h = ∆x = ∆y = 40m para todas as simulações deste

trabalho.

4.3 Resultados 2D

Conforme descrito no Capítulo 3, durante este trabalho foram testados os algoritmos

adaptativos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000). Inicialmente apresentam-se os resultados

das simulações como são, usualmente, utilizados nas aplicações da Geofísica, ou seja, longe
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do limite de estabilidade dos respectivos métodos conforme apresentado na Subseção 2.2.5.

Trabalha-se com uma discretização temporal para simular a um quarto do respectivo limite

de estabilidade.

Na Subseção 4.3.2 apresentam-se os resultados nos quais a subregião de maior ve-

locidade requer duas divisões do passo de tempo e na Subseção 4.3.3 os resultados nos

quais a subregião de maior velocidade requer quatro divisões do passo. Para todos as

comparações realizadas neste trabalho utiliza-se o estabelecido a seguir.

4.3.1 Critério de comparação dos resultados

Para a comparação de resultados das simulações dos métodos adaptativos apresentam-se

tanto resultados em uma seção (y = 3.000m), quanto sismogramas em três pontos do

domínio: S1, S2 e S3 4.1. Esses resultados são comparados de duas formas:

(i) método adaptativo com o método convencional, ou seja, com ∆t constante.

(ii) resultado do método adaptativo com um resultado adotado como referência. Para

essa escolha foram realizados testes no limite de estabilidade para as aproximações de

diferenças �nitas 2-2, 2-4 e 2-6. Nestes testes as discretizações foram sendo re�nadas,

tanto a espacial quanto a temporal, até que seus resultados não apresentasem diferenças

visuais perceptíveis. A discretização espacial utilizada para esse resultado de referência

foi ∆x = ∆y = 2, 50.

Foram obtidos dois resultados de referência: problema (a) para quando v1 = 750m/s

e v2 = 1.500m/s e problema (b) quando v1 = 750m/s e v2 = 3.000m/s

A Tabela 4.1 e a Fig. 4.3 apresentam respectivamente: as discretizações temporais do

resultado de referência para o problema (a) e esse resultado em y = 3.000m, em t = 1, 50s.

Esquema N o Courant Limite ∆t

2− 2 0, 707 0, 001178

2− 4 0, 610 0, 001016

2− 6 0, 575 0, 000958

Tabela 4.1: Tabela com a discretização temporal - Problema (a)
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Figura 4.3: Convencional (2-2, 2-4 e 2-6) nos respectivos limite de estabilidade dos méto-

dos - problema (a).

Analogamente, apresentam-se na Tabela 4.2 as discretizações temporais para o pro-

blema (b). Na Fig. 4.4 a solução em y = 3.000m para t = 0, 90s.

Esquema N o Courant Limite ∆t

2− 2 0, 707 0, 000589

2− 4 0, 610 0, 000508

2− 6 0, 575 0, 000479

Tabela 4.2: Tabela com a discretização temporal - Problema (b)
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Figura 4.4: Convencional (2-2, 2-4 e 2-6) nos respectivos limite de estabilidade dos méto-

dos - problema (b).

Portanto, adotam-se estes resultados convencionais como resultado de referência para

as comparações deste trabalho.

4.3.2 Duas divisões do passo de tempo

Os algoritmos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000) são equivalentes para duas divisões do

passo de tempo e, por isso, apresenta-se, nesta subseção, apenas o resultado do primeiro.

Trabalha-se com o campo de velocidades apresentado na Fig. 4.1 com v1 = 750m/s e

v2 = 1.500m/s conforme mostrado na Fig. 4.5.
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Figura 4.5: Campo de velocidades - Domínio bidimensional

Na Tabela 4.3 apresentam-se as discretizações utilizadas nas simulações do esquema

convencional e do esquema de passos de tempo ajustados localmente (método adaptativo).

A discretização temporal utilizada está a um quarto do limite de estabilidade de cada um

dos esquemas (2-2, 2-4 e 2-6).

No esquema adaptativo ∆t = ∆tmax é o incremento de tempo utilizado no subdomínio

com menor velocidade (v1) e com ∆t = ∆tmin, no subdomínio de maior velocidade (v2).

O método convencional utiliza, para todo o domínio, ∆t = ∆tmin.

Esquema N o Courant Limite N o Courant utilizado ∆tmin ∆tmax

2− 2 0, 707 0, 177 0, 004714 0, 009427

2− 4 0, 610 0, 155 0, 004066 0, 008133

2− 6 0, 575 0, 145 0, 003834 0, 007667

Tabela 4.3: Tabela - Passo de tempo - Problema (a)

A �m de analisar o esquema com duas divisões do passo de tempo, apresentam-se nas

Figuras 4.6, 4.7 e 4.8, resultados em y = 3000m (corte) no instante de tempo t = 1, 50s

para aproximações 2-2, 2-4 e 2-6. Nas Figuras (a) tem-se as soluções com passos de tempo

ajustados localmente comparada com o respectivo resultado convencional enquanto que,
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nas Figuras (b), as soluções com passos de tempo ajustados localmente comparada com o

resultado adotado como referência.
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Figura 4.6: Solução em y = 3.000m e t = 1, 50s (aproximação 2-2). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.
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Figura 4.7: Solução em y = 3.000m e t = 1, 50s (aproximação 2-4). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.
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Figura 4.8: Solução em y = 3.000m e t = 1, 50s (aproximação 2-6). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.

Nesses grá�cos pode-se observar que, mesmo utilizando uma discretização espacial

menos re�nada, são pequenas as diferenças entre as soluções, ou seja, o resultado adapta-

tivo reproduz de forma satisfatória o resultado convencional. Tal fato pode ser corroborado



4.3 Resultados 2D 49

ao analisar os sismogramas das Figuras 5.11, 5.12 e 5.13 (a), (b) e (c). Em todos os

resultados pode-se observar que o resultado do esquema com passos de tempos ajustados

localmente está mais próximo do resultado adotado como referência do que o respectivo

resultado do método convencional.
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Figura 4.9: Sismogramas (aproximação 2-2) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.
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Figura 4.10: Sismogramas (aproximação 2-4) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.
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Figura 4.11: Sismogramas (aproximação 2-6) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.

A título de comparação apresentam-se na Figura 4.12 os resultados do método adap-

tativo para as aproximações 2-2, 2-4 e 2-6 no instante de tempo (t = 1, 50s).
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Figura 4.12: Solução em y = 3.000m e t = 1, 50s (a) Métodos Adaptativos 2-2, 2-4 e 2-6

em (b) Zoom em [3.000m ; 6.000m].

Após comparar os resultados das simulações utilizando valores que estão abaixo

dos limites de estabilidade, conforme usualmente adotado em aplicações de Geofísica,

apresentam-se nas Fig. 4.13 e 4.14 resultados do método adaptativo próximo ao limite
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de estabilidade do esquema 2-2. Analisando os resultados obtidos dos métodos adapta-

tivos observa-se que os mesmos, quando simulados no limite de estabilidade, apresentam

o aparecimento de um "ruído" na solução na região próxima da interface da velocidade,

que não aparece quando utilizamos o método convencional (Fig. 4.3). Este "ruído" au-

menta de forma a invalidar os resultados ao longo do tempo, em simulações no limiar da

estabilidade do método.

Para diferenciar os efeitos desse "ruído" com aqueles provocados por simulações acima

do limite de estabilidade, apresentam-se nas Figuras 4.13 e 4.14, uma comparação com

os resultados do método adaptativo Falk et al. (1998), simulado próximo ao limite de

estabilidade para o esquema 2-2 (C = 0, 707) com o mesmo método adaptativo, só que

um pouco acima desse limite (C = 0, 710).
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Figura 4.13: (a) Solução em y = 3.000m e t = 1, 40s para uma aproximação 2-2. (b)

Zoom: x ∈ [3.100m ; 3.600m].
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Figura 4.14: (a) Seção da onda em y = 3000m e t = 1, 60s para uma aproximação 2-2.

(b) Zoom: x ∈ [3.100m ; 3.600m].

As Figuras 4.13 e 4.14 apresentam em (a) os resultados do método adaptativo, no

limite de estabilidade e acima deste limite, nos quais aparecem os efeitos: "ruídos" e a

instabilidade. Nas mesmas Figuras em (b) apresentam-se um zoom em x ∈ [3.100m ;
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3.600m], região próxima à interface da velocidade, onde aparecem os efeitos que estão

sendo analisados. Esses efeitos, "ruídos" e instabilidade, são diferentes. Pode-se observar

que os efeitos desse "ruído" crescem de forma mais lenta que os da instabilidade.

Apresentam-se, na subseção a seguir, resultados onde o campo de velocidades do

domínio requer que o passo de tempo necessite de quatro divisões.

4.3.3 Quatro divisões do passo de tempo

Nesta subseção, apresentam-se os resultados utilizando o método adaptativo, para um

meio no qual é necessária a utilização de quatro divisões do passo de tempo para a região

de maior velocidade, para garantir a estabilidade. Trabalha-se com o mesmo campo de

velocidades descrito anteriormente que, nos testes desta subseção, tem somente a alteração

no valor da maior velocidade, ou seja, v2 = 3.000m/s.

Segue-se o critério adotado anteriormente, para apresentação dos resultados. Nestes

testes, apresentam-se também, as comparações entre os resultados dos dois algoritmos

adaptativos, Falk et al. (1998) e Tessmer (2000), que neste caso, são diferentes.

Na Tabela 4.4 apresentam-se as discretizações utilizadas nas simulações. O método

convencional requer a utilização dos valores de ∆tmin para a garantia da estabilidade

enquanto que nos esquemas adaptativos as simulações trabalham com ∆t = ∆tmax para o

meio com a menor velocidade (v1) e com ∆t = ∆tmin para a região com a maior velocidade

(v2). O número de Courant utilizado conduz a uma discretização temporal a um quarto

do limite de estabilidade de cada um dos esquemas 2-2, 2-4 e 2-6.

Esquema N o Courant Limite N o Courant utilizado ∆tmin ∆tmax

2− 2 0, 707 0, 177 0, 002357 0, 009427

2− 4 0, 610 0, 155 0, 002033 0, 008133

2− 6 0, 575 0, 145 0, 001917 0, 007667

Tabela 4.4: Tabela - Passo de tempo - Problema (b)

Nas Figuras 4.15, 4.16 e 4.17, encontram-se os resultados em y = 3.000m (corte) no

instante de tempo t = 0, 90s para, respectivamente, uma aproximação 2-2, 2-4 e 2-6. Nas

Figuras (a) tem-se as soluções com passos de tempo ajustados localmente comparada com

o respectivo resultado convencional enquanto que, nas Figuras (b), as soluções com passos

de tempo ajustados localmente comparada com o resultado adotado como referência.
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Figura 4.15: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-2). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.
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Figura 4.16: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-4). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.
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Figura 4.17: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-6). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.

Nesses grá�cos, Fig. 4.15 a 4.17, pode-se observar que o resultado do método adap-

tativo apresenta uma aproximação satisfatória com as comparações, convencional e refer-

ência. Esse resultado pode ser con�rmado ao analisar os sismogramas apresentados nas
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Figuras 4.18, 4.19 e 4.20. Nesses sismogramas, conforme subseção anterior, os resultados

dos métodos adaptativos são mais próximos do resultado adotado como referência do que

os dos métodos convencionais.
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Figura 4.18: Sismogramas (aproximação 2-2) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.
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Figura 4.19: Sismogramas (aproximação 2-4) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.
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Figura 4.20: Sismogramas (aproximação 2-6) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.

Apresenta-se na Figura 4.21 uma comparação entre os resultados do método adapta-

tivo para as aproximações 2-2, 2-4 e 2-6 em t = 0, 90s.
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Figura 4.21: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (a) Comparação com adaptativos 2-2,

2-4 e 2-6 (b) Zoom: x ∈ [1.800m ; 6.000m].

Os testes anteriores mostram que os "ruídos" no sinal da onda em simulações no

limiar da estabilidade do método são efeitos diferentes dos provocados pela simulação

em condição de instabilidade. Esses efeitos apareceram nos testes para esse campo de
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velocidades de propagação do meio. Novamente, buscando diferenciar os efeitos desses

"ruídos" com os provocados por simulações acima do limite de estabilidade, foram repeti-

dos os testes com o método adaptativo no limite de estabilidade e acima do mesmo. Neste

caso comparam-se os dois algoritmos adaptativos.

Apresenta-se, nas Figuras 4.22 a 4.25, a seguinte comparação: resultados do esquema

adaptativo Falk et al. (1998) no limite de estabilidade do esquema 2-2 (C = 0, 707) e,

com esse mesmo esquema adaptativo, um pouco acima desse limite (C = 0, 710). Essas

comparações estão nos instantes de tempos t = 0, 45s, t = 0, 70s, t = 0, 85s e t = 1, 00s.
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Figura 4.22: Solução em y = 3.000m e t = 0, 45s (aproximação 2-2). (a) No Limite x

Acima do Limite (b) Zoom: x ∈ [2.000m ; 6.000m].
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Figura 4.23: Solução em y = 3.000m e t = 0, 70s (aproximação 2-2). (a) No Limite x

Acima do Limite (b) Zoom: x ∈ [2.000m ; 6.000m].
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Figura 4.24: Solução em y = 3.000m e t = 0, 85s (aproximação 2-2). (a) No Limite x

Acima do Limite (b) Zoom: x ∈ [2.000m ; 6.000m].
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Figura 4.25: Solução em y = 3.000m e t = 1, 00s (aproximação 2-2). (a) No Limite x

Acima do Limite (b) Zoom: x ∈ [2.000m ; 6.000m].

Novamente observa-se que o algoritmo adaptativo apresentado por Falk et al. (1998),

quando simulado no limite de estabilidade do método, apresenta o aparecimento de um

"ruído" na solução na região próxima da interface da velocidade. Este "ruído" repete o
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comportamento dos testes anteriores e aumenta ao longo do tempo de simulação. Apesar

desse aumento ser mais lento do que os provocados pela simulação acima do limite de

estabilidade, como ele aumenta ao longo do tempo, pode invalidar os resultados desejados.

Nas Figuras 4.26 a 4.29 apresentam-se comparações com os resultados do esquema

adaptativo Tessmer (2000) em diferentes instantes de tempo, seguindo a mesma lógica da

comparação anterior.
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Figura 4.26: Solução em y = 3.000m e t = 0, 45s (aproximação 2-2). (a) Próximo ao

Limite x Acima do Limite (b) Zoom: x ∈ [2.000m ; 6.000m].
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Figura 4.27: Solução em y = 3.000m e t = 0, 70s (aproximação 2-2). (a) Próximo ao

Limite x Acima do Limite (b) Zoom: x ∈ [2.000m ; 6.000m].
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Figura 4.28: Solução em y = 3.000m e t = 0, 85s (aproximação 2-2). (a) Próximo ao

Limite x Acima do Limite (b) Zoom: x ∈ [2.000m ; 6.000m].
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Figura 4.29: Solução em y = 3.000m e t = 1, 00s (aproximação 2-2). (a) Próximo ao

Limite x Acima do Limite (b) Zoom: x ∈ [2.000m ; 6.000m].

Também aqui esses efeitos, "ruídos" e instabilidade, são diferentes. Pode-se observar

que os efeitos desse "ruído" crescem de forma mais lenta que os da instabilidade.
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Observa-se que o algoritmo adaptativo apresentado por Tessmer (2000), quando si-

mulado no limite de estabilidade do método, também apresenta o aparecimento de um

"ruído" na solução na região próxima da interface da velocidade. Este "ruído" repete o

comportamento dos testes anteriores, ou seja, aumenta ao longo do tempo de simulação.

Dessa forma pode invalidar os resultados das simulações para t > t, onde t > 0 é um in-

stante de tempo. A diferença é que, para cada um dos respectivos algoritmos adaptativos,

esse "ruído" aparece em instantes de tempos diferentes e com intensidade diferente. Os

"ruídos" demoram um pouco mais para aparecer no algoritmo apresentado por Tessmer

(2000) porém aumentam de forma mais rápida.

4.4 Conclusões preliminares

Esses resultados mostram que o esquema adaptativo, quando utilizadas discretizações

bem abaixo do limite de estabilidade, apresentam elevada acurácia para os operadores de

2a, 4a e 6a ordem espacial.

O esquema com quatro divisões do passo de tempo apresenta uma diferença maior em

relação à solução com o esquema convencional, do que a comparação feita na Seção 4.3.2.

Tal fato pode ser descrito pela maior propagação de erros que acontece quando se adapta

o passo de tempo de ∆t para ∆t/4 com aquele que adapta o passo de tempo de ∆t para

∆t/2 para os dois algoritmos adaptativos. No esquema com quatro divisões do passo de

tempo, os pontos da região de transição no instante de tempo intermediário, t + ∆t/2,

são calculados com passo de tempo igual a ∆tint = ∆t/2, acarretando um erro maior do

que os demais pontos dos instantes de tempos intermediários calculados com ∆t/4.

4.4.1 Armazenamento - Estrutura de Dados

Quando se utilizam esses esquemas adaptativos uma questão que deve ser levada em

consideração é a necessidade de armazenar mais informações referentes a cada passo de

tempo. Em um esquema convencional de 2a ordem no tempo, conforme apresentado neste

trabalho, requer a utilização de três instâncias de tempo, ou seja, para calcular o valor

de u no instante de tempo ti+1 será necessário ter o valor de u nos instantes de tempo t

e ti−1 (tempos inteiros).

Em contrapartida, para esquemas de passos de tempo ajustados localmente, para

cada subregião a ser utilizada esta técnica, será necessária a utilização de estruturas para

guardar as informações de u referente aos instantes de tempos intermediários. Ou seja,
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para se calcular valor de u no instante de tempo ti+1, num esquema adaptativo, além

dos instantes de tempo inteiros será necessário armazenar valores em instantes de tem-

pos intermediários em determinadas subregiões. A quantidade de valores em instantes de

tempos intermediários e suas respctivas dimensões dependerá de alguns fatores para cada

subregião: a dimensão, a velocidade de propagação do meio, e o esquema de adaptativi-

dade utilizado.



Capítulo 5

Algoritmo Adaptativo: Região de Tran-
sição Triangular (RTT)

O algoritmo original apresentado por Falk et al. (1998) apresenta limitações na escolha

da divisão do passo de tempo:

(i) a adaptação tem que ser proporcional a 2i, sendo i um inteiro e

(ii) para fazer a adaptatividade surgem, próximo à interface de mudança da velocidade,

"ruídos" na solução aproximada quando a discretização temporal (∆t) está próxima do

limite da estabilidade do método.

A proposta apresentada por Tessmer (2000) resolve a questão da escolha da divisão

do passo de tempo, por permitir a livre escolha da discretização temporal, respeitado

o limite de estabilidade. Porém, é um esquema mais sensível ao aparecimento desses

"ruídos". Esse efeito indesejável pode inviabilizar o resultado ao longo do tempo de

simulação.

Neste trabalho propõe-se um algoritmo adaptativo que permite adotar qualquer di-

visão do passo de tempo e atenua os efeitos indesejáveis na interface de mudança da

velocidade. Neste esquema, os valores de u nos pontos da região de transição, utilizados

para calcular os valores de u nos pontos da subregião de maior velocidade, são calculados

com a mesma discretização que precisa ser utilizada nela. A esse esquema deu-se o nome

de Região de Transição Triangular (RTT), devido ao formato adquirido pela região de

transição. Descreve-se, a seguir, como é feita a construção dessa região do novo algoritmo

proposto nesse capítulo.

Apresenta-se na Fig. 5.1, para exempli�car, um domínio 1D onde v2 > v1. A estabili-

dade de cada região poderia ser garantida com a utilização de∆tmax = ∆t e∆tmin = ∆t/4.
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Nesta �gura o tempo avança para baixo e, os quadrados pretos e brancos representam os

pontos do domínio espacial discretizados. Os quadrados pretos são pontos situados na

região com menor velocidade e que podem ser calculados com incremento de tempo ∆t.

Os quadrados brancos são pontos da malha na região de maior velocidade e que devem ser

calculados com ∆t/4. Pode-se notar, na Fig. 5.1, que há um distinção entre o número de

pontos da malha espacial que são calculados a cada passo de tempo. Instantes de tempo

que calculam os valores de u em todo o domínio são chamados de tempos inteiros e, entre

eles, chamados de tempos intermediários, calculam o valor de u apenas para os pontos da

região de maior velocidade.

Figura 5.1: Esquema Triangular - 1D - aproximação 2-4 - 4 divisões do passo de tempo -

t+∆t.

Usa-se como base sempre o primeiro ponto, ou seja, o ponto mais à esquerda, do

instante de tempo no qual se está calculando os valores de u.

Pode-se observar na Fig. 5.1 que para calcular o valor de u no ponto k do instante de

tempo t+∆t, ut+∆t
k , com um passo de tempo ∆tmin = ∆t/4, precisa-se de pontos extras

na região de menor velocidade no instante de tempo imtermediário t+ 3∆t/4. Portanto,

calculam-se os valores de u para esses pontos, com a discretização temporal que deve
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ser utilizada na região de maior velocidade, ou seja, ∆tint = ∆tmin = ∆t/4 conforme

apresentado na Fig. 5.2.

Figura 5.2: Esquema Triangular - 1D - aproximação 2-4 - 4 divisões do passo de tempo -

t+ 3∆t/4.

Novamente, observa-se na mesma Fig. 5.2, que para calcular o valor de u no ponto k−2

do instante de tempo t+3∆t/4, ut+3∆t/4
k−2 , utilizando ∆tmin = ∆t/4, precisam-se de novos

pontos extras na região de menor velocidade nos instantes de tempos t+2∆t/4 e t+∆t/4.

Portanto, calculam-se os valores de u nesses pontos, utilizando a discretização temporal

que deve ser utilizada na região de maior velocidade, ou seja, ∆tint = ∆tmin = ∆t/4. Este

procedimento pode ser observado na Fig. 5.3.
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Figura 5.3: Esquema Triangular - 1D - aproximação 2-4 - 4 divisões do passo de tempo -

t+ 2∆t/4.

Para calcular o valor de u no ponto k − 4 do instante de tempo t + 2∆t/4, ut+2∆t/4
k−4 ,

Fig. 5.3, com um passo de tempo ∆tmin = ∆t/4, precisam-se de novos pontos extras

na região de menor velocidade no instante de tempo t + ∆t/4. Portanto, calculam-se os

valores de u nesses pontos, com a discretização temporal que deve ser utilizada na região

de maior velocidade, ou seja, ∆tint = ∆tmin = ∆t/4 conforme apresenta-se na Fig. 5.4.
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Figura 5.4: Esquema Triangular - 1D - aproximação 2-4 - 4 divisões do passo de tempo -

t+∆t/4.

Para se calcular o valor de u no ponto k − 6 do instante de tempo intermediário,

t + ∆t/4, aparece um ponto extra no qual o valor de u precisa ser calculado de uma

forma diferente dos demais pontos da região de transição. Pode-se observar na Fig. 5.4

que, para calcular o valor de u no ponto k − 6 do instante de tempo t + ∆t/4, ut+∆t/4
k−6 ,

com um passo de tempo ∆tmin = ∆t/4, utilizam-se os pontos já calculados no tempo t,

porém, precisa-se de um ponto extra na região de menor velocidade no instante de tempo

t − ∆t/4, ou seja, para reiniciar um avanço de tempo é necessário ter pontos extras em

t−∆t/4 complementando a região de transição.
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Figura 5.5: Esquema Triangular - 1D - aproximação 2-4 - 4 divisões do passo de tempo -

t+ 3∆t/4.

Para se resolver essa questão calculam-se os valores de u nos pontos correspondentes

às posições k − 6 a k − 3 no instante de tempo t + 3∆t/4. Para esse cálculo utilizam-se

os valores de u no instante de tempo t e t− 3∆t/4, conforme indicado na Fig. 5.5, onde

utiliza-se ∆tint1 = 3∆t/4. Portanto, o ponto principal desse algoritmo está no cálculo

dos valores de u na região de transição no último instante de tempo intermediário, ou

seja, neste caso em t + 3∆t/4. O cálculo do valor de u nesses pontos (Fig. 5.6) é o que

permite reiniciar o avanço do tempo e ter os valores de u para os demais pontos da Região

de Transição Triangular (RTT) calculados com a mesma discretização temporal, ou seja,

∆tmin = ∆t/4.
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Figura 5.6: Esquema Triangular - 1D - aproximação 2-4 - 4 divisões do passo de tempo -

t+ 3∆t/4.

Pode-se observar na Fig. 5.7 toda a região de transição triangular (RTT).
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Figura 5.7: Esquema Triangular - 1D - aproximação 2-4 - 4 divisões do passo de tempo.

Apresenta-se, na sequência os resultados das simulações utilizando o algoritmo pro-

posto nesse capítulo. Esta proposta, embora aumente o número de pontos na região de

transição, resolve o problema referente ao aparecimento dos "ruídos" no sinal da onda

próximos da interface de mudança da velocidade para simulações no limiar da estabilidade

dos esquemas 2-2, 2-4 e 2-6.

5.1 Resultados 2D

Seguindo a mesma metodologia apresentada no capítulo anterior, comparam-se os re-

sultados do algoritmo da Região de Transição Triangular (RTT) de forma análoga ao

apresentado na Seção 4.3. A diferença é que, neste capítulo, as simulações estão no res-

pectivo limite de estabilidade referentes a cada um dos esquemas testados (2-2, 2-4 e

2-6).

Adota-se o mesmo critério de comparação descrito na Subseção 4.3.1. Na primeira,

compara-se o resultado do método adaptativo RTT com o método convencional, ou seja,

aquele com o passo de tempo constante para todo o domínio. Na segunda, compara-se o
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resultado do método adaptativo com o resultado adotado como referência, em que utiliza-

se o resultado do método convencional em seu limite de estabilidade com discretizações,

espacial e temporal, re�nadas. Na Subseção 5.1.1 apresentam-se os resultados nos quais

a subregião de maior velocidade de propagação do meio requer duas divisões do passo de

tempo e na Subseção 5.1.2 apresentam-se os resultados nos quais a mesma requer quatro

divisões do passo de tempo.

5.1.1 Duas divisões do passo de tempo

Conforme mencionado anteriormente, apresentam-se neste trabalho resultados das simu-

lações da nova proposta de algoritmo, que chamamos de Região de Transição Triangular,

com a qual pode-se utilizar números de Courant próximos ao limite de estabilidade do

método, diferentemente dos algoritmos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000). O domínio e

campo de velocidades são os apresentados na Subseção 4.3.2.

Na Tabela 5.1 apresentam-se as discretizações utilizadas nas simulações do esquema

convencional e do esquema de passos de tempo ajustados localmente (método adaptativo).

O número de Courant utilizado é do limite de estabilidade de cada um dos esquemas 2-2,

2-4 e 2-6.

Esquema N o Courant Limite ∆tmin ∆tmax

2− 2 0, 707 0, 018853 0, 037707

2− 4 0, 610 0, 016627 0, 032533

2− 6 0, 575 0, 015333 0, 030667

Tabela 5.1: Tabela com a discretização temporal - Domínio com v1 = 750m/s e v2 =

1.500m/s

Conforme testes anteriores no esquema adaptativo a simulação trabalha com ∆t =

∆tmax para o meio com a menor velocidade (v1) e com ∆t = ∆tmin para a região com a

maior velocidade (v2) e o convencional com ∆t = ∆tmin.
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Figura 5.8: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-2). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.
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Figura 5.9: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-4). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.



5.1 Resultados 2D 87

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0  1000  2000  3000  4000  5000  6000

A
m
p
l
i
t
u
d
e

x

Convencional
Adap. RTT

(a)

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0  1000  2000  3000  4000  5000  6000

A
m
p
l
i
t
u
d
e

x

Referencia
Adap. RTT

(b)

Figura 5.10: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-6). (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.

Pode-se observar nas Fig. 5.8 a 5.10 que o resultados das simulações com o novo algo-

ritmo adaptativo (RTT) apresentam o mesmo comportamento, tanto quando comparados

com o resultado do método convencional, com passo de tempo constante (∆t = ∆tmim
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apresentado na Tabela 5.1), quanto comparados com o resultado de referência.

Mesmo simulado em seus respectivos limites de estabilidade, para as aproximações

2-2, 2-4 e 2-6, não aparecem os "ruídos" no sinal da onda garantindo, com isso, maior

qualidade do resultado. Pode-se observar também que os resultados do RTT se aproximam

mais dos resultados adotados como referência do que aqueles obtidos com ∆t constante e

∆t = ∆tmin.
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Figura 5.11: Sismogramas (aproximação 2-2) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.
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Figura 5.12: Sismogramas (aproximação 2-4) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.
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Figura 5.13: Sismogramas (aproximação 2-6) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.

Tais resultados podem ser con�rmados ao serem analisados os respectivos sismogra-

mas apresentados nas Fig. 5.11 a 5.13. Pode-se observar que o sismograma referente à

simulação do método adaptativo RTT tem melhor aproximação com o resultado adotado
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como referência do que a simulação do método convencional correspondente.
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Figura 5.14: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-2, 2-4 e 2-6) (a) Método

Adaptativos em (b) Zoom em [3.000m ; 6.000m].

Finalizando apresentam-se na Fig. 5.14 (a) seções nos resultados das simulações
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dos métodos adaptativos RTT para as aproximações utilizadas neste trabalho. Em (b)

apresenta-se um destaque para a região que evidencia as diferenças entre os esquemas 2-2,

2-4 e 2-6.

5.1.2 Quatro divisões do passo de tempo

Nesta seção segue-se a mesma abordagem de comparação de resultados apresentada ao

longo desse trabalho. Análogo ao apresentado na Subseção 4.3.3 neste teste a subregião

com a maior velocidade requer quatro divisões do passo de tempo. Utiliza-se, portanto,

o mesmo domínio e campo de velocidades.

Na Tabela 5.2 apresentam-se as discretizações utilizadas nos testes dessa subseção

para as simulações do esquema convencional e do esquema de passos de tempo ajustados

localmente (método adaptativo).

Esquema N o Courant Limite ∆tmin ∆tmax

2− 2 0, 707 0, 009427 0, 037707

2− 4 0, 610 0, 008133 0, 032533

2− 6 0, 575 0, 007667 0, 030667

Tabela 5.2: Tabela com a discretização temporal - Domínio com v1 = 750m/s e v2 =

3000m/s

Conforme testes anteriores no esquema adaptativo, a simulação trabalha com ∆t =

∆tmax para o meio com a menor velocidade (v1) e com ∆t = ∆tmin para a região com a

maior velocidade (v2).
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Figura 5.15: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-2) (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.
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Figura 5.16: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-4) (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.
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Figura 5.17: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-6) (a) Adaptativo x

Convencional (b) Adaptativo x Referência.

As Fig. 5.15 a 5.17 apresentam as comparações dos resultados em y = 3.000m para as

respectivas aproximações, comparadas em (a) com o resultado correspondente do método

convencional e em (b) com o resultado da simulação adotada como referência. Os resul-

tados do método adaptativo novamente se aproximam mais do resultado adotado como



5.1 Resultados 2D 97

referência. Chegamos à mesma conclusão ao analisarmos os respectivos sismogramas ap-

resentados nas Fig. 5.18 a 5.20 onde o resultado do método adaptativo é novamente mais

próximo do resultado adotado como referência, do que o obtido na forma convencional.
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Figura 5.18: Sismogramas (aproximação 2-2) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.
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Figura 5.19: Sismogramas (aproximação 2-4) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.
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Figura 5.20: Sismogramas (aproximação 2-6) (a) ponto S1, (b) ponto S2 e (c) ponto S3.

Apresentam-se na Fig. 5.21 (a) resultados dos métodos adaptativos RTT referentes a

cada uma das aproximações utilizadas neste trabalho próximas ao limite de estabilidade

e, em (b) um zoom onde destacamos a região próxima à interface da velocidade.
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Figura 5.21: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-2, 2-4 e 2-6) (a) Método

Adaptativos em (b) Zoom em [3.000m ; 6.000m].

Quando simulado longe do limite de estabilidade do método, conforme apresentado

no Cap. 4, o algoritmo RTT não apresenta diferenças visuais perceptíveis em relação aos

algoritmos Falk et al. (1998) e Tessmer (2000).
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5.2 Conclusões preliminares

Esses resultados mostram que o esquema adaptativo proposto, RTT, pode ser utilizado

para simular no limite de Courant, ou seja, no limite de estabilidade do método. Pode

representar uma melhoria na qualidade do resultado tendo em vista a dispersão ser menor

nesse limite, Alford et al. (1974).

Esses resultados indicam a possibilidade de redução do custo computacional, pois

além de trabalhar com o passo de tempo ajustado localmente existe a redução adicional

por poder simular com discretizações temporais menos re�nadas, ou seja, no limite da

estabilidade do método.

5.2.1 Custo computacional

Apresenta-se, nesta subseção, um breve estudo comparativo do tempo de processamento

envolvendo o algoritmo convencional (passo de tempo constante) com os adaptativos

(passos de tempo ajustados localmente): Falk et al. (1998), Tessmer (2000) e RTT. Como

não se teve a preocupação com uma programação otimizada, essa comparação não foi tão

precisa, visto que não faz parte do escopo principal desse trabalho. Apesar disso, deve-se

levar em consideração alguns aspectos dessas simulações: con�guração do computador,

esquemas (2-2, 2-4 e 2-6) e região de transição.

Os testes de desempenho foram executados numa máquina com a seguinte con�gu-

ração básica: cpu MHz: 1200, cache size: 8192 KB e memória RAM: 8GB - Model name:

Intel(R) Core(TM) i7 CPU 860 Processador (8M Cache, 2,80 GHz).

Os diferentes esquemas in�uenciam de várias formas a análise do custo computacional,

por exemplo, limites de estabilidade, número de pontos, entre outros. Nos métodos de

adaptatividade temporal, além desses aspectos, existe a diferença relativa aos números de

pontos que precisam ser calculados na região de transição. Apresenta-se na Tabela 5.3 o

número de pontos da região de transição de cada método adaptativo para cada um dos

esquemas utilizados nesta dissertação. Nesse caso a região de maior velocidade requer que

o maior passo de tempo utilizado seja dividido por dois.
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Esquema Falk et al. (1998) Tessmer (2000) RTT

2− 2 1 1 2

2− 4 2 2 4

2− 6 3 3 6

Tabela 5.3: Tabela com a quantidade de pontos na região de transição - Duas divisões do

passo de tempo.

Para o caso em que a região de maior velocidade requer quatro divisões do passo

de tempo teremos as quantidades de pontos na região de transição apresentadas na

Tabela 5.3.

Esquema Falk et al. (1998) Tessmer (2000) RTT

2− 2 4 3 8

2− 4 8 6 16

2− 6 12 9 24

Tabela 5.4: Tabela com a quantidade de pontos na região de transição - Quatro divisões

do passo de tempo.

Para avaliar o custo computacional utilizou-se a mesma discretização espacial uti-

lizada em nosso resultado de referência, ou seja, ∆h = ∆x = ∆y = 2, 50. Testou-se o

desempenho para os esquemas 2-2, 2-4 e 2-6 que tem diferentes limites de estabilidade,

conforme apresentado na Tabela 2.1. Utilizou-se, portanto, o Courant = 0, 575, válido

para todos os esquemas, como a referência para a escolha da discretização temporal. O

esquema convencional foi simulado com uma discretização temporal �cando a um quarto

da referência estabelecida para esses testes. Os adaptativos com a discretização temporal

correspondente ao convencional. Deve-se ressaltar que, no caso dos adaptativos Falk et

al. (1998) e Tessmer (2000), não se pode simular no limite da estabilidade do método de-

vido ao aparecimento de "ruídos" no sinal da onda. Entretanto o algoritmo apresentado

nesta dissertação, permite simulações no limite da estabilidade do método. Sendo assim,

acrescentou-se o desempenho do algoritmo RTT no limite da estabilidade nesses testes.

Apresenta-se na Tabela 5.5 as discretizações temporais utilizadas e respectivas médias

dos tempos de execução para um domínio em que a região de maior velocidade necessita,

no algoritmo adaptativo, de duas divisões do passo de tempo. O instante de tempo �nal

adotado nestes casos foi t = 1, 50s
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Esquema Método ∆tmin ∆tmax Tempo (T) Tadpt/Tconv

Convencional 0, 000479 0, 000479 36m27, 32s

2− 2 Falk et al. (1998) 0, 000479 0, 000958 21m21, 23s 58, 58%

RTT 0, 000479 0, 000958 21m25, 83s 58, 79%

RTT (Limite) 0, 000958 0, 001916 10m58, 77s 30, 12%

Convencional 0, 000479 0, 000479 49m51, 89s

2− 4 Falk et al. (1998) 0, 000479 0, 000958 31m17, 30s 62, 75%

RTT 0, 000479 0, 000958 31m19, 07s 62, 81%

RTT (Limite) 0, 000958 0, 001916 18m35, 58s 37, 29%

Convencional 0, 000479 0, 000479 01h11m45, 14s

2− 6 Falk et al. (1998) 0, 000479 0, 000958 48m45, 30s 67, 95%

RTT 0, 000479 0, 000958 48m39, 15s 67, 81%

RTT (Limite) 0, 000958 0, 001916 35m18, 10s 49, 20%

Tabela 5.5: Tabela com os tempos das simulações - Duas divisões do passo de tempo.

Para os mesmos métodos (convencional e adaptativo) os resultados entre os esque-

mas testados (2-2, 2-4 e 2-6) não apresentam diferenças visuais perceptíveis. Portanto,

na Fig. 5.22, usou-se uma única solução para os métodos convencionais (2-2, 2-4 e 2-

6) e para os métodos adaptativos (Falk et al. (1998) e RTT). Pode-se observar, nesta

mesma �gura, que os resultados não apresentam diferenças visuais perceptíveis entre os

métodos adaptativos longe do limite de estabilidade e nesse mesmo limite. O método

adaptativo RTT teve um melhor desempenho relativo ao custo computacional, portanto

podemos a�rmar que a proposta apresentada nesta dissertação produz um resultado com

a mesma qualidade com um menor tempo de simulação implicando num ganho no custo

computacional.
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Figura 5.22: Solução em y = 3.000m e t = 1, 50s (aproximação 2-2, 2-4 e 2-6). Métodos:

Adaptativos x Convencionais x RTT no Limite.

Seguindo o mesmo critério, apresentam-se na Tabela 5.6 as discretizações temporais

utilizadas e respectivas médias dos tempos de execução para um domínio em que a região

de maior velocidade necessita, no algoritmo adaptativo, de quatro divisões do passo de

tempo.
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Esquema Método ∆tmin ∆tmax Tempo (T) Tadpt/Tconv

Convencional 0, 000119 0, 000119 01h25m59, 17s

Falk et al. (1998) 0, 000119 0, 000479 45m56, 75s 52, 84%

2− 2 Tessmer (2000) 0, 000119 0, 000479 31m59, 69s 37, 38%

RTT 0, 000119 0, 000479 45m07, 38s 53, 01%

RTT (Limite) 0, 000479 0, 001916 12m05, 61s 14, 07%

Convencional 0, 000119 0, 000119 01h55m32, 80s

Falk et al. (1998) 0, 000119 0, 000479 50m42, 61s 43, 89%

2− 4 Tessmer (2000) 0, 000119 0, 000479 50m43, 46s 43, 90%

RTT 0, 000119 0, 000479 50m43, 46s 43, 90%

RTT (Limite) 0, 000479 0, 001916 15m55, 01s 13, 78%

Convencional 0, 000119 0, 000119 02h40m37, 20s

Falk et al. (1998) 0, 000119 0, 000479 01h18m46, 20s 49, 04%

2− 6 Tessmer (2000) 0, 000119 0, 000479 01h09m28, 97s 43, 26%

RTT 0, 000119 0, 000479 01h09m28, 97s 43, 26%

RTT (Limite) 0, 000479 0, 001916 23m50, 26s 14, 84%

Tabela 5.6: Tabela com os tempos das simulações - Quatro divisões do passo de tempo.

Novamente comparamos os resultados conforme descrito anteriormente. A única dife-

rença é a inclusão do algoritmo Tessmer (2000) entre os métodos adaptativos. A conclusão

é rati�cada onde novamente pode-se observar, agora na Fig. 5.23, que o método RTT no

limite da estabilidade produz um resultado de mesma qualidade com um menor custo

computacional.
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Figura 5.23: Solução em y = 3.000m e t = 0, 90s (aproximação 2-2, 2-4 e 2-6). Métodos:

Adaptativos x Convencionais x RTT no Limite.

Pode-se notar, como esperado, que nos métodos convencionais o aumento da ordem

aumenta o custo computacional. Apesar do tempo de processamento ser menor para os

métodos adaptativos também ocorre um aumento desse custo computacional a medida

em que aumentamos a ordem espacial do esquema. Os algoritmos adaptativos, Falk et al.

(1998) e Tessmer (2000), como visto neste trabalho, não podem ser simulados no limite

de estabilidade dos respectivos métodos, devido ao aparecimento de "ruídos" no sinal da

onda. Esses dados não são conclusivos, pela simplicidade de nossos testes, mas indicam

que este novo algoritmo, em simulações no limiar de estabilidade do método, podem

representar um ganho signi�cativo no custo computacional reproduzindo uma qualidade

na aproximação satisfatória quando comparadas com os resultados dos outros métodos:

convencional, Falk et al. (1998) e Tessmer (2000).



Capítulo 6

Conclusões e trabalhos futuros

Neste trabalho, foram testados e avaliados dois algoritmos que utilizam passos de tempo

localmente ajustáveis para resolução do problema de onda acústica utilizando o Método

das Diferenças Finitas [6, 7]. A implementação do problema unidimensional foi utilizada

para entender e validar a aplicabilidade desses algoritmos: Falk et al. (1998) e Tessmer

(2000). Os algoritmos citados foram implementados e os respectivos resultados das sim-

ulações para o caso bidimensional foram apresentadas. Foram utilizadas aproximações

de segunda ordem no tempo e de segunda, quarta e sexta ordem no espaço. Além dos

esquemas tradicionais apresentados neste trabalho, realizou-se testes em esquemas com-

pactos com sucesso, cujos resultados não foram apresentados por manterem as mesmas

características aqui descritas.

Mesmo não sendo o foco de nosso trabalho, algumas experiências extras realizadas

apontam para um ganho real de desempenho no uso da discretização temporal adaptativa

quando maior parte do meio possui menor velocidade. Concluiu-se, portanto, que o ganho

signi�cativo de desempenho é dependente do meio de velocidades testado. No entanto

esses algoritmos requerem um espaço adicional de memória, pois na região de transição,

há necessidade de armazenamento de um maior número de informações do que aqueles

requeridos em um esquema convencional que é nenhuma.

Em relação a acurácia, esses esquemas mostraram-se precisos quando utilizam-se dis-

cretizações que conduzem a valores com razoável distância do limiar de estabilidade do

método de diferenças �nitas utilizada (β ≤ 4) conforme empregado na literatura citada

neste trabalho. As diferenças visuais entre os resultados adaptativos e o convencional

são pequenas obedecendo aos critérios de dispersão na escolha das discretizações espacial

e temporal. Entretanto, ao simular os algoritmos existentes na literatura, no limiar da

estabilidade, aparecem "ruídos" no sinal da onda que, ao longo do tempo, inviabilizam o
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resultado. Para resolver esse problema apresenta-se uma nova proposta de algoritmo que

foi chamada de Região de Transição Triangular (RTT), que não apresenta os "ruídos"

descritos anteriormente, quando se trabalha próximo ao limite de estabilidade do método

considerado.

Com a nova proposta tem-se um ganho, dessa forma, no custo computacional (tempo),

em relação aos demais algoritmos adaptativos, pois podem ser utilizados valores de ∆t

menos re�nados. Outra vantagem que pode ser citada, comparando-se com os outros

algoritmos adaptativos: a proposta RTT é mais fácil de ser generalizada para qualquer

divisão do passo de tempo.

Nas implementações desenvolvidas não nos preocupamos com o uso e�ciente do algo-

ritmo, relativo a economia de memória ou na otimização da estrutura de dados utilizada.

Acredita-se que não é operação complexa trabalhar numa versão mais econômica no uso

da memória. No entanto, a necessidade de um melhor uso de memória deverá ser le-

vado em consideração, em futuras otimizações destes algoritmos, principalmente se for

implementado para implementações em paralelo e as que utilizam a arquitetura de GPUs

(Graphics Processing Unit).

Para as simulações realizadas, os campos de velocidade foram de�nidos estaticamente

devido o foco do trabalho ser a análise do método em casos mais simpli�cados. En-

tretanto, outro aspecto a ser pesquisado está na de�nição das subregiões para utilizar

o método adaptativo em domínios mais complexos. Para esta questão é razoável a�r-

mar que a utilização e�ciente dos métodos adaptativos está condicionada a uma fase de

pré-processamento tendo como informação organizadora a transformação do campo de

velocidades em um campo de ∆t's.

Outra questão importante está na paralelização deste algoritmo, pois cada subdomínio

terá um tempo de processamento distinto devido aos diferentes números de passos no

tempo. Assim, a subdivisão do domínio deve levar tal aspecto em consideração para que

não seja gerado um desbalanceamento de carga que poderia fazer com que as vantagens

do algoritmo desaparecessem. Uma solução seria um balanceamento de carga dinâmico

mas isto envolveria complicações extras. No entanto, um pré-processamento semelhante

ao do caso não paralelo pode ser elaborado de forma que um balanceamento estático seja

imposto, o que pode ser mais e�ciente e simples.
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