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Resumo

Este trabalho considera um problema bastante estudado na Teoria dos Grafos, o pro-
blema da k-coloracao. Neste problema, é dado um grafo G e um inteiro k£ positivo e a
questao consiste em determinar se GG é k-colorivel, i.e., se é possivel colorir os vértices
de G com no maximo k cores de forma que vértices adjacentes tenham cores distintas.
Uma forma alternativa e equivalente de se definir o problema consiste em verificar se
o conjunto de vértices de G pode ser particionado em k conjuntos independentes (al-
guns deles possivelmente vazios). Sabe-se que para k > 3 o problema da k-coloracao é
N P-completo. Dada a dificuldade em se resolver o problema para grafos gerais, muitos
pesquisadores consideram o problema da k-coloracao quando restrito a certas classes de
grafos. Neste trabalho, consideramos duas subclasses de grafos perfeitos: os grafos cor-
dais e o os grafos Pj-esparsos. Mais precisamente, consideramos uma generalizacao do
problema da 3-coloragao, a saber, caracterizamos os grafos cordais (Pj-esparsos) que ad-
mitem uma particdo dos vértices em trés conjuntos independentes respeitando possiveis
restricoes impostas entre tais conjuntos. No caso da 3-coloracao usual, nao hé restricoes
entre os conjuntos independentes.



Abstract

This work considers a very well studied problem in Graph Theory, the k-coloring
problem. In this work, it is given a graph G a positive integer k and the problem consists
of verifying if G is k-colorable, i.e., if it is possible to color (label) the vertices of G with
at most k colors (labels) such that adjacent vertices have different colors (labels). An
alternative and equivalent way of defining the problem is to verify if the set of vertices of G
can be partitioned into k independent sets (some of them possibly empty). It is well-known
that for £ > 3 the k-coloring problem is N P-complete. Given its difficulty for general
classes of graphs, many researchers consider the problem when restricted to certains classes
of graphs. In this work, we consider two subclasses of perfect graphs: chordal graphs and
Py-sparse graphs. More specifically, we consider a generalization of the 3-coloring problem:
we characterize chordal graphs (Pj-sparse graphs) which admit a partition of its set of
vertices into three independent sets satisfying some possible restrictions imposed between
the independent sets. In the case of the usual 3-coloring problem, there is no restriction
between the parts.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria dos Grafos vem despertando grande interesse na comunidade cientifica du-
rante as tultimas décadas. O problema da coloracao de vértices merece atencao especial
j4& que modela uma grande variedade de aplicagoes. Para os matematicos, o problema é
interessante por uma razao adicional: é extremamente dificil resolvé-lo de forma eficiente.
Neste trabalho, consideramos dois problemas que generalizam o problema usual de colo-
racao de vértices, a saber, o problema dos grafos-(k,[) e, sua versdo ainda mais geral, o

problema da M-particao.

Dizemos que um grafo é (k,[) se seu conjunto de vértices pode ser particionado em k
conjuntos independentes e [ cliques. Dado um grafo G e inteiros positivos k e [, a questao
consiste em verificar se G é um grafo-(k,[), ou simplesmente (k,[) para simplificar. Em

caso afirmativo, dizemos que G admite uma (k,[)-particao.

E facil ver que no caso em que [ = 0, verificar se um dado grafo G ¢ (k, 1) é equivalente
a verificar se G é k-colorivel. Sabe-se que o problema da k-coloracao ¢ N P-completo para
k > 3 e polinomial no caso contrario. Em [6], Brandstddt provou que reconhecer grafos-
(k,1) & um problema N P-completo para k& > 3 ou [ > 3 e polinomial para k,I < 2.
Observe que tanto no problema dos grafos-(k,[), quanto no problema da k-coloragao,
nenhuma exigéncia é feita sobre as arestas entre os conjuntos da particao. Com o intuito
de capturar exigéncias sobre as arestas entre os conjuntos da particao, Feder et al. em
[17, 18] definiram o problema da M-particao, onde M é uma matriz simétrica de ordem
m X m com M(i,j) € {0,1,%}. O problema da M-parti¢do de grafo G é uma particao
do conjunto de vértices de G em m conjuntos V;, V5, ..., V,, tal que dois vértices distintos
em partes (possivelmente iguais) V; e V; sdo adjacentes se M(i,j) = 1 e ndo adjacentes se
M(i,j) = 0; o caso M (i,j) = = significa que nao ha restricdo entre as partes i e j. Como

admitimos o caso em que i = j, um conjunto V; é independente se M (i,7) = 0 e uma clique
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se M(i,i) = 1. No caso em que M (i,7) = %, ndo ha restricdo na parte V;. O problema da
M-particao consiste em determinar se um dado G admite uma M-particao. Novamente,
é facil verificar que o problema da M-particao corresponde a uma generaliza¢ao tanto do
problema da k-coloracao (basta que M tenha ordem k, com diagonal principal nula e que
elementos fora da diagonal sejam x), quanto do problema dos grafos-(k, 1) (basta que M
tenha ordem k + [, com k elementos nulos e [ elementos 1 na diagonal principal e que

todos elementos fora da diagonal sejam ).

Visto que os problemas supra-mencionados sao todos N P-completos no caso geral,
uma forma de encontrar a saida para essa dificuldade consiste em resolver o problema em

classes especiais de grafos.

Neste trabalho, vamos considerar o problema da M-particao quando restrito a classe
dos grafos cordais e a classe dos grafos Pj-esparsos quando a matriz M tem ordem trés e
diagonal nula, ou equivalentemente para o problema da 3-coloracao com restrigoes exter-

nas entre os conjuntos independentes que definem a particao.

Esta dissertacao esta organizada como segue. No Capitulo 1 apresentaremos algumas
defini¢oes e notacoes utilizadas no decorrer desse trabalho. O Capitulo 2 considera al-
gumas classes de grafos perfeitos: os grafos cordais, os cografos e os grafos Pj-esparsos.
No Capitulo 3 abordamos mais detalhadamente o problema da M-particao, no Capitulo
4 definirmos e resolvermos o problema proposto neste trabalho. Por fim, o Capitulo 5
apresenta as conclusoes e contribuicoes desse trabalho, bem como os trabalhos futuros

Propostos.

1.1 Grafos - Definicoes e Notacoes

Podemos dizer que um grafo simples é um par ordenado G = (V, E), onde V é um
conjunto finito nao-vazio de vértices, denotado por V(G) e E é um conjunto de pares
nao-ordenados de vértices distintos, chamados arestas, e denotado por E(G). Utilizare-
mos a notagdo n = |V(G)| e m = |E(G)| para denotarmos a cardinalidade de V(G) e
E(G), respectivamente. Definimos as arestas como sendo pares nao-ordenados, mas serao
indicadas como sendo pares ordenados, isto é, (u,v) ao invés de {u,v}. Ao decorrer deste
trabalho, iremos utilizar a denominagao grafos para denotar o que definimos como grafos

simples.

Um grafo G ¢é dito trivial se |V(G)| = 1, isto é G possui um tnico vértice.
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Um vértice u é adjacente a outro vértice v em G se (u,v) € E(G). Neste caso, dizemos
que u e v sao vizinhos em G, e que a aresta e = (u,v) é incidente a u e a v, ou que tem
extremos u e v. Denotamos por N(u) o conjunto de vértices adjacentes a u em G e tal
conjunto ¢ chamado de vizinhanga de u, e por N[u] o conjunto N(u)U{u} é chamado de

vizinhanca fechada de .

O grau de um vértice v € V(G), denotado por d(v), é¢ o nimero de arestas incidentes

a0 vértice v.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Dado
um conjunto de vértices Y C V(G), Y # (), o subgrafo induzido por Y, denotado por
G[Y] é o subgrafo H de G tal que V(H) =Y e E(H) é o conjunto das arestas de G que
tém ambos os extremos em Y. Neste trabalho assumiremos que todos os termos subgrafo

que usarmos refere-se a nogao de subgrafo induzido.

Um passeio em um grafo G é uma sequéncia de vértices, cada qual adjacente ao vértice
que lhe sucede na sequéncia. Um caminho num grafo G ¢ um passeio P = vy, vs, ..., 0

onde os v}s sao vertices (dois a dois distintos), e (v;,v;11) € E(G), 1 <i<k—1.

Uma corda em P é uma aresta que liga dois vértices nao-consecutivos de P. Um
caminho induzido ¢ um caminho sem cordas, e denotado por P, o caminho induzido por

k vértices. Dizemos que um grafo é Py-free quando nao contém um P, como subgrafo.

Um passeio vy, ..., U, Ukr1, € denominado ciclo quando vy, ..., v, for um caminho,

k>3euv = v

Um grafo G é dito ciclico quando G contém um ciclo como subgrafo. Caso contrério,

dizemos que G é aciclico.

Um conjunto S é mazimal (minimal) em relagdo a uma determinada propriedade
P se S satisfaz P, e todo conjunto S' que contém propriamente S (que estd contido

propriamente em S) nao satisfaz P.

Um grafo G é completo se quaisquer dois vértices distintos de G sao adjacentes.

Denotamos por K, o grafo completo com n vértices.

Um conjunto de vértices I de um grafo G é um conjunto independente se G[I] é um
grafo sem arestas. Um conjunto independente I é dito mazimal se para qualquer conjunto
independente I' tal que I C I' entdo I = I'. Definimos por o(G) o tamanho do conjunto

independente mdximo, isto é:

a(G) =max { |V'| /] V' CV eV éum conjunto independente de G}.
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Um conjunto de vértices C' de um grafo G é uma clique se G[C] é um grafo completo.
Denotamos por K uma clique de k£ vértices. Uma clique C é dita mazimal se para
qualquer clique C" tal que C' C O entdo C' = C". Denotamos por w(G) o tamanho da

clique mdxima, isto é:

W@ =maz { |V'| ]V CV eV éuma clique de G}

Um grafo G é conezro se para todo par de vértices distintos v e w de G existe um
caminho de v a w. Caso contrario, G é dito desconexro. Uma componente conexa de G é

um subgrafo maximal conexo de G.

Sejam v,w € V(G). A disténcia entre v e w em G, denotada por dg(v,w) é o

comprimento do menor caminho entre v e w, em G.

Uma drvore T' é um grafo aciclico e conexo. Uma arvore T' é denominada enraizada
quando algum vértice v € V(T') é escolhido como especial. Este vértice é entao chamado

de raiz da arvore. Uma arvore nao enraizada é também denominada drvore livre.

Sejam v, w dois vértices de uma arvore enraizada T de raiz r. Suponhamos que v
pertenca ao caminho de r a w em 7', entao denominamos v ancestral de w e w descendente
de v. Temos também que se (v, w) € E(T') entao v é pai de w, denotada por pai(w), sendo
w o filho de v, denotada por filho(v).

Dois vértices que possuem o mesmo pai sao chamados de irmaos. A raiz de uma
arvore nao possui pai, enquanto que todo vértice v # r possui um tnico. Uma folha é um

vértice que nao possui filhos.

1.2 Classes de Complexidade

Um problema algoritmico 7 consiste de um conjunto D de todas as possivies entradas
para o problema, chamado conjunto de instincias, e de uma questio () sobre estas ins-
tancias. Resolver um problema algoritmico é desenvolver um algoritmo cuja entrada é

uma instancia do problema e cuja saida é uma resposta questao do problema.

Um problema é dito de decisao quando a questao exige uma resposta do tipo SIM ou
NAO. Como exemplo, seja 7 o seguinte problema: “Dado um grafo G, reconhecer se G é
um cografo”. O conjunto de instancias de m é obviamente o conjunto de todos os grafos.

O problema 7 pode ser assim esquematizado:
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Instancia genérica de m: um grafo G.

Fica evidente que o problema 7 acima é um problema de decisao, em particular, um
problema de reconhecimento. Resolver 7 significa elaborar um algoritmo de reconheci-

mento de cografos.

De acordo com [22] um algoritmo é polinomial quando sua complexidade de tempo
(medida do nimero de passos que o algoritmo efetua) é uma fung¢ao polinomial no tamanho
da sua entrada. O problema de decisao para os quais existem algoritmos polinomiais

constituem a classe P. Tais problemas sao chamados polinomiais.

Um poblema de decisao é nao-deterministico polinomial quando qualquer instancia
que produz resposta SIM possui um certificado sucinto, isto é, uma comprovagao de que
a resposta SIM é de fato verificavel em tempo polinomial no tamanho da instancia. Esta

classe de problemas de decisao é a classe NP.

A classe Co-NP ¢é formada pelos problemas que possuem um certificado sucinto para

as instancias que produzem resposta NAO.

Sejam 71 (D1,Q1) e m(Ds, Q) dois problemas de decisdo. Uma tranformacgdo ou
reducdo polinomial de my em my é uma funcao f : Dy — D, tal que as seguintes

condicaes sao satisfeitas:
1. f pode ser calculada em tempo polinomial;
2. para toda instancia I € Dy, tem-se que I produz resposta SIM para 7 se e somente

se f(I) produz resposta SIM para .

Um problema de decisao 7 pertence é classe NP-completo quando as seguintes condi-

coes sao satisfeitas:

1. me NP;

2. para todo problema 7’ € NP existe uma transformacao polinomial de 7’ em 7.

Um problema pertencente é classe NP-completo é chamado NP-completo. Para provar
que um certo problema 7 é NP-completo, basta mostrar que m € NP e que existe uma

transformacao de um problema NP-completo 7’ em 7.

Analogamente, de acordo com |22| prova-se que um problema de decisdo 7 pertence
a classe Co-NP-completo (e, neste caso, 7 é dito Co-NP-completo) quando 7 € Co — NP

e existe um problema 7’ (Co-)NP-completo tal que:
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1. se 7’ é NP-completo, existe uma funcao f que pode ser calculada em tempo poli-
nomial tal que para toda instancia I’ de 7', tem-se que I’ produz SIM para 7’ se e

somente se I = f(I') produz NAO para m;

2. se w & Co-NP-completo, existe uma funcao f que pode ser calculada em tempo
polinomial tal que para toda instancia I’ de 7', tem-se que I’ produz NAO para 7’

se e somente se [ = f(I') produz NAO para .



Capitulo 2

Grafos perfeitos e suas subclasses

A primeira formalizacao dos grafos perfeitos se deve ao matematico francés Claude
Berge em 1960, ainda que haja outros estudos nesta direcao antes dele. Um ponto crucial
ao introduzir a rica famfilia dos grafos perfeitos ¢ a nocao de nimero cromatico xy de um
grafo GG, que é o menor nimero de cores necessarias para colorir propriamente o grafo G,
i.e., de forma que vértices adjacentes tenham cores distintas. Sabe-se que determinar o
nimero croméatico de um grafo é um problema dificil, N P-dificil, e também parece ser
dificil encontrar limites inferiores para tal. Obviamente, dado um grafo G, um limite
inferior é o tamanho de seu maior subgrafo completo, w(G), ja que necessitaremos de pelo

menos uma cor diferente para colorir os vértices desse maior subgrafo completo.
Existem alguns para o qual a igualdade x(G) = w(G) é verificada.

Em 1960, Berge [2, 3] formulou duas conjecturas sobre grafos perfeitos, uma mais

forte do que a outra.

Teorema 2.1 (Conjectura Fraca dos Grafos Perfeitos) Um grafo é perfeito se e so-

mente se seu complemento € perfeito.

Esta conjectura foi provada em 1972 por Lovasz [35, 36| e é conhecida como o Teo-

rema dos Grafos Perfeitos.

Teorema 2.2 (Conjectura Forte dos Grafos Perfeitos - CFGP) Um grafo G € per-
feito se e somente se G nao contém ciclo impar Coy1, k > 1 (também chamados buracos)

ou seu complemento (chamados anti-buracos).
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Essa conjectura atraiu muita atencdo e foi provada recentemente (Maio de 2002)

através de uma sequéncia de resultados por Chudnovsky, Robertson, Seymour and Thomas
18].

Uma das importancias dos grafos perfeitos reside no fato de que diversos problemas
N P-dificies tornam-se polinomiais, ou até mesmo lineares, quando restritos a classe dos

grafos perfeitos. A seguir, apresentamos algumas classes de grafos perfeitos, a saber:

e Arvores;

Grafos Cordais;

Grafos Split;

Cografos;

Grafos P,-esparsos;

outros.

Teorema 2.3 Arvores sio grafos perfeitos.

Prova. O tamanho da maior clique de uma &rvore tem tamanho dois ou um, ja que
arvores nao possuem ciclo. Além disso, para qualquer arvore nao trivial (ou floresta) T,

X(T) = w(T) = 2 e o resultado segue trivialmente. m

2.1 Grafos cordais

Seja G = (V, E)) um grafo nao direcionado e C' um ciclo de G. Uma corda de G é uma
aresta entre dois vértices nao consecutivos de C'. Um grafo é dito cordal ou triangularizado
quando todo ciclo de tamanho maior que trés possui uma corda. O grafo da Figura 2.1 é
cordal, enquanto o da Figura 2.2 nao o é, ja que possui o ciclo b, ¢, d, e que tem tamanho

quatro sem cordas.

Um vértice v € V que induz um subgrafo completo dos vértices de sua vizinhanca
v, N(v), é chamado simplicial. No grafo da Figura 2.1 o vértice a é um vértice simplicial,

pois sua vizinhanca induz um Kj.

E facil ver que a propriedade ser cordal é uma propriedade hereditaria, isto é, todo

subgrafo induzido de um grafo cordal é também um grafo cordal.



2.1 Grafos cordais

Figura 2.1: Grafo cordal

' Xa)

X 4

Figura 2.2: Grafo nao cordal

o O
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Um esquema de eliminagdo perfeita é uma sequéncia de vértices o = [v1,vg, ..., U],
onde cada v; ¢ um vértice simplicial do subgrafo induzido por v;,v;41,...,v,. Em outras
palavras, uma sequéncia o é um esquema de eliminacao perfeita se, para cada v;, o subgrafo

induzido por N(v;) — {v1,...,v;_1} for completo.

Teorema 2.4 [12, 21] Um grafo G = (V,E) é cordal se e somente se G possuir um

esquema de eliminagao perfeita.

Lema 2.1 [12] Seja G = (V,E) um grafo cordal que nao seja um grafo completo. Entdo

G contém dois vértices nao adjacentes simpliciais.

Usando este resultado, Fulkerson and Gross [21] sugeriram um procedimento iterativo
para reconhecer grafos cordais baseado no resultado e na propriedade hereditaria dos
grafos cordais. Desta forma, repetidamente, encontre um vértice simplicial de G e elimine-
o do grafo até que nao haja mais vértice. Se isso ocorrer, o grafo é cordal, mas se em
algum momento nenhum vértice for simplicial, entao o grafo nao é cordal. A corretude
desse procedimento segue diretamente do Teorema 2.4. Embora tal procedimento possa
ser executado em tempo polinomial, é possivel reconhecer grafos cordais em tempo linear,

conforme a segao a seguir.

2.2 Reconhecimento linear dos grafos cordais

Pelo Lema 2.1, o procedimento de Fulkerson-Gross para reconhecer grafos cordais nos
permite escolher pelo menos dois vértices nao adjacentes para cada posicao na construcao
de um esquema de eliminacao perfeito para um grafo cordal. Logo, podemos livremente
escolher um vértice v, para ser evitado durante todo o processo, guardando-o para a
ultima posicao do esquema. Da mesma forma, podemos escolher qualquer vértice v,_;
adjacente a v, para guardar a (n — 1)-ésima posi¢do. Continuando dessa maneira, es-
taremos constuindo um esquema na ordem contraria. Foi exatamente isso o que Leuker
[34], Rose e Tarjan [37] fizeram para construir um algoritmo linear para reconhecer grafos
cordais. A versao apresentada por eles usa uma busca em largura lexicogréifica em que
a fila dos vértices é substituida por uma fila de subconjuntos de vértices que as vezes é

refinada, mas nunca reordenada. O algoritmo é dado a seguir:
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ALGORITMO BUSCA LEXCOGRAFICA
inicio
1. Atribua rétulo 0 a cada vértice;

2. Parai<+nalfaca

3. Selecao: escolha um vértice nao rotulado v com maior rétulo;

4. o(i) < v; (Atribua a v o nimero 1)

5. Atualizacao: para cada vétice nao rotulado w € Adj(v) adicione ¢ ao rotulo(w).
fim

Pode-se provar que o algoritmo anterior pode ser implementado em tempo linear.

A busca em largura lexicografica pode ser usada para reconhecer grafos cordais con-

forme o préximo teorema:

Teorema 2.5 Um grafo nao direcionado G € cordal se e somente se a ordem o produzida

pelo algoritmo 2.2 € um esquema de eliminacdo perfeita.

Vale mencionar que é possivel construir um algoritmo para testar se a ordem produzida

pelo algoritmo da segao 2.2 é de fato um esquema de eliminacao perfeito em tempo linear.

Para finalizar, mostraremos que os grafos cordais sao perfeitos.
Teorema 2.6 Grafos cordais sao perfeitos.

Demonstraremos esse resultado de duas formas distintas:
Provando através do teorema forte dos grafos perfeitos:
Prova.

Como G é um grafo cordal, G nao contém buracos, i.e., Cor11,k > 1 como subgrafo
induzido. No entanto, como G nao possui a propriedade, G é cordal < G é cordal, mas

com isso nao podemos dizer que GG nao possui buracos.

Neste caso, suponha que G contém um buraco Cy,y1, para algum k > 1.
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e Se k =1, entao C5 é um subgrafo induzido de G. Absurdo, pois G é cordal.

e Se k > 2, entdo Ps é um subgrafo induzido de G. Neste caso, G contém o comple-

mento de um Ps, que nao ¢ cordal. Absurdo. g

Provando sem o uso do teorema forte dos grafos perfeitos:
Prova.

Uma vez que cada subgrafo induzido de um grafo cordal também ¢é cordal, precisamos

apenas verificar se para todo G cordal, x(G) = w(G).

Temos que x(G) > w(G), ja que para colorir uma clique precisa-se de uma cor por

vértice.
Seja G um grafo cordal e seja ofvy, ..., v,] um esquema de eliminagao perfeito de G.

Se colorirmos cada v; (de v, para v;), de acordo com as cores dos seus vizinhos ja
coloridos, estes formam uma clique com v;. Portanto, h& sempre uma cor disponivel para

v; <w(n). Logo, G é w(G)-colorivel. Isso significa x(G) < w(G).

Desta forma temos entdao que x(G) =w(G). =

A secao seguinte aborda uma outra subclasse dos grafos perfeitos: os cografos.

2.3 Cografos

Nesta secao, iremos apresentar e definir uma subclasse dos grafos perfeitos: os cogra-
fos. Por tanto ¢ relevante relatar que os cografos apareceram originalmente em diversas
areas da Matemaética [11] e foram estudados por varios pesquisadores de forma indepen-
dente. Como consequéncia deste fato, surgiram vérios sindnimos para a classe, dentre os
quais podemos citar: grafos D* [31], grafos sem Py, grafos Dacey [39] e grafos redutiveis

por complemento [11].

O termo cografo tal qual conhecemos hoje foi apresentado por H. Lerchs [32, 33|, que
na ocasiao, apresentou a primeira definicao da classe baseada no estudo de suas proprie-
dades estruturais e algoritmicas. L.Stewart |38] complementou esse estudo desenvolvendo
um algoritmo com complexidade O(n?) para o reconhecimento dessa classe. Em seguida,

um algoritmo mais eficiente, com complexidade linear, foi introduzido por Corneil et al.
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[10]. Posteriormente, outros algoritmos para reconhecer cografos com complexidade linear

foram apresentados |1, 13].

De acordo com Lerchs [32] cografos sao definidos de forma recursiva como segue:

(i) O grafo trivial (K;) é um cografo;
(ii) Se G1, ..., G} sdo cografos, entdo a sua unido Gy UGoU. .. UGy também é cografo;

(iii) Se G & cografo, entdo G também é cografo.

Como visto pela definicao, os cografos podem ser obtidos a partir de um conjunto de
grafos triviais, através de um ndmero finito de operacoes de uniao e através do comple-

mento (no grafo complementar, a operacdo de unido equivale a operagao de juncao).

Os cografos sao também conhecidos como grafos sem P, por nao possuirem P; como

subgrafo induzido, conforme Teorema 2.7.

A Figura 2.3 abaixo mostra a construcao de todos os possiveis cografos com até 3

vértices pela definicao acima:

[ ] [ J
(a) Kl (b) K1 UKl (C) K1 +K1 (d) IQUKl

o
(e) Ky UK,y (f) I, + Ky (g) Ky + K,

Figura 2.3: Cografos com até 3 vértices.

Os cografos possuem uma tunica arvore de representagao, chamada de co-drvore [10)].
Nesta, cada folha representa os vértices do cografo correspondente. Cada né interno
representa uma operacdo de unido seguida de uma operagdo de complemento (jungao);
este nos internos sao rotulados com U ou +, de tal forma que esses rotulos se alternam

por todo caminho que comeca desde a raiz.
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Dois vértices x e y de um cografos sao adjacentes se e somente se o caminho de z a
raiz encontra o caminho de y a raiz em um né rotulado +. A Figura 2.4 mostra um grafo

e sua respectiva co-arvore.

G T(G)
] ®

® ® 6 ©

Figura 2.4: Cografo G e sua co-arvore T(G).

Esta representacao em forma de arvore ¢ a base para muitos algoritmos polinomiais na
resolucao de alguns problemas cléssicos, como isomorfismo, niimero cromético, deteccao
de cliques, entre outros. Em [9], Corneil ef al. mostram como a co-arvore é utilizada na
solugdo de alguns desses problemas. Na verdade, Corneil et al. [10] usam a co-arvore para

desenvolver um algoritmo linear de reconhecimento de cografos.

A seguir, caracterizamos a familia dos cografos, apresentando alguns resultados obti-

dos por Corneil et al. [9)].
Lema 2.2 Todo subgrafo induzido de um cografo € um cografo.

Teorema 2.7 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. G é um cografo,
2. G nao contém P, induzido;

3. O complemento de qualquer subgrafo conexo nao trivial de G € desconexo.



2.4 Grafos Py-esparso 15

Corolario 2.1 Um grafo G é um cografo se e somente se para todo subgrafo H de G com

pelo menos dois vértices, exatamente uma das condicoes abaixo € satisfeita:

1. H € desconexo;

2. H ¢ desconexo.

Além destas caracteristicas, a co-arvore T'(G) de um cografo G ajuda a reconhecer
em tempo linear algum grafo da familia (verifica se G é um cografo). A idéia inicial
do algoritmo para reconhecer se um grafo é cografo parte do Lema 2.2. Dado que todo
subgrafo induzido de um cografo também é cografo, os pesquisadoresde [10] assumem um
cografo G e sua co-arvore T'(G) e verificam se G + x é cografo, onde x é um vértice. Para
isso, analisam as relagoes de adjacéncias de x com os vértices de G usando T(G). Os

autores mostram que tal algoritmo de reconhecimento pode ser feito em tempo linear.

O seguinte resultado estabelece que a classe dos cografos é perfeita.
Teorema 2.8 Os cografos sao perfeitos.

Prova. O resultado segue diretamente do Teorema Forte dos Grafos Perfeitos e das
observagoes de que GG é um cografo se e somente se G é cografo e do fato de que cografos
nao possuem ciclos de tamanho maior ou igual a cinco (consequentemente, nao possuem

buracos e nem anti-buracos). m

2.4 Grafos P,-esparso

A classe dos grafos Ps-esparsos foi introduzida por Hoang na sua dissertacao de dou-
torado [26] como a classe dos grafos para o qual todo conjunto de cinco vértices induz
no maximo um FP,;. Hoang apresentou um niimero de caracterizagoes para esses grafos e

mostrou que os grafos P,-esparsos sao perfeitos.

O estudo dos grafos P,-esparsos permitiu caracterizacoes construtivas que implicaram
em varios algoritmos lineares de reconhecimento da classe; tais algoritmos foram apresen-
tados em [28]. Além disso, problemas de otimiza¢ao, tais como, coloragao, clique méxima
e outros, podem ser resolvidos em tempo linear [30, 23|, tal como na classe dos cografos.

A classe dos grafos Pj-esparsos generalizam tanto os cografos (visto na se¢ao anterior)
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como os grafos P,-redutiveis: aqueles em que nenhum vértice pertence a mais do que um

P, induzido [27].

A seguir, revisaremos algumas propriedades dos grafos Pj-esparsos, uteis para apre-

sentacao dos nossos resultados no Capitulo seguinte.

Um grafo G' ¢ chamado aranha se o conjunto de vértices V(G) do grafo G admite uma

particao em conjuntos S, K e R tais que:

S1: |S| =|K| > 2, S é um conjunto independente e K é uma clique;

So: todos os vértices em R sao adjacentes a todos os vértices em K e a nenhum vértice
em S;

S3: existe uma funcgao bijetora f : S — K tal que exatamente uma das seguintes sentencas

se verifica:

(a) para cada vértice v € S, N(v) N K = {f(v)};
(b) para cada vértice v € S, N(v) N K = K — {f(v)}.

A tripla (S, K, R) é chamada uma parti¢cao aranha. Uma aranha é dita sem cabega se
R = (. Se a condigao do caso S3(a) for verificada entdo a aranha G é chamada aranha
magra, caso contrario, é chamada aranha gorda; observe que o complemento de uma
aranha magra ¢ uma aranha gorda e vice-versa. A Figura 2.5 mostra duas aranhas com
particdo S = {z1, 29,23}, K = {y1,992,y3} ¢ R = {z}, onde a aranha da esquerda é uma

aranha magra, enquanto a da direita é uma aranha gorda.

Y1 Y3

X1 X3y, Xy Y1

Figura 2.5: Aranha magra e aranha gorda.
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Obervagao 2.1 (Jamison e Olariu [29]) Se um grafo G é uma aranha, entdo exatamente
uma das afirmacoes se verifica:

(a) para todov € S eu € K, d(v) =1 ed(v) = |V(G)| —|S|;

(b) para todov € S eu e K, d(v) =|K| -1 ed(u) =|V(G)| —2.

Novamente, os itens (a) e (b) correspondem aos casos de uma aranha magra e uma

aranha gorda, respectivamente.

Obervacao 2.2 (Jamison e Olariu [29]) Se um grafo G € wma aranha com parti¢io
(S,K,R) e R é nao vazio, entdo para todov € S, u € K er € R, d(v) < d(r) < d(u).

Uma outra observacao importante que pode ser feita a partir da definicao de aranha
e das duas observacoes anteriores é que se G é uma aranha, entdo os conjuntos S, K
e R sdo unicos [29]. Além disso, das propriedades da aranha e pela defini¢do de grafos

Py-esparsos, G é Pj-esparso se e somente se G[R] é Py-esparso.

Para grafos P,-esparsos, o seguinte resultado se verifica:

Lema 2.3 (Jamison e Olariu [29]) Para um grafo G, as sequinte condigoes sao equiva-
lentes:
(i) G é um grafo Py-esparso;
(ii) para todo subgrafo induzido H de G com pelo menos dois vértices, exatamente uma
das sequintes afirmacoes € satisfeita:
(1) H é desconexo;
(2) H é desconezo;
(3) H € uma aranha.

Por fim, vale mencionar que os grafos Pj-esparsos também podem ser representados
por uma arvore de decomposicao que € tinica a menos de isomorfismo. Além disso, através

dessa arvore, é possivel reconhecer os grafos Pj-esparsos em tempo linear.

Por fim, ressaltamos que a classes dos grafos Pj-esparsos corresponde a uma subclasse

dos grafos perfeitos.
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Teorema 2.9 Os grafos P,-esparsos sao perfeitos.

Prova. O resultado segue diretamente do fato que grafos P;-esparsos nao possuem ciclo
de tamanho maior que 4 e do fato de que o complemento de grafos P;-esparsos sao também

grafos Pj-esparsos. m



Capitulo 3

M -particoes

O problema da M-particao foi introduzido em 1999 num artigo de Feder, Hell, Klein
e Motwani [17]. O problema consiste em determinar se o conjunto de vértices de um
dado grafo admite uma particao em certas partes, onde adjacéncias entre as partes sao
fornecidas através de uma matriz fixa M. A matriz possui trés entradas diferentes, re-
presentando adjacéncias completas, adjacéncias arbitrarias, ou nenhuma adjacéncia nas

partes correspondentes.
A seguir, a definicao formal do problema da M-particao:

Seja M uma matrix fixa (simétrica) de ordem m x m com entradas {0, 1,*}. Para
um dado grafo G, uma M-particio de G é uma particao dos vértices de G em partes
Vi, Va, ..., V,, tal que se M(i,j) = 0, entdo cada vértice em V; é nao adjacente a cada
vértice em Vj, se M(i,7) = 1, entao cada vértice em V; é adjacente a todos vértices em
Vj, e se M(i,j) = *, entdo nao ha nenhuma restricdo quanto a adjacéncia entre vértices
em V; e V;. Observe que quando ¢ = j, a definicao descreve a adjacéncia de um vértice a
todos os outros vértices de sua parte, i.e., as entradas na diagonal principal de M fornece
as restri¢oes nas partes individuais. Se M (i,47) = 0, entdo V; é um conjunto independente,
se M(i,i) = 1, entao V; é uma clique, e se M (i,7) = %, entdo V; é um conjunto de vértices
com adjacéncias abritrarias (cada vértice em V; é adjacente a alguns, possivelmente todos

ou nenhum outro vértice em V;).

Para facilitar a visualizacao de um problema de parti¢ao, usamos figuras simbdlicas
para a estrutura do grafo particioando. Nesta visualizagao, um circulo vazio representa um
conjunto independente (um elemento nulo na diagonal principal da matriz), um circulo
listrado representa uma parte com adjacéncias arbitrarias (equivale a um asterisco na

diagonal principal da matriz) e um circulo cruzado representa uma clique (equivale a um
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elemento 1 na diagonal principal da matriz). Além disso, partes sao ligadas com uma linha,
se a adjacéncia entre as partes for arbitraria (x fora da diagonal principal da matriz); duas
partes sao unidas por uma linha dupla se elas forem completamente adjacentes (equivale a
um elemento 1 fora da diagonal principal). No caso em que as partes sao completamente
nao adjacentes, nenhuma linha é utilizada (equivale a um elemento nulo fora da diagonal

principal da matriz). No que segue, um exemplo é dado.

()

Figura 3.1: Estrutura de um grafo split.

Este problema de M-particao corresponde a particao do grafo em um conjunto inde-
pedente (M (1,1) = 0) e uma clique (M(2,2) = 1), sem restricao externa entre as partes
(M(1,2) = M(2,1) = *). Na verdade, um grafo G ¢é particionado de acordo com M, se e

somente se GG é um grafo split.

O problema da M-particao generaliza o problema da k-coloracao, ja que se M for uma
matriz de ordem k£ com diagonal principal nula, temos que verificar se um dado grafo G

admite uma M-partigao, ou seja, verificar se G admite uma k-coloragao (Figura 3.2).

0 *x =
M = * 1 %
* % 1
\2 Vs,
V3

Figura 3.2: Problema da 3-coloracao.



3 M-particoes 21

Outro caso particular do problema da M-particao e bastante estudado na literatura
sao os grafos-(k, (), que sdo grafos cujo conjunto de vértices pode ser particionado em k
conjuntos independentes e [ cliques. No contexto de M-particao, os grafos que admitem
uma M-parti¢do tém uma matriz M de ordem (k+1) x (k+1) com k elementos nulos na
diagonal principal, [ elementos 1’s na diagonal principal e %’s em todas as outras entradas
da matriz. Os grafos-(k,[) foram introduzidos por Brandstadt em |5|. Brandstédt provou
que para k > 3 ou [ > 3, decidir se um grafo é (k,[) é um problema N P-completo. No caso
contrario, o problema pode ser resolvido em tempo polinomial. Diversos pesquisadores
consideram o reconhecimento dos grafos-(k,[) em subclasses de grafos perfeitos, como a
classe dos cografos, dos grafos cordais, P,-esparsos e distancia hereditaria, por exemplo.
Para essas classes, foram mostradas caracterizagoes por subgrafos proibidos e algoritmos

lineares para reconhecer se um dado grafo (pertencente a uma dessas classes) é (k, ).
Definiremos a seguir um outro conceito util para nossos resultados.

No problema da M-parti¢ao, uma M -obstrucao refere-se a um grafo que nao admite
uma M-particao. Em particular, uma M-obstrucao minimal € uma M-obstrucao tal que
qualquer subgrafo induzido proprio da obstrucao admite uma M-particao. Como exemplo,
considere a matriz M abaixo que representa a particao em dois conjuntos independentes

que sao arbitrariamente conectados entre si.

(1)

Qualquer grafo que é particionado de acordo com a matriz M acima é bipartido.
Qualquer ciclo impar é uma obstrucao minimal para este problema de M-particao, ja que
ciclos impares nao sao bipartidos enquanto qualquer subgrafo induzido o é. Como pode-
se verificar, o numero de obstrucdes minimais para o problema da M-particao anterior
é infinito. Se restringirmos a matriz anterior a classe dos grafos cordais, entao a tnica

obstrucao ¢ o triangulo (Cs).

Observe que podemos considerar matrizes M sem * na diagonal principal, caso con-
trario, qualquer grafo G admitiria uma M-particao. Neste caso, se a matriz M nao possui
*’s na diagonal principal, entdo podemos escrevé-la na forma de blocos (veja Figura 3.3),
inicialmente listando as linhas e colunas com diagonal 0’s e posteriormente aquelas com
diagonal 1’s. A matriz se divide em 4 blocos, a saber, uma matriz A de ordem k x k
com diagonal nula, uma matriz B de ordem [ x [ com diagonal de 1’s, uma matriz C de

elementos fora da diagonal e sua transposta. Dizemos que M é uma matriz constante se
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os elementos fora da diagonal principal de A forem todos iguais a a, os elementos fora da
diagonal principal de B forem todos iguais a b, e os elementos de C forem todos iguais a
c. Neste caso, também dizemos que M é uma matriz de bloco-(a, b, c). Podemos assumir

que a # 0 e b # 1, caso contrario, podemos diminuir k ou [.

2 0 i C
M= Kl 0l ]
k+1 E 1
]
k+2 T :

Figura 3.3: Matriz amigavel.

Na proxima secao fazemos uma breve discussao sobre os resultados na literatura.

3.1 Resultados na Literatura

3.1.1 Grafos Gerais

Nesta secao apresentamos alguns resultados do problema da M-particao para grafos

em geral.

Iniciamos observando que o complemento de uma matriz M, denotada por M, é a
matriz M com 1’s substituidos por 0’s , e 0’s substituidos por 1’s. Os asteriscos de M sao
mantidos em M. Ainda, podemos rearranjar as partes de forma a termos primeiros os 0’s

e depois os 1’s na diagonal principal.

Teorema 3.1 Uma grafo G é M-particiondvel se e somente se G é M -particiondvel.
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Para matrizes de ordem baixa (quando M tem ordem no maximo 4 X 4) existem

resultados que classificam os problemas de M-particao.

Teorema 3.2 Se M ¢ uma matriz de ordem 2 X 2, entao o problema da M -particdo pode

ser resolvido em tempo polinomial.

Teorema 3.3 [18] Seja M uma matriz de ordem 3 x 3 ou 4 x 4, entdo o problema da M-
particao € N P-completo se M contém a matriz correspondente ao problema da 3-coloracao

(ou seu complemento); caso contrdrio, é polinomial.

Teorema 3.4 [15] Se M é uma matriz sem qualquer entrada *, entdo o problema da

M -particao possui um niumero finito de obstrucoes minimais.

Este teorema implica que tais problemas de M-particoes admitem um niamero finito

de obstrucoes minimais em qualquer classe de grafos.

Em [20], Feder et al. definiram uma classe de matrizes ainda mais geral, chamadas
matrizes amigaveis. Uma matriz amigdvel é uma matriz sem qualquer * em A e em B,
de acordo com a Figura 3.3. Uma matriz é nao amigével se ela nao for amigavel, i.e, se
possuir alguma entrada x em A ou em B. Os seguintes resultados foram mostrados para

tais classes de matrizes:

Teorema 3.5 [20] Se M ¢é uma matriz ndo amigdvel, entao o problema da M-particio

possui infinitas M-obstrugoes minimais.
Para matrizes pequenas temos a reciproca:

Teorema 3.6 [20] Se M ¢é uma matriz amigdvel de ordem k X k com k < 5, entao o

problema da M -particao possui apenas um nimero finito de M-obstrugoes minimais.

3.1.2 Grafos Perfeitos

Muitos resultados relacionados ao problema da M-particao foram encontrados quando

restritos & classe dos grafos perfeitos.

Teorema 3.7 [1/[Seja M wuwma matriz de bloco-(a,b,c). Se ¢ # *, entio cada M-

obstrug¢do minimal perfeita possui no mdazimo (k + 1)(I + 1) vértices.

Teorema 3.8 [14/Seja M uma matriz de bloco-(a,b,*). Entao todo problema de M-

particao possui finitas M-obstrugoes minimais perfeitas.
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3.1.2.1 Grafos Cordais

No caso particular dos grafos cordais, Feder, Hell e Rizi [19] classificaram todas as
matrizes M pequenas quanto a possuirem obstrucoes cordais minimais finitas ou infinitas
(para todas as matrizes de tamanho menor que 4) e se admitem algoritmo de reconheci-

mento polinomial ou N P-completo (para as todas matrizes de tamanho menor que 5).

Vale mencionar que neste trabalho de Feder et al., eles nao fornecem explicitamente
todas as obstrugoes minimais (para alguns casos, mencionam apenas se estas sao finitas

ou nao).

Seguem alguns Teoremas provados por Feder, Hell e Rizi [19] que serdo do nosso

interesse.

Teorema 3.9 [19] Se M ¢é uma malriz de tamanho m < 4, entdo M possui obstrugoes
manimais cordais finitas, exceto para as duas sequintes matrizes abairo que possuem obs-

trucoes minimais cordais infinitas.

0 x =«
My=1| % 01
x 1 0
0 % =
My=1]1 % 0 1
* 1 1

Lema 3.1 [19] A matriz M, possui infinitas obstrugoes minimais cordais.

Prova. A prova é dada apresentando uma familia de grafos minimais cordais que nao

admitem uma M;-particao. Seja essa familia representada pelo grafo da Figura 3.4 abaixo:

0

1 2 3 ... 2n12n

Figura 3.4: Obstrugao infinita.

E facil ver que os grafos oriundos da Figura 3.4 sao cordais. Vamos mostrar que tais

grafos nao admitem uma M;-particao para n > 2.
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Suponhamos que tal particao exista. Podemos observar que o vértice 0 nao pode ser
alocado na primeira parte (correspondente a primeira entrada da diagonal principal de
My, ja que isso implicaria que todos os vértices de 2 a 2n fossem para as duas outras
partes, que sao conectadas por todas as arestas possiveis, o que resultaria num Cj (pois

n > 2).

Desta forma, sem perda de generalidade, suponha que 0 seja alocado na segunda parte.
Entao 2 e 2n — 1 devem ser alocados na primeira parte e na terceira, em alguma ordem,;
observe que eles nao podem ser alocados na mesma parte devido & paridade. Suponha
que 2 seja alocado na primeira parte e 2n — 1 na terceira parte. Segue que 1 nao pode ser

alocado em nenhuma parte, uma contradicao.

Resta mostrarmos que essas obstrucoes sao minimais, i.e., se algum vértice do grafo

7*71

da Figura 3.4 é apagado, entao G admite uma M** -particao.

E facil ver que ao apagarmos o vértice 0, é possivel particionar o grafo da Figura 3.4.
Nos demais casos o resultado segue do fato de que com um vértice removido, a paridade
deixa de ser um problema e se 0 for alocado na segunda parte, ambos 1 e 2n (se nao

tiverem sido apagados) podem ser alocados na primeira parte. =

Seja a matriz M3 dada abaixo:

1 *
Mz = 1 1
* 1 0

Teorema 3.10 [19] Se M tem tamanho m = 3 e uma diagonal constante, e se M # Ms,

entdo M possui obstrugoes minimais cordais finitas.

O Toerema 3.10 nao fornece tais obstrucoes minimais cordais, apenas prova que sao
finitas. No capitulo seguinte, apresentaremos tais obstrucgoes. Tal resultado constitui uma

das contribuicoes deste trabalho.

3.1.2.2 Cografos

Em [16], Feder et. al mostraram que todos os problemas de M-particdo para cogra-

fos admitem algoritmo polinomial, além de uma caracterizacao por subgrafos proibidos.
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Na verdade, eles apresentaram um limite no tamanho do maior cografo que é uma M-
obstrucao minimal, e mostraram também que todos os problemas de M-particao quando

restritos a classe dos cografos possuem obstrugoes minimais finitas.

3.1.2.3 Grafos Ps-esparsos

Por fim, apresentamos os resultados na classe dos grafos Pj-esparsos. Em [24] resulta-
dos ‘semelhantes’ aos apresentados no trabalho de Feder, Hell e Rizi [19] sdo apresentados
para a classe do grafos Pj-esparsos. Na verdade, limites superiores para o tamanho de

uma M-obstrucao minimal sao dados. A seguir, um resultado deste género.

Teorema 3.11 Qualquer M-obstrucao minimal de um grafo Py-esparso tem no mdximo
O(16™) wvértices.

Outros resultados que mostram limites no ntimero de vértices de uma M-obstrucao
de um grafo- Py-esparso sao apresentados quando M possui certas caracteristicas, como

por exemplo, ser uma matriz-bloco, dentre outras.

Aqui neste trabalho (Capitulo 4), discutiremos o problema da M-parti¢cao quando M é
uma matriz de ordem £ > 3 e diagonal nula, considerando todas as entradas possiveis para
elementos fora da diagonal principal. Restringiremos esse problema a duas subclasses dos
grafos perfeitos: os grafos cordais e os grafos Pj-esparsos. Para essas classes, mostraremos
que o nimero de obstrucoes minimais para as matrizes consideradas é finito, comprovando
os resultados ja mencionados anterioremente. Na verdade, nosso resultado apresenta

explicitamente tais obstrucoes minimais.



Capitulo 4

M -obstrucoes minimais em subclasses de
erafos perfeitos

Este capitulo considera o problema da M-particao quando restrito a duas classes de

grafos perfeitos: a classe dos grafos cordais e a classe dos grafos Ps-esparsos.

Em particular, consideramos o problema da M-particao para matrizes quadradas
M de ordem m < 3 com diagonal nula e apresentamos uma caracterizacao dos grafos
cordais (grafos Pj-esparsos) M-particionaveis em termos de M-obstrugoes, i.e., dado um
grafo cordal (Pj-esparso) G e uma matriz simétrica M de ordem no maximo trés, nosso

resultado exprime quando um grafo cordal (Py-esparso) G admite uma M-particao.

E facil ver que para m = 1 o problema é trivial ja que corresponde a verificar se G é

um conjunto independente.
Sendo assim, no que segue, consideramos os casos m = 2 e m = 3.

. . ~ 2 .3 k .

Para simplificar, usaremos a notagio (k,[){1:01 105" sy ti=1,...,k—1 para
representar uma M-particao em que M é uma matriz com k elementos nulos na diagonal
principal, ou seja, uma particao em k conjuntos independentes: Xi, X5, ..., X}, onde
cada ol representa a restrica t t juntos X; e X;. C 1 fi

’ rep ¢ao externa entre os conjuntos X; e X;. Como exemplo, o grafo

(3,0)*10 que corresponde ao grafo da Figura 4.1.

Iniciamos apresentando os resultados para o caso em que M é uma matriz de ordem
2. Neste caso, os resultados apresentados ja sao conhecidos na literatura e valem para

grafos gerais.
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0
M= *
1

Figura 4.1: Grafo (3,0)*%0.

o O *
R O

4.1 2-Coloracao com restricao externa em grafos gerais

Nesta secao consideramos o problema de verificar se um dado grafo cordal pode ter
seu conjunto de vértices particionado em dois conjuntos independentes [; e I, com todas
as possiveis restri¢oes externas, a saber, o caso (2,0)*, que corresponde ao caso em que
nao ha nenhuma restri¢io quanto as arestas entre os conjuntos I; e Io; o caso (2,0)!, que
corresponde ao caso em que exigimos que haja todas as arestas entre os conjuntos Iy e I,

fi 2,0)° d igi ao haj t
e, por fim, o caso (2,0)”, que corresponde ao caso em que exigimos que nao haja arestas

entre os conjuntos Iy e Is.

Na Figura 4.2 sao listadas todas as matrizes e suas respectivas particoes correspon-

dentes para o problema da 2-coloragao.

Observe que o caso (2,0)" corresponde ao caso trivial de se verificar se um dado grafo

¢ um conjunto independente. Portanto, analisaremos apenas os casos (2,0)* e (2,0)'.

Caso (2,0)° Caso (2,0) Caso (2,0)!

iofe:efe:e

Figura 4.2: Matrizes de ordem 2 x 2.

Na verdade, para o problema da 2-coloragao com restri¢oes externas, nossos resultados
nao se restringem a grafos cordais (Ps-esparsos), mas a grafos gerais. No caso dos grafos

cordais e Pj-esparsos, nosso teorema de caracterizagao ¢ um corolario desses resultados.
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Teorema 4.1 [/] Seja G um grafo. G é um grafo (2,0)* se e somente G nao contém

ciclos impares como subgrafo induzido.

Corolario 4.1 Seja G um grafo cordal (Py-esparso). G é um grafo (2,0)* se e somente

G nao contém o grafo da Figura 4.3 como subgrafo induzido.

Ks

Figura 4.3: Obstrugao minimal do caso (2,0)*.

Prova. Um grafo GG é bipartido se e somente se nao contém ciclo induzido de compri-
mento 2k + 1,k > 2. Como grafos cordais (P;-esparsos) nao admitem ciclos impares de

comprimento maior que 3, o resultado segue. =

Teorema 4.2 Seja G um grafo. G é um grafo (2,0)! se e somente G nao contém nenhum

dos grafos da Figura 4.4 como subgrafo induzido.

Ks Ps

Figura 4.4: Obstrugoes minimais do caso (2,0)%.

Prova.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos subgrafos acima,
entdao G nao ¢ um grafo (2,0)!. Pode-se também verificar que cada grafo da Figura 4.4 ¢

minimal, j& que a retirada de qualquer um de seus vértices torna-o (2,0).

(<) Seja G um grafo minimal que nao ¢ (2,0)!, ou seja, para todo vértice v € V(G), G - v
¢ um grafo (2,0)!. Suponha, por contradi¢ao que G nao contém nenhum dos subgrafos da,
Figura 4.4 como subgrafo induzido. Iniciamos observando que G deve ser um cografo, caso
contrario, G conteria um P, e, consequentemente, P; como subgrafo induzido. Portanto,

podemos assumir que G ou G é desconexo:
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(i) G é desconexo: Seja G = G1UGLU. . .UGy, k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.

Se todos G; forem triviais, entao G ¢ (2,0)!, o que seria um absurdo. Logo, deve

existir algum G; tal que |G;| > 1. Neste caso, G contém Ps. Absurdo.

(ii) G & desconexo: G = Gy + Gy + ... + Gy, k > 2, onde cada G é trivial ou contém

um par de vértices nao adjacentes. Dois casos sao considerados:

— k > 3: Neste caso, G contém K3 como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

— k = 2: Se ambos Gy e Gy forem tais que V(G1) e V(G2) sdo conjuntos in-
dependentes, entao G' é (2,0)*, o que é um absurdo. Portanto, sem perda de
generalidade, suponha que V' (G) ndo é um conjunto independente, isto &, G

contém Pj3, e consequentemente, G contém Pz, o que absurdo. g

Observemos que o Teorema 4.2 se aplica diretamente a grafos cordais (Pj-esparsos),

uma vez que os subgrafos proibidos também sao cordais ( Pj-esparsos).

As sec¢oOes seguintes consideram o problema da 3-coloragao com restricoes externas
para grafos cordais e Pj-esparsos. A Figura 4.5 retrata todos os Casos da 3-coloragao com

as possiveis restricoes externas.

Observe que o Caso (3,0)%%0 corresponde ao caso trivial de verificar se um dado grafo
é um grafo vazio, i.e, seu conjunto de vértices ¢ um conjunto independente. Note também
que os Casos (3,0)*%% (3,0)*% e (3,0)*%! sdo equivalentes ao Caso (2,0)* e, da mesma

forma, o Caso (3,0)%"! equivale ao Caso (2,0)".
Portanto, analisaremos apenas os Casos (3,0)*** | (3,0)b0 [ (3,0)100 | (3,0)*M! e

(3,0)**1, ja que os demais podem ser reduzidos a problemas de 2-coloragao, ja demons-

trados na secao 4.1.

4.2 3-Coloracao com restricao externa em grafos cor-
dais

Ao contrario da secao anterior, onde o problema foi resolvido para grafos gerais,
nesta se¢do, restringimos o problema a classe dos grafos cordais, ji que o problema da 3-
coloragao é sabidamente N P-completo [22| para grafos gerais, mesmo no caso sem restrigao

externa.
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Caso (3,0)°° | Caso(3,000  Caso(2,0)
M=]| * o *
kK 0

Caso (3,0)%"" Caso (2,0)"

Caso (3,0)441 r\

M=|l101
110

Caso (3,0)100 Caso (3,0)10" Caso (2,0)!

/N
o QO QSQ O—O
00O G

Caso (3,0)"22 Caso (3,0)"00 Caso (2,0)"

O—3 O—0O
CJ

0*1
M=]+*01
110
Caso (3,0)1"" Caso (3,0)0'0;\ Caso (2,0)°
Q-5 OO
M=[10* NP
e O

Figura 4.5: Matrizes de ordem 3 x 3.



4.2 3-Coloragao com restri¢do externa em grafos cordais 32

Teorema 4.3 Seja G um grafo cordal. G é um grafo (3,0)"** se e somente se G nao

contém nenhum dos grafos da Figura 4.6 como subgrafo induzido.

X

K,

*, %,k

Figura 4.6: Obstrucao minimal do caso (3,0)

Prova.

O resultado segue diretamente do fato de que grafos cordais sao perfeitos. Logo, G

cordal é (3,0)"** se e somente se G nao contém K, como subgrafo induzido. m

O Teorema 4.2 também foi provado independentemente em [25].

1,1,1

Teorema 4.4 Seja G um grafo cordal. G é um grafo (3,0) se e somente se G nao

contém nenhum dos grafos da Figura 4.7 como subgrafo induzido.

o—O

[ J
K B,

Figura 4.7: Obstrug¢oes minimais do caso (3,0)"11,

Prova. (=) Podemos verificar facilmente que se G contém K, ou P; como subgrafo
induzido, entdo G nao é um grafo cordal (3,0)11. Além disso, os subgrafos da Figura,

4.7 sdo minimais, pois a retirada de qualquer um de seus vértices torna o grafo (3,0)"11.

(<) Seja G um grafo cordal minimalmente nao (3,0)"%!, ou seja, para todo vértice v
€ V(G), G - v é um grafo cordal (3,0)1"!. Suponha, por contradigao que G nao contém
nenhum dos subgrafos da Figura 4.7 como subgrafo induzido. Iniciamos observando que
G deve ser um grafo cordal, caso contrario, G conteria um P, e, consequentemente, Ps

como subgrafo induzido. Portanto, podemos assumir que G ou G é desconexo:

(i) G é desconexo: Seja G = G1UGLU. . .UGy, k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.

Se todos G, i = 1, ..., k forem triviais, entdao G é (3,0)1", 0 que seria um absurdo.

Logo, deve existir algum G; tal que |G;| > 1. Neste caso, G contém Ps3. Absurdo.
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(ii) G & desconexo: G = Gy + Gy + ... + Gy, k > 2, onde cada G é trivial ou contém

um par de vértices nao adjacentes. Dois casos sao considerados:

— k > 4: Neste caso, G contém K, como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

— k = 3: Algum G; deve conter aresta, caso contrario, G seria (3,0)""!. Mas

neste caso, G contém K, como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

— k = 2: Neste caso, exatamente um G; deve ser tal que V(G;) ¢ um conjunto
independente, caso contrario, G conteria K, como subgrafo induzido ou G
seria (3,0)""!. Sem perda de generalidade, assuma que V(G;) é um conjunto
independente e V(G5) nio o é. Isto implica que G contém P; como subgrafo

induzido, assim G também contém, absurdo. m

Teorema 4.5 Seja G um grafo cordal. G é um grafo (3,0)190 se e somente se G nao

contém nenhum dos subgrafos da Figura 4.8 como subgrafo induzido.

Figura 4.8: Obstru¢oes minimais do caso (3,0)"00,

Prova. (=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos subgrafos

1,0,0

acima, entdo G nao é um grafo cordal (3,0) Pode-se também verificar que cada

grafo da Figura 4.8 é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices torna-o

(3,000

100 ou seja, para todo vértice v €

(<) Seja G um grafo cordal minimal que nao ¢é (3,0)
V(G), G - v é um grafo (3,0)"%%. Suponha, por contradi¢ao que G nao contém nenhum
dos subgrafos da Figura 4.8 como subgrafo induzido. Podemos assumir que G é um
cografo, caso contrario, GG conteria P, como subgrafo induzido, o que seria um absurdo.

Portanto, G ou G ¢ desconexo.
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(i) Se G é desconexo, entdao G = Gy UGy U ... UGy, k > 2, onde cada G; é um grafo
trivial ou conexo. Por minimalidade de G, se algum G; for tal que V(G;) é um

1,0,0

independente, entdo G é (3,0) Logo, todo G; deve conter aresta. Mas neste

caso, G contém 2K,y como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

(ii) Se G é desconexo entdo G = Gy + Gy + ...+ Gy, k > 2, onde cada G; é um grafo

trivial ou desconexo.

— k > 3: Neste caso, G contém K3 como subgrafo induzido, um absurdo.

— k = 2: Observe que algum G; deve conter aresta, caso contrario, GG seria
(3,0)1%9, Mas neste caso, G contém K3 como subgrafo induzido, o que também

é um absurdo. g

O teorema a seguir foi provado em [19] e sua prova é apresentada aqui tal como esté

no artigo.

Teorema 4.6 [19] Seja G um grafo cordal. G é um grafo (3,0)*% se e somente se G

nao contém nenhum dos subgrafos da Figura 4.9 como subgrafo induzido.

AN

Ky Ks UK, Grafo Y

Figura 4.9: Obstrugdes minimais do caso (3,0)*!?.

Prova. (=) Podemos verificar facilmente que se G' contém os grafos da Figura 4.9 como

*L1 " Além disso, os subgrafos da

subgrafo induzido, entdo G nao é um grafo cordal (3,0)
Figura 4.9 s@o minimais, pois a retirada de qualquer um de seus vértices torna o grafo
(3,0)"11.

“L1 ou seja, para todo vértice v

(<) Seja G um grafo cordal minimalmente nao (3, 0)
€ V(G), G - v é um grafo cordal (3,0)*"!. Suponha, por contradigdo que G nao contém
nenhum dos subgrafos da Figura 4.9 como subgrafo induzido. Se G é bipartido entao
G ¢é (3,0)~"1. Contradi¢ao. Assim, G contém tridngulo (j4 que G é cordal) A auséncia
dos trés subgrafos induzidos da Figura 4.9 implicam que as seguintes trés afirmagoes se

verificam para qualquer triangulo abc:
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1. todo vértice de G — {a, b, ¢} & adjacente a pelo menos um vértice dentre a, b, ¢;

2. dois vértices distintos de G — {a, b, ¢} que sdo adjacentes a apenas um vértice dentre
a,b,c, devem ser nao-adjacentes entre eles e adjacentes ao mesmo vértice dentre

a? b7 C;

3. nenhum vértice de G — {a, b, c} é adjacente a todos trés vértices a, b, c.

Observe inicialmente que para qualquer triangulo abc em G, dois vértices de G —
{a,b,c} devem possuir um vizinho comum em abc. Caso contrario, digamos que, para
algum triangulo abc, um vértice u é adjacente a a mas nao a b, e v é adjacente a b mas
ndo a a. Como G & cordal, v e v sdo ndo adjacentes. Pela afirmagdo (2), concluimos
que u ou v é adjacente a c; suponha que u seja adjacente a c¢. Entao a,u,c formam um
triangulo, e v € nao adjacente a a e a u; logo pela afirmagao (1) aplicada ao triangulo auc

devemos ter v também adjacente a ¢, e u € v possuem um vizinho comum c.

Agora, suponhamos que G contém um vértice a adjacente a todos outros vértices.Como
G é cordal e nao contém Ky, por hipotese, entao o niimero croméatico de G é menor que 4,
e portanto, 3-colorivel. Assim, G — a deve ser bipartido e entao admite uma M;-particao
onde a é o tnico vértice na segunda parte (aquela que vé todos os vértices das outras

partes).

Finalmente, mostraremos que se G nao possui vértice adjacente a todos os outros
vértices entao G é 3-partido, isto &, (3,0)***. Considere um triangulo abc em G, e
vértices o/, b, ¢ nao-adjacentes a a, b, ¢ respectivamente. E facil ver que o, ¥/, ¢ devem
ser distintos, pela afirmacdo (3) e pelo fato de que dois vértices de G — {a, b, c} devem
ter um vizinho comum no triangulo abc. O ultimo fato agora implica que todo vértice
de G — {a,b,c} tem exatamente dois vizinhos em abc para qualquer tridngulo abc. Se
G nao fosse 3-partido completo ((3,0)""!), entao algum a” adjacente a b e c e algum b”
adjacente a a e ¢ seriam adjacentes entre eles. Contudo, isso contradiz o fato de b’ ter
dois vizinhos em abc’. Logo, G é um grafo 3-partido completo, e a 3-particao é também

uma M;s-particao. m

Seja M**! a matriz definida por

0 *x %
M*’*’l _ % 0 1
* 1 0
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Diferentemente dos teoremas anteriores, nao somos capazes de caracterizar os grafos
cordais (3,0)**! através de subgrafos finitos. Conforme apresentado em [19] e provado

no Capitulo anterior (Lema 3.1), o seguinte resultado expressa tal situacao.

Teorema 4.7 [19] Seja G um grafo cordal. A matriz M**' admite vdrias obstrugoes

cordais minimais, conforme mostra o Figura 4.10.

1 2 3 .. 2n1 2n

Figura 4.10: Obstrucao infinita.

Vale mencionar que os teoremas 4.4 e 4.5 foram demonstrados nesta dissertacao utili-
zando uma técnica diferente da apresentada em Feder et al [19]. Além disso, nesse mesmo
artigo, nao sao apresentadas as obstru¢oes minimais correspondentes aos teoremas 4.4 e

4.5, estas sao duas das contribuicoes deste trabalho.

4.3 3-Coloracao com restricao externa em grafos P;-
esparsos

Esta secao consiste em apresentar caracterizagbes por subgrafos proibidos para os
problemas da 3-coloracdo com restricdes externas para grafos Pj-esparsos. Ao contrario
dos grafos cordais, todos os problemas de 3-coloracao em grafos Pj-esparsos admitem
caracterizacgoes finitas por subgrafos proibidos, conforme podera ser verificado a seguir.

Além disso, tais caracterizagoes constituem as contribuicoes deste trabalho.
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Teorema 4.8 Seja G um grafo Py-esparso. G é um grafo (3,0)**! se e somente se G

nao contém nenhum dos grafos da Figura 4.11 como subgrafo induzido.

AL

Aranha Gorda Aranha Magra K; UK, K,

*,%,1

Figura 4.11: Obstrugdes minimais do caso Pj-esparso (3,0)

Prova. (=) Podemos verificar facilmente que se G contém os grafos da Figura 4.11 como
subgrafo induzido, entdo G nao é um grafo Pj-esparso (3,0)**1. Além disso, os subgrafos
da Figura 4.11 sao minimais, pois a retirada de qualquer um de seus vértices torna o grafo
(3,0)"*1.

(<) Seja G um grafo Pj-esparso minimalmente nao (3,0)**!, ou seja, para todo
vértice v € V(G), G - v é um grafo Ps-esparso (3,0)**1. Suponha, por contradi¢ao que
G nao contém nenhum dos grafos da Figura 4.11 como subgrafo induzido. Como G é um

grafo Pj-esparso, podemos assumir que GG é desconexo, G é desconexo ou GG é aranha:

(i) G é desconexo: Seja G = G1 UGo U ... UGy. Se algum G; for trivial, ou seja, |G|
= 1, entdo, por minimalidade de G, G — G; é (3,0)**!, assim como G também é
(3,0)**! 0 que é um absurdo. Logo, para todo Gy, |G;| > 2. Além disso, G nao
pode ser bipartido, caso contrario, G seria (3,0)**!. Desta forma, podemos concluir
que G contém triangulo, e o mesmo esta contido propriamente em algum G;, logo

G contém K3 U K5, o que é um absurdo.

(ii) G é desconexo: G = G1 + Go + ... + G}. Desta forma consideraremos trés casos:



4.3 3-Coloragao com restricao externa em grafos Pj-esparsos 38

— k > 4: Neste caso, GG contém K4 como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

— k = 3: Se existir algum G; que contenha aresta, entao G contém Ky, que é um
absurdo. Desta forma, todo G; é tal que V(G;) é um conjunto independente,

o que implica em G ser (3,0)**!, que tamém é um absurdo.

— k =2: Se G; e G5 contiverem aresta, entao G contém K, que é um absurdo.
Desta forma, no maximo um deles possui aresta. Se nenhum possuir aresta,
entdao G é (3,0)**1. Se exatamente um possuir aresta e o outro nao, neste

* %, 1

caso G; deve conter triangulo, caso contario seria (3,0)**! mas neste caso G

contém K, que é um absurdo.

(i) G é aranha: G = (S, K, R). Analisaremos dois casos:

(a) |S| = |K| > 2: Entao, G contém a aranha gorda ou G contém a aranha

magra da Figura 4.11 como subgrafo induzido. Absurdo.
(b) |S| = |K| = 2: Analisaremos dois casos:
Se |R| <1 entao G é (3,0)**!, absurdo.
Se |R| > 2 entao ou G contém K, como subgrafo induzido (caso G[R] nao seja

um conjunto independente) ou G ¢é (3,0)**! (caso G[R] seja um conjunto indepen-

dente). -

*,1,1

Teorema 4.9 Seja G um grafo Pj-esparso. G € um grafo (3,0) se e somente se, G

nao contém nenhum dos grafos da Figura 4.12 como subgrafo induzido.

®
Grafo D Grafo E Grafo F
Ky U K, K,

Figura 4.12: Obstrugoes minimais do caso Pj-esparso (3,0)*!!.
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Prova. (=) Podemos verificar facilmente que se G contém os grafos da Figura 4.12
como subgrafo induzido, entdo G nao ¢ um grafo Ps-esparso (3,0)*!!. Podemos afirmar
também que os subgrafos da Figura 4.12 sdo minimais, pois se retirarmos pelo menos um

de seus vértices, o grafo passa a ser (3,0)*51,

(<) Seja G um grafo Pj-esparso minimalmente nao (3,0)*"!, ou seja, para todo

vértice v € V(G), G - v é um grafo Pj-esparso (3,0)%!,

Suponha, por contradicao
que G nao contém nenhum dos subgrafos da Figura 4.11 como subgrafo induzido. Pela
decomposicao dos grafos Py-esparsos, podemos assumir que G é desconexo, G é desconexo

ou (G é aranha:

(i) G é desconexo: Seja G = G; UGy U ... UGy, O grafo G nao pode ser bipartido,
pois caso contrario, G seria (3,0)*!1 absurdo. Desta forma, G contém triangulo e,

assim, G contém K3 U Ky, o que é uma contradicao.

(ii) G é desconexo: G = Gy +Gy+ ...+ Gy Se existir pelo menos um G; tal que V(G;)
¢ um conjunto independente, entdo G — G; nao pode ser bipartido, isto é, (2,0)*,
pois senao G seria (3,0)*Y1. Absurdo! Assim, G — G; contém tridngulo e G contém
K4, o que também é uma contradi¢do. Assim nao existe nenhum G; tal que V(G;)
é um conjunto independente, entao para todo G;, GG; contém aresta, e como k > 2,

ntém Ky urdo!
G contém K, absurdo!
(iii) G ¢ aranha: Analisaremos dois casos:

(a) |S| = | K| > 2: Neste caso, G contém D como subgrafo induzido.

(b) |S| = |K| < 2: Neste caso, S U K induz um P,. Assim, analisaremos dois

subcasos:

Se |R| > 1 entao G contém D como subgrafo induzido, o que ¢ uma contradi-
¢ao.

Se R = () entao G é (3,0)*Y1) 0 que também é um absurdo.

Teorema 4.10 Seja G um grafo Py-esparso. G é um grafo (3,0)19° se e somente se G

nao contém nenhum dos grafos da Figura 4.13 como subgrafo induzido.

Prova.
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Figura 4.13: Obstrugoes minimais do caso (3,0)1%0.

(=) Podemos verificar que se G contém os grafos Figura 4.13 como subgrafo induzido,
entdao G nao ¢ um grafo Py-esparso (3,0)%% Podemos afirmar também que os subgrafos
da Figura 4.13 sao minimais, pois se retirarmos pelo menos um de seus vértices, o grafo

passa a ser (3,0)100.

100 ou seja, para todo vértice

(<) Seja G um grafo Ps-esparso minimalmente nao (3,0)
v € V(G), G - v é um grafo Pj-esparso (3,0)"%° Suponha, por contradi¢ao que G nao
contém nenhum dos subgrafos da Figura 4.13 como subgrafo induzido. Pela decomposicao

dos grafos Py-esparsos, podemos assumir que G é desconexo, GG é desconexo ou GG é aranha:

(i) G é desconexo. G = G1UGyU. .. UGy, k > 2, onde cada G; é conexo. Se algum G,
i=1,...,k, for tal que V(G;) é um conjunto independente, entao, por minimalidade
de G, G—G; ¢ (3,0)4%0 e por consequéncia, G é (3,0)1%0 contradigao. Logo, todo

G, contém um K>, e neste caso, G contém um 2K,. Absurdo.

(ii) G é desconexo. Pela propriedade da decomposicio modular, G = G +Ga+. ..+ Gy,
k > 2, onde cada G; é trivial ou desconexo.
Se k > 3, entao G contém K3 como subgrafo induzido, contradicao.

Se k = 2 entao G = G1+G5. Se algum G contiver Ky entao G contém Ko+ K =2 K,
absurdo. Logo, cada G; é tal que V(G;) é um conjunto independente e, neste caso,

G ¢ (2,0)!, e por consequéncia, G ¢ (3,0)1%°. Absurdo!

(iii) G é aranha, isto é, G contém Py, o que é um absurdo.

Concluimos que o grafo Pj-esparso G é (3,0)1%0 se e somente se nao contém nenhum

dos grafos Py, K3 e 2K, como subgrafo induzido. [
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Teorema 4.11 Seja G um grafo Pj-esparso. G é (3,0)111) se e somente se, G nao

contém nenhum dos subgrafos da Figura 4.14 como subgrafo induzido.

K, P,
Figura 4.14: Obstrugdes minimais do caso (3,0)%"1.

Prova.

(=) Podemos verificar que se G contém os grafos Figura 4.14 como subgrafo induzido,
entdo G nao é um grafo Pj-esparso (3,0)1!, Podemos afirmar também que os subgrafos
da Figura 4.14 sao minimais, pois se retirarmos pelo menos um de seus vértices, o grafo

passa a ser (3,0)bb1,

(<) Seja G um grafo Pj-esparso minimalmente nao (3,0)%"!, ou seja, para todo vértice
v € V(G), G - v é um grafo Ps-esparso (3,0)"11. Suponha, por contradi¢gao que G nao
contém nenhum dos subgrafos da Figura 4.14 como subgrafo induzido. Pela decomposi¢cao

dos grafos Pj-esparsos, podemos assumir que G é desconexo, G é desconexo ou GG é aranha:

(i) G é desconexo. G = G1 UGy U... UGy, k > 2, onde cada G; é conexo. Se todo G;,
i=1,...,k |Gi| =1, entao G ¢ (3,0)"!. Contradi¢ao. Logo, deve existir algum

G, tal que |G| > 2, ou seja, G; contém um K. Neste caso, G contém P3. Absurdo.

(ii) G é desconexo. Pela propriedade da decomposicdo modular, G = G +Ga+. ..+ Gy,
k > 2, onde cada G; é trivial ou desconexo. Se existir algum G; tal que V(G;) é um
conjunto independente, entdo G' — G; nao pode ser (2,0)!, caso contrério, G seria
(3,0)551. Contradicdo. Logo, pelo Teorema 4.2, G — G; ndo deve conter P3 ou
K3 como subgrafo induzido. Em qualquer um dos casos, obtemos um absurdo pela
existéncia de um Ps ou K3 + K; = K4 em G como subgrafo induzido.

Temos que todo G;, i = 1,...,k, G; contém aresta. Como k > 2, G contém Kj,.
Absurdo.

(iii) G ¢ aranha, isto ¢, G contém Pj, o que é um absurdo.

1,1,1

Concluimos que o grafo Py-esparso G é (3,0)""!, se e somente se, ndo contém nenhum

dos grafos K4 e P3 como subgrafo induzido. m
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Teorema 4.12 Seja G um grafo Py-esparso. G € um grafo (3,0)*** se e somente se, G

nao contém o grafo da Figura 4.15 como subgrafo induzido.

K,

Figura 4.15: Obstrugdo minimal do caso (3,0)***.

Prova.

Este resultado segue diretamente do fato de que os grafos Pj-esparsos sao grafos

perfeitos. [ ]

Independentemente, este resultado foi provado em [7].

O capitulo seguinte sintetiza as contribuigoes deste trabalho e apresenta alguns pro-

blemas que sugerimos como trabalhos futuros.



Capitulo 5

Conclusao

Este trabalho considerou o problema da M-particao quando restrito & duas subclasses
de grafos perfeitos: a classes do grafos cordais e a classe dos grafos Pj-esparsos. Consi-
deramos todos os casos de matrizes M com dimensao no maximo 3 e diagonal nula.
Particularmente, descrevemos todas as M-obstrugoes minimais com respeito a matriz M
e a essas classes de grafos. Vale mencionar que no caso das M-obstrucoes dos grafos
cordais, apresentamos uma prova alternativa para alguns casos ja estudados na literatura
[19]. Além disso, ainda para a classe dos grafos cordais, algumas matrizes M nao possuiam
suas M-obstrucoes explicitas, apenas informava que eram finitas. Por fim, estendemos
os resultados apresentados em [40] para a classe dos cografos e matrizes M de tamanho

méaximo trés e diagonal nula para a classe dos grafos Pj-esparsos.

5.1 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, propomos as seguintes diretrizes:

e Encontrar M-obstrugoes minimais para outras matrizes M;

e Encontrar M-obstrucoes minimais para outras classes dos grafos perfeitos, e até

mesmo nao perfeitos;

e Investigar a possibilidade de criarmos uma forma de inferirmos as M-obstrucoes de
Matrizes de tamanho m a partir de matrizes menores para uma determinada classe

de grafos.
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