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Resumo

Este trabalho considera o problema da M-particao em grafos, problema este que
generaliza um grande nimero de problemas naturais de particao em grafos e tem sido
estudado por diversos pesquisadores em vérias classes de grafos. No problema da M-
parti¢do é dada uma matriz simértrica M de ordem m x m definida sobre {0, 1, *}, uma
M-partigdo de um grafo G é uma parti¢do de V(G) em subconjuntos (também chamados
partes) Vi, Va, ..., Vi, tal que para quaisquer dois vértices u € V;, v € V}, temos uv € E(G)
if M(i,j) =1, e uwv ¢ E(G) if M(i,j) = 0. Admitimos também a possibilidade de
i = j; em particular, se M(i,i) = 0, o conjunto V; é um conjunto independente em
G e se M(i,i) = 1, é uma clique. No caso de entradas M(i,j) = * or M(i,i) = x,
isso significa que nao hé restricoes entre as partes e nem nas partes, respectivamente.
Para cada matriz fixa M, o problema da M-particao consiste em decidir se um grafo de
entrada G admite uma M-particao. Devido a dificuldade do problema da M-particao,
este trabalho considera o problema quando restrito & classe dos cografos e quando a
matriz M tem uma estrutura particular, a saber, quando m =4 e M(i,i) = 0, para i =
1,...,4. Caracterizamos todos os cografos que admitem uma M-particao com respeito a
M. Mais precisamente, nosso resultado fornece um caracterizagao por subgrafos proibidos
(chamadas M-obstrucoes) para que um dado cografo admita uma M-particao para cada
possivel matriz M (respeitando nossas restrigoes). Observe que o problema tratado neste
trabalho pode também ser visto como uma variante do problema da k-coloracdo (para
k = 4), onde ha restrigoes entre cada um dos conjuntos independentes que definem a
coloracao.

Palavras-chave: Cografos, Particao em grafos, M-parti¢ao, M-obstrucao, Cografos-
(4,0).



Abstract

This work considers the matrix partition problem which generalizes a number of na-
tural graph partition problems, and have been studied by many researchers in several
standard graph classes. In the M-partition problem it is given an m X m symmetric ma-
trix M defined over {0, 1,*}. An M-partition of a given graph G is a partition of V(G)
into parts Vi, V5, ..., V,, such that for distinct vertices u € V;, v € V}, we have uv € E(G)
if M(i,j) =1, and uwv ¢ E(G) if M(i,5) = 0. Note that we admit ¢ = j; in particular, if
M(i,i) = 0, the set V; is an indepenent set in G, and if M(i,7) = 1, it is a clique. Also
note that entries M (i,j) = % or M (i,i) = * means that there is no restriction between
parts ¢ and j or in the part 7, respectively. For each fixed matrix M, the M-partition
problem consists of deciding whether or not an input graph G admits an M-partition.
Given the difficulty of the M-partition problem, this work considers the problem when
restricted to the class of cograph and when M has a particular structure, given by m = 4
and M(i,i) =0, for i = 1,...,4. We characterize cographs with admit an M-partition
with respect to such matrix M. More specifically, our work gives a characterization for
a cograph to admit an M-partition by forbidden subgraphs (also called M-obstructions)
for each possible matrix M (respecting our restrictions). Observe that our particular
problem can also be viewed as a variant of the k-coloring problem (for & = 4), where we
can impose some restrictions between each independent set that defines the coloring.

Keywords: Cographs, Graph Partition, M-partition, M-obstruction, Cographs-(4,0)
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos grafos esté se tornando cada vez mais importante devido & sua aplicacao
em diversas areas da matemaética, ciéncia e tecnologia. Um problema bastante estudado
em Teoria dos Grafos e com diversas aplicacoes praticas é o problema da k-coloracao.
O estudo de coloracao de grafos surgiu do famoso problema das quatro cores e tem sido
uma das principais areas da teoria dos grafos por mais de 50 anos. Neste problema é
dado um grafo G' e um inteiro positivo k e o objetivo consiste em verificar se os vértices
de G podem ser rotulados (coloridos) com no maximo k rotulos (cores) de forma que
vértices adjacentes tenham rotulos (cores) distintos. Esse é um problema N P-completo

para k > 3, conforme mostrado em [16] e polinomial, caso contrario.

E facil ver que o problema da k-coloracio pode ser visto como um problema de
particionamento em grafos onde, dado um grafo G e um inteiro positivo k, objetiva-
se determinar se o conjunto de vértices de G pode ser particionado em (no maximo) k
conjuntos independentes (i.e., nenhum vértice no conjunto é adjacente a outro vértice do

mesmo conjunto).

Em geral, muitos problemas combinatérios podem ser vistos como um problema de
particao em grafos onde, dado um grafo GG, deseja-se particionar o conjunto de vértices
de G em subconjuntos satisfazendo certas restrigdes internamente (pode-se, por exem-
plo, exigir que um determinado conjunto seja um conjunto independente ou uma clique) e
externamente (pode-se exigir que dois conjuntos sejam completamente ndo adjacentes (ne-
nhum vértice de um conjunto é adjacente a qualquer vértice do outro) ou completamente

adjacentes (cada vértice de um conjunto é adjacente a todos os vértices do outro).

Outro problema bastante conhecido de particionamento de grafos é verificar se um

dado grafo G é split, ou equivalentemente, verificar se o conjunto dos vértices de G' pode
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ser particionado em dois subconjuntos, dos quais um ¢ independente e o outro ¢ uma
clique. O grafo split foi considerado inicialmente por Foldes e Hammer [15], em 1977. O

reconhecimento de grafos split pode ser realizado em tempo linear [I§].

Brandstidt propos uma generalizacao dos grafos split, definindo uma nova classe de
grafos, a classe dos grafos-(k,¢) como sendo aquela formada pelos grafos cujo conjunto de
vértices pode ser particionado em £ conjuntos independentes e ¢ cliques. Brandstiadt em
[5L 6], 2] considerou em particular as classes de grafos-(2, 1), grafos-(1,2) e grafos-(2,2),
apresentando algoritmos polinomiais para reconhecé-las. Feder et al. em [32] também
apresentaram algoritmos polinomiais para o reconhecimento destas classes que surgiram
como sub-produto de algoritmos de particao em subgrafos densos e esparsos. Por outro
lado, sabe-se que reconhecer grafos-(k, ¢) para k > 3 ouf > 3 é N P-Completo [5,[6]. Como
por exemplo, podemos considerar a classe dos grafos-(k,0), que corresponde novamente

ao problema de reconhecer se um dado grafo é k-colorivel.

Com o intuito de reconhecer grafos-(k,¢), para k > 3 ou ¢ > 3, alguns autores
estudaram o problema quando restrito & subclasses de grafos. Hell, Klein, Nogueira e
Protti, em [25], apresentaram uma caracteriza¢ao e um algoritmo de reconhecimento com
complexidade O(n(n + m)) para os grafos cordais-(k,¢). Raquel et al. em [28, 27, 29]
também apresentou uma caracterizagao, bem como um algoritmo linear, para as classes

dos cografos, dos grafos Pj-esparsos e dos grafos P, laden estendidos.

Um problema ainda mais geral que o problema da k-coloracao e que também gene-
raliza os grafos-(k,[) é o problema da M-partigao que foi introduzido por Feder et. al e
apresentado em [32, [12] como segue: Seja M uma matriz simétrica fixa de ordem k X k
definida sobre {0, 1, %}. Uma M-parti¢do do grafo G é uma particdo do conjunto de vér-
tices V(G) em k subconjuntos (também chamados partes) Aj, As, ..., A, tais que A; é
um conjunto independente se M (i,i7) = 0, ou completo se M (i,i) = 1 (sem restricao se
M(i,i) = %) e tal que A; e A; sdo completamente nao adjacentes se M (i,j) = 0, ou

completamente adjacentes se M(i,7) = 1 (sem restricdo se M (i, j) = *).

O problema da M-particao objetiva determinar se um dado grafo G admite uma

M-particao.

Em [31], Feder, Hell e Hochstéittler mostraram que todos os problemas de partigao
(M-particao) quando restritos a classe dos cografos admitem algoritmos polinomiais e ca-
racterizacoes por subgrafos induzidos proibidos. Em particular, eles limitam o tamanho
da maior estrutura proibida minimal para os cografos-(k,¢). Em [L1], Feder e Hell apre-

sentaram um estudo ainda mais geral sobre problemas de partigao (M-parti¢ao) quando
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restritos a classe dos grafos perfeitos. Alguns outros trabalhos foram considerados nesse

problema e podemos citar: [24] 10} 33 [34].

Este trabalho considera o problema da M-particao quando restrito a classe dos co-
grafos e quando M é uma matriz de ordem 4 com diagonal nula. Consideramos todas as
possiveis matrizes que satisfacam a estes critérios. Portanto, M é uma matriz de ordem
4 onde M(i,i) =0, parai =1,...,4 e, parai # j, M(i,j) € {0,1,*}. Nosso resultado,
apresentando no capitulo 3| desta dissertacao caracteriza os cografos que podem ser par-
ticionados em 4 conjuntos independentes e que respeitam as condigoes externas impostas
pela matriz M. Mais precisamente, nosso resultado fornece uma caracterizacao por sub-
grafos proibidos para que um cografo admita tal M-particao. Tais subgrafos proibidos
para uma determinada matriz M sao também chamados de M-obstrucoes. Nosso obje-
tivo é encontrar M-obstru¢oes minimais dos cografos para a matriz M (conforme definida

anteriormente).

Na literatura |13, 20, B5] é possivel encontrar trabalhos que determinam as M-
obstrugoes minimais para algumas subclasses dos grafos perfeitos, quando M também
apresenta uma estrutura especial. Em particular, em [I3] é apresentada uma caracteri-
zagao por subgrafos proibidos para matrizes menores que 4. Além disso, em [20 35] &

apresentada uma caracterizacdo dos cografos para matrizes de ordem no méaximo trés.

A préxima secao apresenta a organizacao deste trabalho.

1.1 Organizacao do Trabalho

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. No Capitulo [I} sdo dadas as de-
finigbes e notagoes utilizadas no decorrer da dissertagao. No Capitulo [2| descrevemos
mais detalhadamente a classe dos cografos e apresentamos algumas de suas caracteristi-
cas gerais e abordaremos o problema da M-parti¢do. No Capitulo [3} apresentamos uma
caracterizagao por subgrafos proibidos para os Cografos-(k, 1), i.e, caracterizamos os co-
grafos que adimitem uma M-particao para todas as matrizes de ordem k = 4 e diagonal
principal nula. Finalmente, conlcuimos esse trabalho no Capitulo 4| fazendo algumas

reflexdes sobre trabalhos futuros.

Na préxima secao sao definidos alguns conceitos basicos da teoria dos grafos e notagoes

adotadas ao longo deste trabalho.
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1.2 Definicoes Basicas

Neste capitulo, introduzimos definicoes basicas e notacoes que sao neceséirias para a
compreensao desse texto. As defini¢oes e notagoes adotadas nesta secao foram retiradas

das seguintes fontes de referéncia: [16, [17]

Defini¢ao 1.1 Um grafo simples é um par ordenado G = (V, E), onde V é um con-
junto finito ndo-vazio de vértices, denotado por V(G) e E é um conjunto de pares ndo-

ordenados de vértices distintos, chamados arestas, e denotado por E(G).

A cardinalidade do conjunto de vértices é denotada por n, ou |V|, e a do conjunto

de arestas por m, ou |E|.
Um grafo G € dito trivial se |V (G)| = 1, isto é G possui um tunico vértice.

Um vértice u é adjacente a outro vértice v em G se (u,v) € E(G). Neste caso,
dizemos que u e v sdo vizinhos em G, e que a aresta e = (u,v) € incidente a u e a
v, ou que tem extremos u e v (usamos também a nota¢io uv para erpressar que u é
adjacente a v. Denotamos por N(u) o conjunto de vértices adjacentes a u em G e tal
congunto € chamado de vizinhanga de u, e por N[u| o conjunto N(u)U {u} é chamado

de vizainhancga fechada de u.

O grau de um vértice v € V(G), denotado por d(v), € o nimero de arestas incidentes

ao vértice v.

Observacao 1.1 Neste trabalho, wremos utilizar a denominacao grafos para denotar o

que definiremos como grafos simples.

Observacao 1.2 Utilizaremos a notagio n = |V(G)| e m = |E(G)| para denotarmos a
cardinalidade de V(G) e E(Q), respectivamente. Definimos as arestas como sendo pares

nao-ordenados, mas serao indicadas como sendo pares ordenados, isto é, (u,v) ao invés

de {u,v}.

Defini¢ao 1.2 Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) CV(G) e E(H) C
E(G). Dado um conjunto de vértices Y C V(G), Y # (), o subgrafo induzido por Y,
denotado por G[Y| é o subgrafo H de G tal que V(H) =Y e E(H) € o conjunto das

arestas de G que tém ambos os extremos em Y .

Observacao 1.3 Neste trabalho assumiremos que todos os termos subgrafo que usarmos

refere-se a nocao de subgrafo induzido.
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Definicao 1.3 Um caminho num grafo G é um passeio P = vy, vs,...,v; onde 0s v.s

sGo vértices (dois a dois distintos), e (v;,v;11) € E(G), 1 <i <k —1.

Definicao 1.4 Uma corda em P ¢é uma aresta que liga dois vértices nao-consecutivos
de P. Um caminho induzido é um caminho sem cordas, e denotado por P, o caminho
duzido por k vértices. Dizemos que um grafo é Py-free quando nao contém um Py, como

subgrafo.

Definicao 1.5 Um passeio vy, ...,V Vki1, € denominado ciclo quando vy, ..., v for um

caminho, k > 3 e vy = Ugy1.

Definicao 1.6 Um grafo G € dito ciclico quando G contém um ciclo como subgrafo.

Caso contrdrio, dizemos que G € aciclico.

Defini¢ao 1.7 Um conjunto S é mazimal (minimal) em relacio a uma determinada
propriedade P se S satisfaz P, e todo conjunto S’ que contém propriamente S (que estd

contido propriamente em S) nao satisfaz P.

Definicao 1.8 Um grafo G é completo se quaisquer dois vértices distintos de G sao

adjacentes. Denotamos por K, o grafo completo com n vértices.

Definicao 1.9 Um conjunto de vértices I de um grafo G é um conjunto independente
se G[I] é um grafo sem arestas. Um conjunto independente I é dito mazimal se para
qualquer conjunto independente I' tal que I C I entdo I = I'. Definimos por a(G) o

tamanho do conjunto independente mdximo, isto é:
a(G)=maz { |V'| /] V' CV eV éum conjunto independente de G}.

Defini¢ao 1.10 Um conjunto de vértices C de um grafo G € uma clique se G[C] é
um grafo completo. Denotamos por Ky uma clique de k vértices. Uma clique C € dita
maximal se para qualquer clique C' tal que C C C' entdo C = C'. Denotamos por w(@)

o tamanho da clique mdxima, isto é:
W@ =maz {|V'| /] V' CV eV éuma clique de G}

Definicao 1.11 O complemento de um grafo G, denotado por G, € o grafo que possui o
mesmo conjunto de vértices de G e tal que dois vértices sao adjacentes em G se e somente

se nao sao adjacentes em G.
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Definicao 1.12 Uma colorag¢do de um grafo G é uma particio de V(G) onde cada
classe da particao € um conjunto independente. Uma k-coloragcao ¢ uma particao de
V(G) em k classes. O nimero cromdtico de G, denotado por x(G), é o menor k para
o qual existe uma k-coloragao de G. Neste caso, dizemos que o grafo G € k-cromdtico

ou k-colorivel.

Definicao 1.13 Um grafo G ¢é perfeito quando seu nimero cromdtico € igual ao ta-
manho da clique mdzima, isto é, x(G) = w(G). Temos uma caracteriza¢io de extrema
importdncia para os grafos perfeitos conjecturada por Berge [{4] em 1961 e provada em
2002[22] por Chudnovsky, Robertson, Seymour e Thomas e publicada em 2006{23] por
eles, na qual diz que G € perfeito se e somente se G € um grafo berge, isto €, G e o seu

complemento, G, nao admitem ciclo impar induzido maior ou igual a 5.

Definicao 1.14 Um grafo é dito bipartido quando seu conjunto de vértices pode ser
particionado em dois subconjuntos Vi, Vs, tais que toda aresta de G une um vértice de Vi
a outro de Va, isto €, podemos particionar V(G) em dois conjuntos independentes. Um
grafo é dito bipartido completo se € bipartido e possui uma aresta para cada par de
vértices vy, Vs, sendo vy € Vi e vy € Vo. Denotamos por K, ,, o grafo bipartido completo,

onde |Vi| =n e |Va| = m.

Definicao 1.15 Um grafo G é conexo se para todo par de vértices distintos v e w de G
existe um caminho de v a w. Caso contrdario, G € dito desconexo. Uma componente

conexa de G ¢ um subgrafo maximal conexo de G.



Capitulo 2

M-particoes em Cografos

Este capitulo tem como objetivo definir o problema que serd abordado neste traba-
lho: o problema da M-particao em cografos. Em particular, iniciamos definindo a classe
dos cografos apresentando algumas de suas caracteristicas estruturais, essenciais para o
desevolvimento dessa dissertacao. Em seguida, definimos o problema da M-particao e
apresentamos alguns dos resultados da literatura no que diz respeito ao problema da

M-particao em cografos e em outras classes de grafos.

2.1 Cografos

Na década de 70, varios pesquisadores discobriram os cografos de forma indepen-
dente. Como consequéncia deste fato, surgiram diferentes definicoes e nomes para a classe.
Jung[19] usou o termo grafos Dx, Seinsche definiu como sendo o grafo que nao contém
caminho induzido com quatro vértices como subgrafo induzido (P;), Summer [30] como
grafos HD (ou Hereditary Dacey) e Corneil[7] considerou como sendo os grafos redutiveis

por complemento.

Os cografos sao muito pesquisados na literatura, principalmente no que se refere aos
problemas de particionamento. O interesse por cografos deve-se ao fato de que, graca
as suas propriedades estruturais, muitos problemas podem ser resolvidos mais facilmente
para essa classe[7]. Alguns problemas que sao dificeis de serem resolvidos para grafos
em geral, admitem algoritmos mais simples, e muitas vezes lineares, para cografos. Como
exemplo, podemos citar o problema N P-completo da k-coloracao. Este pode ser resolvido

em tempo linear para a classe dos cografos [9].
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Definigao 2.1 [21] Os cografos sao definidos recursivamente através da sequinte defini-

cao formal:

(i) O grafo trivial (K1) é um cografo;
(ii) Se G1, ..., Gy sao cografos, entdo a sua unidgo GyUGyU. .. UGy também é cografo;

(iii) Se G ¢é cografo, entdo G também é cografo.

A Figura mostra um exemplo de todos os possiveis cografos com até 4 vértices:

o o
(a) K1 (b) KiUK: (c) Ki+ K1 (d) LUK,

e s

( KzUKl 12+K1 K2+K1 IgUKl

\._\..%..{ﬂ

() LUK, YK uPy (k) s+ K (1) Ka UK,

DD < <P

m) K3UK;, (n) Ki+DP; ) I + I ) I+ Ky (q) Ko+ Ko

Figura 2.1: Todos os cografos com até 4 vértices.

Observe que na Figura estao contemplados todos os cografos com até quatro vér-

tices e que para todo grafo H desta figura, seu complemento H também esta contemplado
nela. Por exemplo, o grafo [2.1](j) ¢ o complemento do grafo [2.1(n).
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Além da definicao de cografos, o seguinte teorema apresentado por Corneil, Lerchs e
Bulingham [8] fornece uma caracterizagao dos cografos por subgrafos proibidos e estabe-

lece uma caracteristica importante dos cografos com relacao a sua conectividade.

Teorema 2.1 [8/ Dado um grafo G, as sequintes afirmag¢oes sio equivalentes:
(i) G € cografo;

(i) G nao contém um Py como subgrafo induzido;

(11i) O complemento de todo subgrafo conexo nao trivial de G é desconexo.

Corolario 2.1 Um grafo G é um cografo se e somente se para todo subgrafo H de G com

pelo menos dois vértices, exatamente uma das condicoes abaixo € satisfeita:

(i) H € desconezo;

(ii) H é desconero;

A seguinte defini¢ao apresentada em [21] afirma que os cografos podem ser represen-

tados por uma arvore de decomposicao tinica, denominada co-drvore.

Definigdo 2.2 Uma co-drvore T(G) = (Vi) Er)) € wma drvore que representa um
grafo G = (V, E), onde os nds internos da co-drvore T(G) sao rotulados com U ou + e
suas folhas sao exatamente os vértices de G. Dois vértices u e v de G sao adjacentes se
e somente se o menor ancestral comum entre u e v em T(G) for rotulado com +, caso

contrdrio, estd rotulado com U.

Corneil et al. [7] provaram que um grafo G é um cografo se e somente se tem uma
representacdo em uma co-arvore T'(G). Um grafo pode ser construido a partir de sua

co-arvore em tempo polinomial atribuindo a cada n6 ¢t € V(G) um grafo G:
e Para cada folha v € V(G), o grafo G, é um grafo de um tnico vértice G, = (v,0)
contendo somente o vértice folha em si.

e Para um né interno t € Vp(q) \ V rotulado com U, o grafo G; é a uniao disjunta

Gy, U...UG,, dos grafos de seus n nos filhos uy, ..., u, em T(G).
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e Para um no6 interno t € Vp (g \ V rotulado com +, o grafo G; é a juncao G, +...+
Gu, =V U...UV, E,U...UE, U{exy|l <i,j<ncomi#jexclV,,
y € Vi, }) dos grafos de seus n noés filhos uy,. .., u, em T(G).

A figura [2.2] mostra um cografo e sua co-arvore.

Figura 2.2: Exemplo de um cografo G e sua co-arvore T'(G).

O grafo G, com raiz r € V() de T(G) é o cografo que T(G) representa. Corneil et
al. [9] provaram que uma coarvore tnica de um cografo pode ser construida em tempo
linear. Bretscher et al. [3] desenvolveram um algoritmo de reconhecimento de cografos

mais facil que é executado em tempo linear.

Como referéncia classica para cografos, sugerimos o paper de Corneil et. al [§], e o

livro de Brandstidt et al. [I] para mais detalhes e referéncias atualizadas.

2.2 M-Particao

Esta secao considera um problema bastante estudado atualmente: o problema da
M-particao, que generaliza diversos problemas. Como exemplo, podemos citar o famoso
problema da k-coloracao que consiste em verificar se o conjunto de vértices de um dado
grafo G pode ser particionado em k conjuntos independentes (permitimos que alguns
desses conjuntos sejam vazios), ou equivalentemente, verificar se o conjunto de vértices
de GG pode ser colorido com no maximo k cores de forma que vértices adjacentes tenham
cores diferentes. Um outra generalizacao deste tltimo problema e um caso particular do
primeiro, é o problema dos grafos-(k,[) que consiste em verificar se o conjunto de vértices
de G pode ser particionado em no maximo k conjuntos independentes e no méximo [
cliques (ndo necessariamente maximais). E facil ver o caso em que | = 0 correspondente

ao problema da k-coloracao.

O problema da M-parti¢do foi inicialmente definido por Feder et.al [32] e desde entao,

varios outros trabalhos tem sido desenvolvidos nesse tema [28| 27, 29, BT], 12, 13| 14} 33,
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111, 23]

Ao discutir classes de problemas de particao, padrdes sao usados para descrever as
exigéncias de uma particao. Em particular, os padroes que examinaremos especificam
problemas de particao em que o conjunto de vértices de um dado grafo sao particionados
em conjuntos independentes, ou clique, ou alguma combinacao de conjuntos independentes
e cliques. Além disso, podemos exigir que duas partes de vértices na particao sejam
completamente adjacentes, ou completamente nao-adjacentes. Formalmente, utilizam-se

matrizes para descrever tais padroes.

Definigao 2.3 [32] Seja M uma matriz simétrica fiza de ordem k X k definida sobre
{0,1,%}. Uma M-particio do grafo G é uma particio do conjunto de vértices V(G) em
m subconjuntos Vi, Vs, ..., V,,, tais que:

e se M(i,i) =0, entdo, V; é um conjunto independente,

e se M(i,i) = 1, entdo, V; € uma clique,

e Se M(i,1) = *, entdo, nao hd nenhuma restricio sobre as arestas entre os vértices,

e se M(i,5) =0, entao, V; e V; sao completamente nao adjacentes,

o se M(i,j) =1, entdo, V; e V; sao completamente adjacentes, e

Se M(i,7) = *, entao, ndo hd nenhuma restrigao sobre as arestas entre V; e V;.

Para uma dada matriz fixa M, o problema da M -particao consiste em determinar se

um dado grafo G admite uma M-particao.

Um grafo G nao admite uma M-partigdo é também chamado de uma M -obstrucao.
Além disso, se G é uma M-obstrucao mas ao apagar qualquer vértice de GG resulta num

grafo M-particionavel, entao G é uma M -obstru¢cao minimal.

Observe que podemos assumir que nenhum elemento na diagonal principal é asterisco,
caso contrario o problema seria trivial. Toda matriz sem * na diagonal pode ser escrita
na forma de blocos. E possivel permutarmos linhas e colunas da matriz de forma que
as k primeiras linhas tenham 0 na diagonal principal e as [ ultimas linhas tenham 1 na
diagonal principal. Neste caso, a matriz pode ser considerada como tendo quatro blocos:
uma matriz diagonal A de ordem k x k com diagonal nula , uma matriz B de ordem [ x [
com diagonal de 1’s, e uma matriz C' de ordem k x [ de elementos fora da diagonal de M

e sua transposta. A Figura [2.3 representa uma matriz de bloco.
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k+1
k+2

" \_

Figura 2.3: Matriz de Blocos.

<
I

Dizemos que uma matriz M é uma matriz constante se os elementos fora da diagonal
principal de A sao todos iguais, digamos a, os elementos fora da diagonal principal de B
sao todos iguais, digamos b, e todas as entradas de C' sao iguais, digamos c. Neste caso,
também dizemos que M é uma matriz bloco-(a, b, c). Observe que podemos assumir que

a# 0eb+# 1, caso contrario, poderiamos diminuir & ou /.

Se a matriz M é uma matriz de bloco-(x, *, *), entdo uma M-particdo de G consiste
numa particao de G em k conjuntos independentes e [ cliques. Tais particoes foram
introduzidas por Brandstiddt em [5]. Grafos que admitem tal particio sdo chamados
grafos-(k,1). Observe que nesse tipo de partigdo, nenhuma restrigdo é feita entre as
partes, apenas nas partes. Grafos-(k,[) foram estudados em [25] 20] para a classe dos
grafos cordais, em [11]| para a classe dos grafos perfeitos, em [27, 24] para a classe dos

cografos e Py-esparsos e em [28] para a classe dos grafos Ps-laden estendidos.

A seguir, apresentamos alguns resultados no que diz respeito ao problema da M-

particao quando restrito a classe dos cografos.

2.3 Alguns resultados de M-particao em Cografos

Em [31], Feder et al. mostraram que todos os problemas de M-parti¢do para cografos
admitem algoritmo polinomial, além de algumas caracterizacoes por subgrafos proibidos.
Na verdade, eles apresentaram um limite no tamanho do maior cografo que é uma M-

obstrucao minimal.

Teorema 2.2 [71|] Seja M wma matriz de bloco-(x, *,x). Entdao cada M-obstrug¢ao mini-

mal de um cografo é (k + 1)-colorivel e particiondvel em | + 1 cliques.
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Corolario 2.2 [31] Seja M uma matriz de bloco-(*,x,*). Entdo cada M-obstrug¢ao mi-

nimal de um cografo possui exatamente (k + 1)(1 + 1) vértices.

Corolario 2.3 [31] Se M ¢é uma matriz constante e G uma M-obstru¢ao minimal que é

cografo, entao G possui, no mdzimo, (k+ 1)(1 4+ 1) vértices.

Uma resultado bem interessante é a classe de unides de cliques, ja& que a mesma
¢ uma subclasse dos cografos (enquanto os cografos sdo os grafos que nao contém P,
como subgrafo induzido, a classe de unides de cliques sao os que nao contém P; como
subgrafo induzido). Ainda considerando o problema da M-partigao sem listas, Feder et
al. [31] apresentaram uma caracterizagao por subgrafos proibidos para a classe de unioes

de cliques.

Teorema 2.3 [F1|] Seja M uma matriz m X m, que possui apenas 0’s na diagonal princi-
pal, apenas um 1 fora da diagonal e x em qualquer outra posicao fora da diagonal. Entao

M possui apenas duas obstrucoes minimais que sao cografos, isto €, K11 e K,, U K,, 1.

No proximo Capitulo apresentamos uma prova alternativa desse resultado quando m =
4. Vale ainda mencionar que os resultados do préximo Capitulo caracterizam exatamente
os cografos em termos de M-obstrucoes minimais quando M é uma matriz de ordem 4

com diagonal nula e constituem os resultados desse trabalho.



Capitulo 3

Cografos-(4,0) com restrigoes externas

Neste capitulo, consideramos o problema da M-particao para matrizes quadradas M
de ordem m = 4 com diagonal nula e apresentamos uma caracterizacao dos cografos M-
particionaveis em termos de M-obstrugoes, i.e., dado um cografo G' e uma matriz simétrica
M de ordem quatro com diagonal nula, nosso resultado exprime quando um cografo G

admite uma M-particao.

Em [35] foram apresentadas as M-obstrugoes para os cografos para matrizes M de
ordem no maximo trés. Neste trabalho consideramos o problema da 4-coloracao com res-
tricoes externas, ou no contexto de M-particao, dados um cografo e uma matriz M de
ordem 4 com diagonal nula desejamos verificar se o dado cografo admite uma M-particao,
ou equivalentemente, se pode ser particionado em quatro conjuntos independentes. Ob-
serve que permitimos a possibilidade de restrigoes externa entre as partes (conjuntos
independentes). Neste caso, os elementos fora da diagonal principal podem ser *, 0 ou 1.
Lembremos que se M; ; = 0 entao as partes i e j devem ser completamente nao adjacentes.
Se M;; = 1 entao as partes 7 e j devem ser completamente adjacentes. E, por fim, se
a parte M, ; = %, nao ha restricoes entre as partes. A seguir, consideramos as particoes

oriundas de todas possiveis matrizes de ordem quatro com diagonal nula.

Nosso problema de M-partigao também pode ser visto no contexto de grafos-(k,1).
Um grafo é dito (k,[) se seu conjunto de vértices pode ser particionado em k conjuntos
independentes e [ cliques (ndo ha restrigoes entre as partes). No caso da nossa matriz M,
teremos que reconhecer grafos (4, 0) com possiveis restri¢oes externas. Usaremos a notagao
(k:,l){“%“?"“’“lf’“"“?l""’“f}, i = 1,...,k — 1 para representar uma M-particao em que M
¢ uma matriz com k elementos nulos na diagonal principal, ou seja, uma particao em

k conjuntos independentes: Xi, Xs,..., X}, onde cada a] representa a restricdo externa
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entre os conjuntos X; e X;. No caso particular em que temos apenas duas partes, por
exemplo, (2,0), usamos a notagao (2,0)%, i = 0,1, * para representar nenhuma aresta
entre as duas partes, todas as arestas entre as duas partes ou sem restricao entre as duas

partes, respectivamente.

Observe que algumas matrizes sao equivalentes, i.e., correspondem a um mesmo pro-

blema de particao. Figura [3.1] contempla esta situacgao.

5 1 - 4 B
1 0 *
M=
* x 0
*  x %
C D
0 * * x A B
, *0**
M=
* %0 1
* x 1 0
C D

Figura 3.1: Casos equivalentes.

Observe ainda que algumas matrizes representam problemas de parti¢cao que podem

ser reduzidos a casos menores, i.e., a problemas de particao de matrizes de ordem menor

que quatro. Esses casos sao ilustrados nas Figuras[3.2] 3.3 3.4} 3.5 e 130 serao

considerados aqui. Caracterizagoes desses casos para cografos podem ser encontradas em

[35].
A B A B A B A B
O i O O
CO D C D C D C D
A B A B y B A B
%
C D C D C D C D w0

Aglg | |
C D C D C D Cc D

Figura 3.2: Partigoes que se reduzem ao caso (2,0)".
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A
O % O—O
CO D ¢ D ¢ D CO_OD
A g A B 4 B 4 B
O=0O ;
%
c D CO_OD c D C D e
A B B
0%0 c D

Figura 3.3: Particoes que se reduzem ao caso (2,0)*.
O O
O O
Figura 3.4: Particao que se reduz ao caso (2,0)°
AO(/\{f ;B | | A%B A%B
c D C%D c D ¢ D
Figura 3.5: Parti¢oes que se reduzem ao caso (3,0)***.

7

= 0 O

C (3 0 111
Figura 3.6: Parti¢oes que se reduzem ao caso (3,0)"11.
) s A B A B A B
c D cE iD cE iD c D i
A B, s A B
% % h
c D

1,%,%

Figura 3.7: Parti¢oes que se reduzem ao caso (3,0)
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A%B A%B

C D C D C D i
A B A B

% % .
C D Cc D

Figura 3.8: Parti¢oes que se reduzem ao caso (3,0)*!.

Cc D

Por fim, a Figura representa todos os casos de matrizes de ordem quatro a menos
de reducgoes e equivaléncias. Os resultados seguintes, caracterizam cada um dos casos

apresentados na Figura |3.9| através de obstru¢oes minimais.

Teorema 3.1 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)' se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura[3.100 como subgrafo induzido.

Prova.
Figura representa a M-particao (4,0)%.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura
como subgrafo induzido, entdo G nao é um cografo (4,0)'. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4,0).

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)!, ou seja, para todo vértice v
€ V(G), G - v é um grafo (4,0)*. Suponha, por contradigao, que G' niao contém nenhum
dos grafos da Figura como subgrafo induzido. Como G ¢ cografo, temos que G ou G

¢ desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G; UGo U ... UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
conexo. Se algum G; for trivial, pela minimalidade de G, temos que G' = G — G; é
(4,0)}, assim G = G’ — G; também ¢ (4,0)!, uma contradi¢ao. Portanto, para todo
1 =1,2...,k, G; contém K,. Além disso, G deve conter K3, caso contrario, G seria
bipartido e, consequentemente, G seria (4,0)!, o que seria uma contradigao. Neste

caso, G contém K3 U K, como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

(ii) G é desconexo: G = Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo. Se existir algum G; tal que V(G;) é um conjunto independente entao
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| | % % %
@ Q @

(a) Caso (4,0)! ) Caso ( ) Caso ( ) Caso ( ) Caso (

A ﬁ i B A : : B A B g i g i
C D C D C D

(f) Caso (4,0)% (g) Caso (4,0)” (h) Caso (4,0)® (i) Caso ( ) Caso (
Aﬁla | | m % %
Cc D C D

(k) Caso (4,0)!! (1) Caso (4,0)!? (m) Caso (4,0)'3 (n) Caso (4,0)** (o) Caso (
A%B | | % % %
c D C D

(p) Caso (4,0)'6 (q) Caso (4,0)'7 (r) Caso (4,0)'® (s) Caso (4,0)'° (t) Caso (

%E%%E

) Caso (4,0)?* (v) Caso (4,0)?? (w) Caso (4,0)?* (x) Caso (4,0)%* (y) Caso (4,0

Figura 3.9: Possiveis M-particoes em matrizes de ordem 4 nao redutiveis e nao equiva-

lentes entre si.

b) K3 U K>

Figura 3.10: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)".
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Figura 3.11: M-partigao-(4,0)'.

G' = G—G; deve conter K3 como sugrafo induzido, caso contréario G’ seria bipartido
e (4,0)!, o que ¢ um absurdo. Logo, G’ = G — G; contém Kj3. Mas, neste caso,
obtemos novamente uma contradi¢ao ja que G contém K, como subgrafo induzido.
Portanto, para todo i = 1,...,k, G; contém K5, implicando em G conter K, como

subgrafo induzido. Absurdo. =

Para simplificar e nao se tornar muito repetitiva, nas provas das reciprocas dos te-
oremas que seguem, consideraremos que G é um grafo minimalmente nao (4,0), i.e, a

retirada de qualquer vértice de G torna-o (4,0).

Teorema 3.2 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)? se e somente se G nao contém

nenhum dos grafos da Figura|3.12 como subgrafo induzido.

(a) Ky (

b) K3 U Ko
Figura 3.12: Subgrafos proibidos para o caso (4,0).
Prova.

Figura representa a M-particao (4,0)2.

A B

C D

Figura 3.13: M-particao-(4,0)2.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura

.12 como subgrafo induzido, entdo G nao ¢ um cografo (4,0)%. Pode-se também verificar
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que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4,0)%

(<) Seja G um cografo que é minimalmente nao (4,0)?. Suponha, por contradicao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura |3.10| como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que G ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G; UGy U ...UGg, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
conexo. Se algum G; for trivial, pela minimalidade de G, temos que G' = G — G, é
(4,0)%, assim como o proprio G = G’ U G;, uma contradi¢ao. Portanto, para todo
i =1,2....,k, G; contém K,. Além disso, G deve conter K3, caso contrario, GG seria
bipartido e consequentemente (4,0)2, o que seria uma contradigao. Neste caso, G

contém K3 U K5 como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

(ii) G é desconexo: G = Gy + G + ... + Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
desconexo. Se existir algum G; tal que V(G;) é um conjunto independente entao
G' = G—G; deve conter K3 como sugrafo induzido, caso contréario G’ seria bipartido
e, consequentemente, G seria (4,0)?, o que é um absurdo. Logo, G’ = G — G; deve
conter K3. Mas, neste caso, obtemos novamente uma contradicao, ja que GG contém
K4 como subgrafo induzido. Portanto, para todo ¢ = 1,...,k, G; contém Kj,

implicando em G conter K, como subgrafo induzido. Absurdo. |

Pode-se observar que as provas dos Teoremas [3.1] e [3.2] sdo analogas, implicando nas
partigoes (4,0)! e (4,0)? serem equivalentes. O mesmo ocorre para os casos (4,0)°, (4,0)°
e (4,0)%, cujas demonstragoes sao analogas a demonstragao do caso (4,0)!, e nao serao

repetidas aqui.

Teorema 3.3 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)3 se e somente se G nao contém

nenhum dos grafos da Figura como subgrafo induzido.

< P

) K1+ P ) 2K

Figura 3.14: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)3.

Prova.
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Figura representa a M-particao (4,0)3.

Figura 3.15: M-partigao-(4, 0)3.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura
3.14] como subgrafo induzido, entao G nao ¢ um cografo (4,0)3. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ji que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4,0)3.

(<) Seja G um cografo que é minimalmente nao (4,0)3. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura |3.14] como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que GG ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G UGy U ... UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
conexo. Se algum G for trivial, pela minimalidade de G, temos que G' = G — G; é
(4,0)3, assim como o proprio G = G’ U G;, uma contradigao. Portanto, para todo
i =1,2....k, G; contém K. Logo, G' contém 2K como subgrafo induzido, o que é

um absurdo.

(ii) G é desconexo: G — Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.

— k > 4: Neste caso, GG contém K4 como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

— k=3: Se, paratodoi =1,...,3, G, for tal que V(G;) é um conjunto indepen-
dente entao G ¢ (3,0)11 (Veja Apéndice A e consequentemente G é (4,0)3.
Absurdo. Portanto, ao menos um G; deve conter Ks, implicando em G conter

K, novamente um absurdo.

— k=2 G =G+ Gy Se ambos G e G forem tais que V(G1) e V(Gs) sdo
conjuntos independentes entdo obtemos um contradi¢ao ja que G é (4,0)3. Se
ambos GG; e GGy contiverem K5, obtemos uma contradicao do fato de GG conter
um K. Sem perda de generalidade, assuma que G contém aresta e G5 é tal
que V(G3) é um conjunto independente. Se G contiver K3 entdo G contém

K4, o que é um absurdo. Portanto, G; nao contém Kj. Se, além disso, G,
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nao contiver P; entdo Gy é um grafo bipartido completo, implicando em G
ser (4,0)3, uma absurdo. Logo, G contém P3 e consequentemente G contém

K, + Ps, contradicio. -

Teorema 3.4 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)* se e somente se G nao contém

nenhum dos grafos da Figura|3.16| como subgrafo induzido.

Ry

2K

Figura 3.16: Subgrafos proibidos para o caso (4, 0)*.

Prova.
Figura representa a M-particao (4,0)%.

A B

Cc D

Figura 3.17: M-parti¢ao-(4,0).

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura
3.16| como subgrafo induzido, entao G nao é um cografo (4,0)?. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4,0)*.

(<) Seja G um cografo que é minimalmente nao (4,0)%. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura [3.16] como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que GG ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G1UGLU...UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.

Se algum G; for trivial, pela minimalidade de G, temos que G’ = G — G; é (4,0)4,

assim como o proprio G = G’ U (G;, uma contradicao. Portanto, para todo i =

1,2....k, G; contém K,. Além disso, se algum G; nao contiver K3 entdao G; é
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bipartido. Temos também, por minimalidade, que G’ = G — G; é (4,0)*. Logo, G

também é (4,0)%, absurdo. Assim, todo G; contém K3 e G contém 2K3, contradigao.

(ii) G é desconexo: G — Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.

— k > 4: Neste caso, G contém K, como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

— k=3 G=G;+ Gy+ Gs. Se, para todo i = 1,2,3, V(G;) é um conjunto
independente entao G ¢ (4,0)*. Portanto, ao menos um G; deve conter Ko,

implicando em G conter K4, novamente um absurdo.

— k=2 G = Gy + Gy. Observe que se ambos G e Go sdo tais que V(Gy) e
V(Gs) sao conjuntos independentes entiao G é (4,0)%, o que é um absurdo. Se
ambos GG; e G5 contém aresta entao G contém K4, o que também é um absurdo.
Logo, apenas um contém aresta e o outro é um conjunto independente. Sem
perda de generalidade, suponhamos que G; contém uma aresta e G é tal que
V(G3) é um conjunto independente. Por minimalidade, temos que Gy é (4,0)*

e como V(G3) € um conjunto independente temos que G ¢ (4,0)%. Contradigao.

Teorema 3.5 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)° se e somente se G nao contém

nenhum dos grafos da Figura[3.18 como subgrafo induzido.

(a) K4 (

b) K3 U Ks

Figura 3.18: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)°.

Figura representa a M-partigao (4,0)5.

A B

Cc D
Figura 3.19: M-partigao-(4,0)°.

A prova deste Teorema é andloga a prova do Teorema [3.1}
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Teorema 3.6 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)% se e somente se G nao contém

nenhum dos grafos da Figura [3.20] como subgrafo induzido.

LS

(b) 2K>

Figura 3.20: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)°.

Prova.
Figura representa a M-particao (4,0)5.

A B

C D

Figura 3.21: M-particao (4,0)°

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura
B.20] como subgrafo induzido, entdo G nio ¢ um cografo (4,0)5. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4,0)°.

(<) Seja G um cografo que é minimalmente nao (4,0)% Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura |3.20| como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que G ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G édesconexo: G = G1UGLU. .. UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.

Se algum G; for trivial, pela minimalidade de G, temos que G’ = G — G; é (4,0)5,
assim como o proprio G = G’ U (G;, uma contradicao. Portanto, para todo i =
1,2...,k, G; contém K,. Logo, G contém 2K, como subgrafo induzido, o que é um

absurdo.

(ii) G é desconexo: G = Gy + Ga + ... + Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.

— k > 4: Neste caso, G contém K4 como subgrafo induzido, o que é um absurdo.
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— k=3: G =G+ Gy + Gs. Observe que deve existir algum G;, com 1 =1,2,3

contendo K>, caso contrario, V(G;) seria um conjunto independente para todo
i=1,2,3 e, portanto G seria (4,0)5. Nesse caso, G contém K, como subgrafo

induzido, o que é um absurdo.

k=2 G =Gy + Gy Se ambos Gy e Gy forem tais que V(G;) e V(Gs) sao
conjuntos independentes entao obtemos uma contradi¢ao ja que G ¢ (4,0)%. Se
ambos V(G1) e V(G3) nao sdo conjuntos independentes entao obtemos uma
contradicao do fato de G conter um K. Logo, sem perda de generalidade
V(G4) é um conjunto independente e V' (G2) ndo é um conjunto independente.
Se G5 contiver K3 entao obtemos uma contradi¢ao do fato de G conter um Kjy.
Portanto, Gy nao contém K3 e se G5 contiver um 2k, obtemos uma contradicao
do fato de G conter um 2K,. Logo G5 nao contém 2K, e K3 como subgrafos

induzidos o que implica em G5 ser bipartido completo. Desta forma, concluimos

que G é (4,0)5, absurdo.
m

Teorema 3.7 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)7 se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura[3.29 como subgrafo induzido.

Prova.

L
*—0

*—o
(a) K3 (b) 2K2 UK1

Figura 3.22: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)".

Figura representa a M-partigao (4,0)".

Figura 3.23: M-parti¢ao-(4,0)".
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(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura
m como subgrafo induzido, entao G nao ¢ um cografo (4,0)7. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices
torna-o (4,0)7.

(<) Seja G um cografo que é minimalmente nao (4,0)7. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura[3.22] como subgrafo induzido. Observe que
se G nao contiver K3 ou 2k, como subgrafo induzido, G seria (3,0)"** (Veja Apéndice [A)),
e portanto, (4,0)". Se G contém K3 temos uma contradigio, logo G' contém 2K,. Como

G é cografo, temos que G ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G édesconexo: G = G1UGLU. . .UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.

— k > 3: Como G contém 2K5 e k > 3 obtemos uma contradicao do fato de G
conter 2K, U K como subgrafo induzido.

— k=2 G =G, UG, Por minimalidade, G; é (4,0)” e como G, é conexo, G
¢ (2,0)}(Veja Apéndice [A). O mesmo ocorre para Go. Logo, Gy U Gy é (4,0)7,

absurdo.

(ii) G é desconexo: G = Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.

— k > 3: Neste caso, GG contém K3 como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

— k=2: G=G;+Gs. Se ambos V(G) e V(G3) forem conjuntos independentes,
entdao G ¢ (4,0)7. Absurdo. Portanto, algum G; para i = 1,2 contém Ko, sem

perda de generalidade, GG, isso implica que G contém Kj3. Absurdo. -

Teorema 3.8 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)® se e somente se G nao contém

nenhum dos grafos da Figura como subgrafo induzido.

(a) K3 (b) 2K2

Figura 3.24: Subgrafos proibidos para o caso (4, 0)%.
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Prova.

Figura representa a M-particao (4,0)8.

A B

Cc D
Figura 3.25: M-partigao-(4,0)5.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura
como subgrafo induzido, entdao G ndo é um cografo (4,0)%. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4,0)>%.

(<) Seja G um cografo que é minimalmente nao (4,0)%. Suponha, por contradigao,

que G nao contém nenhum dos grafos da Figura [3.24] como subgrafo induzido. Podemos

1,0,0 (

verificar que G deve conter K3 ou 2K, caso contrario G seria (3,0) Veja Apéndice

e, consequentemente (4,0)%, o que ¢ uma contradigao. n

Teorema 3.9 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)° se e somente se G nao contém

nenhum dos grafos da Figura|3.26| como subgrafo induzido.

(a) Ky (

b) K3 U K

Figura 3.26: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)°.

Figura representa a M-particao (4,0)°.

A B

C D
Figura 3.27: M-partigao-(4,0)°.

A prova deste Teorema ¢ analoga & prova do Teorema [3.1}
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Teorema 3.10 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)'° se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura[3.28 como subgrafo induzido.

(a) Ky (b)

K3 U K,

Figura 3.28: Subgrafos proibidos para o caso (4, 0).

Prova.
Figura representa a M-parti¢ao (4, 0).

A B

C D
Figura 3.29: M-partigao-(4,0)°.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura m
como subgrafo induzido, entdo G' nao ¢ um cografo (4,0)'°. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ji que a retirada de qualquer um de seus vértices
torna-o (4, 0)'.

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)!°. Suponha, por contradigao,
que GG nao contém nenhum dos grafos da Figura como subgrafo induzido. Podemos
verificar que G deve conter K4 ou K3UK], caso contrario G seria (3,0)*"! (Veja Apéndice

e, consequentemente (4,0)'°, o que é uma contradigao. =

Teorema 3.11 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)" se e somente se G nao contém

nenhum dos grafos da Figura[3.30 como subgrafo induzido.

Prova.
Figura representa a M-parti¢ao (4,0).

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura [3.30]
como subgrafo induzido, entdao G' nao ¢ um cografo (4,0)!'. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ji que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4, 0)*.
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(<

PP

) K3 UK, ) 2K,

Figura 3.30: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)!!

A B

Cc D

Figura 3.31: M-particao-(4,0)!

) Seja G um cografo que é minimalmente nao (4,0). Suponha, por contradigao,

que G nao contém nenhum dos grafos da Figura [3.30] como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que GG ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i)

G é desconexo: G = G1UGLU. .. UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.
Se todos os G; forem triviais temos que V(G) forma um conjunto independente, logo
G ¢é (4,0)!) uma contradigao. Portanto, existe pelo menos um G; parai = 1,2..., k,
tal que |G;| > 1. Observe que G deve conter 2K, ou K3 como subgrafo induzido,
caso contr/’ario, G seria (3,0)'** (Veja Apéndice [A). Se G contém 2K> temos uma
contradicao da suposigao inicial. Se GG contém K3 entao G contém K3 U K, ja que

G é desconexo. Absurdo.

G é desconexo: G = G+ Gy + ... + Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.

— k > 4: Neste caso, G contém K, como subgrafo induzido, o que é um absurdo.

— k=3: G =G+ Gy+ G3. Observe que nenhum G; para ¢ = 1,2, 3 deve conter
aresta, caso contrario, obtemos uma contradicao do fato de G conter K, como
subgrafo induzido. Neste caso, para cada G; temos que V(G;) é um conjunto

independente, consequentemente G ¢ (4,0)''. Absurdo.

— k=2 G =G+ Gy. Se ambos G; e GGy contiverem aresta, entao G contém
K4 como subgrafo induzido, o que é um absurdo. Se ambos G; e G4y forem
tais que V(G;) e V(G3) sao conjuntos independentes, entdo obteriamos uma

contradi¢ao do fato de G ser (4,0)!!. Logo, apenas um V(G;) parai = 1,2 ¢
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independente, sem perda de generalidade, G;. Note que G5 deve conter K3 ou
2K, como subgrafo induzido, caso contrario, Gy seria (3,0)"** (vide Apéndice
e consequentemente G seria (4,0)', o que nos levaria a uma contradigao.
Se G5 contém 2K5 temos novamente uma contradicao do fato de G conter 2 K.

Se G5 contém K3 entdo G contém K. Absurdo. -

Teorema 3.12 Seja G um cografo. G ¢ um grafo (4,0)'? se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura|3.32 como subgrafo induzido.

(a) Ky

Figura 3.32: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)'2.

Prova.
Figura representa a M-particao (4,0)12.

A B

Cc D

Figura 3.33: M-particao-(4,0)'%.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura[3.32]
como subgrafo induzido, entdao G' ndao ¢ um cografo (4,0)'2. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ji que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4, 0)*2.

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)'?. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura como subgrafo induzido. Neste
caso, o resultado segue imediatamente do fato de cografos serem perfeitos, portanto, G' é

4—colorivel, isso nos remete a uma contradi¢ao do fato de G conter um K;. m

Em [27] uma prova alternativa para o Teorema acima ¢ dada.
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Teorema 3.13 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)'3 se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura|3.34 como subgrafo induzido.

(a) Ks

(b) K4 UK;3

Figura 3.34: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)'3.

Prova.
Figura representa a M-parti¢ao (4, 0)'3.

A B

Cc D

Figura 3.35: M-partigao-(4, 0)'3.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura
como subgrafo induzido, entdo G' nao ¢ um cografo (4,0)'3. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices
torna-o (4,0)".

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)'3. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura[3.34] como subgrafo induzido. Observe que
G deve conter K4 como subgrafo induzido, caso contrario G seria (3,0)* (Veja Apéndice
, o que & uma contradicio. Sabemos que G é cografo, entdo, temos que G ou G é

desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G; UGy U ...UGg, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
conexo. Sabemos que G contém Kj, suponha, sem perda de generalidade, que a
componente conexa GG; contém K. Observe que se G — G; for bipartido, i.e., (2,0)*
(Veja Apéndice [A), obtemos uma contradigao, pois G; é (4,0)', por minimalidade
e, consequentemente, G também o é. Logo G — G; deve conter K3. Como G ¢ a

uniao de componentes conexas entao G contém K, U K3, o que é um absurdo.
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(ii) G é desconexo: G = Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.

— Se k > 5 entao: Neste caso, G contém K5 como subgrafo induzido. Absurdo.

— Se k = 4 entao, temos G = G1 + Gy + G3 + G4. Se todo G;, i+ = 1,...,4
for tal que V(G;) é um conjunto independente, entao G & (4,0)!3. Absurdo.
Logo, algum G; contém aresta, e portanto, G contém Kj, o que também é um

absurdo.

— Se k = 3, temos G = Gy + Gy + G3. Se algum G; contém K3 como subgrafo
induzido, entao G contém K5, uma contradicao. Por outro lado, se todo G,
i =1,2,3 ¢ tal que V(G;) é um conjunto independente, entao G ¢ (4,0)".
Absurdo. Se dois dos G;’s, sem perda de generalidade, G; e G5, contiverem
aresta, entao G contém K, absurdo. Assim, nos resta analisar o caso em que
G e Go sao tais que V(G) e V(Gsq) sao conjuntos independentes. Como todo
G; é (2,0)* (Veja Apéndice |A) entdo G é (4,0). Contradigao.

— Se k =2, temos G = G1 + (G5, entao: Se apenas um G; é bipartido, sem perda
de generalidade (G e este contiver K, como subgrafo induzido entao, G contém

K5, 0 que nos leva a uma contradi¢do. Logo G é tal que V(G1) é um conjunto

independente. Neste caso:

% Se Gy for (3,0)"** (Veja Apéndice |A) entdo obtemos uma contradi¢ao do
fato de G ser (4,0)'.
* Se G nao for (3,0)*** (Veja Apéndice|Al) entao obtemos outra contradigao

do fato de Gy conter K, e, consequentemente, GG contém K. [ ]

A prova deste Teorema [3.13| constitui uma prova alternativa do resultado de Feder et

al. para o caso do Teorema quando m = 4.

Teorema 3.14 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)'* se e somente se G nao contém
nenhum dos grafos da Figura[3.36] como subgrafo induzido.

Figura representa a M-parti¢ao (4,0).

A prova deste Teorema é analoga a prova do Teorema [3.12

Teorema 3.15 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)' se e somente se G nao contém
nenhum dos grafos da Figura[3.38 como subgrafo induzido.
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(a) Ky
Figura 3.36: Subgrafos proibidos para o caso (4,0).

A B

Cc D

Figura 3.37: M-partigao-(4,0)'.

Prova.
Figura representa a M-partigao (4, 0)%.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura m
como subgrafo induzido, entdo G' ndo ¢ um cografo (4,0)'°. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4, 0)%.

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)'. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura |3.38 como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que G ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G UGy U ... UGy, com k > 2 onde cada G; é trivial ou
conexo. Observe que G deve conter K3 como subgrafo induzido, caso contrario,
G seria bipartido e consequentemente (4,0)'®, o que seria uma contradigao. Neste
caso, G contém K3 U K, como subgrafo induzido, ja que G é desconexo, o que é um

absurdo.

(a) Ps+ P3 (b) K (¢) K3 UK,

Figura 3.38: Subgrafos proibidos para o caso (4,0).
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C D

Figura 3.39: M-partigao-(4, 0)'.

(ii) G é desconexo: G = Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.

— k > 5: Neste caso, G contém K5 como subgrafo induzido. Absurdo.

— k=4, temos G = G1+G2+G3+Gy. Observe que nenhum G; parai =1,2,3,4
deve conter aresta, caso contrario, obtemos uma contradicao do fato de G
conter K5 como subgrafo induzido. Logo, para todo G; temos que V(G;) é um

conjunto independente, e desta forma G ¢ (4,0)'°. Absurdo.

— k = 3, temos G = G7 + Gy + G3. Se algum G; contém K3 como subgrafo
induzido, entao G contém Kjs, o que é um contradicao. Logo G; nao contém
K3 e todo G; é bipartido. Se existir algum G; tal que V(G;) é um conjunto
independente entdo G — G; nao pode ser (3,0)*** (Veja Apéndice [A]), caso
contrario G seria (4,0)', o que ¢ uma contradi¢do. Desta forma, G — G,
contém Ky, e consequentemente, G contém K5. Assim, cada G; contém aresta,

o que implica em G conter K5. Absurdo!

— k=2, temos G = G + G5. Se algum G, contiver K3 como subgrafo induzido
entao, como G; é desconexo, Vi = 1, 2, G; contém K3UK; e, consequentemente,
G também. Absurdo. Logo, GG; e G5 sdo bipartidos. Observe que se algum G;
for bipartido completo entdo G & (4,0)*. Absurdo. Logo, G e G5 contém P,

e assim G cont em P; + Ps. -
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Teorema 3.16 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)'% se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura[3.40] como subgrafo induzido.

%D
(a) K5 (b)

KUK,

Figura 3.40: Subgrafos proibidos para o caso (4, 0).

Prova.Figura representa a M-parti¢ao (4, 0).

A B

Cc D

Figura 3.41: M-partigao-(4, 0).

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura m
como subgrafo induzido, entdo G' nao ¢ um cografo (4,0)'. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices
torna-o (4, 0).

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)'®. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura[3.40]como subgrafo induzido. Observe que
G deve conter K3 como subgrafo induzido, caso contrario G seria (2,0)* (Veja Apéndice
e, portanto, (4,0)®, o que é uma contradigao. Sabemos que G é cografo, entdo, temos

que G ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G édesconexo: G = G1UGLU. . .UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.
Sabemos que G contém Ky, suponha, sem perda de generalidade, que a componente
conexa (G; contém K3. Como G é a unidao de componentes conexas entao G — G;

deve conter K e, pontanto, G contém K3 U Ky, o que é um absurdo.

(ii) G é desconexo: G — Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
desconexo. Observe que G deve conter P; ou K4 como subgrafo induzido, caso
contrario G seria (3,0)%! (Veja Apéndice [A)e, portanto, (4,0)', o que seria uma

contradicao.
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— Se k > 5 entao: Neste caso, G contém K5 como subgrafo induzido. Absurdo.

— Se k = 4 entao, temos G = G| + Gy + Gz + G4. Se algum G, @ = 1,...,4
contiver aresta entao G contém K5, uma contradi¢ ao. Logo todo G; é tal
que V(G;) é um conjunto independente, desta forma temos que G & (4,0)'°.
Absurdo.

— Se k = 3, temos G = G + G2 + G3. Se todo G; for tal V(G;) é um conjunto
independente entao G ¢ (3,0) (Veja Apéndice |A]) e portanto (4,0). Absurdo.
Logo existe algum G; que possui aresta. Se ambos G| e GG contiverem aresta
entao G contém K5. Absurdo. Logo no maximo uma componente deve conter
aresta, sem perda de generalidade, G; e G sdo tais que V(Gp) e V(G3) sao
conjuntos independentes. Além disso G; deve ser bipartido, caso contrario G

conteria K3 e portanto K5 como subgrafo induzido, mas nesse caso, GG; sendo
(2,0)! (Veja Apéndice [A)) temos que G ¢ (4,0)°. Contradigao.

— Se k =2, temos G = GG + (G5, entao:

* Se ambos G e Gy forem tais que V(G;) e V(Gy) forem conjuntos inde-
pendentes, entao G ¢ (4,0)'°. Absurdo. Logo ao menos um G; é tal que
V(G;) nao forma um conjunto independente.

% Se apenas um G; for tal que V(G;) nao forma um conjunto independente,
sem perda de generalidade G4, temos que G5 nao 2O Ky, caso contrario,
teremos uma contradicao do fato de GG conter K5. Se além disso, G nao
contiver K3 U K, entdo G é (3,0)"** (Veja Apéndice e, portanto, G é
(4,0)'%. Se G contiver K3 U K5 entao G contém K3 U K;. Absurdo. Logo
ambos sao nao independentes. Portanto, ambos GG; e Gy nao contém Ks,
caso contrario, G' conteria K5, outro absurdo.

% Se algum G, contém Pj entdo G; contém K3 U K;. Absurdo. Logo G;
nio O P; nem K3, entdo G; é bipartido completo (Veja Apéndice e,
portanto, G ¢ (4,0)'. Absurdo. u

Teorema 3.17 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)'" se e somente se G nio contém
nenhum dos grafos da Figura|3.42 como subgrafo induzido.
Figura representa a M-parti¢ao (4,0)'7.

Prova.(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da

Figura como subgrafo induzido, entdo G nao é um cografo (4,0)!7. Pode-se também
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(a) K5 (b) KB UKl
Figura 3.42: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)'.

A B

Cc D

Figura 3.43: M-partigao-(4,0)'".

verificar que cada um desses grafos é minimal, j4 que a retirada de qualquer um de seus

vértices torna-o (4,0)'7.

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)!7. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura |3.42| como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que GG ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G1UGLU. .. UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.
Observe que G deve conter K3 U K7 ou K4 como subgrafo induzido, caso contrario,
G seria (3,0)1*! (vide Apéndice A e consequentemente (4,0)'7, o que nos levaria a
uma contradi¢do. Se G contém K3U K; temos uma contradi¢ao da suposicao inicial.

Se G contém K, entao G contém Kz U K. Absurdo.

(ii) G é desconexo: G = Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
desconexo. Se existir algum G; tal que G — G; possa ser (3,0)"*1 (Veja Apéndice
[A), teremos uma contradiao do fato de G ser (4,0)'". Desta forma, G — G;, para
todo i =1...k, contém K3 U K; ou K4 como subgrafo induzido. Assim, se G — G;
contém K3U K7 temos uma contradicao da suposicao inicial. Se G — G; contém K,

implica em G conter K5. Absurdo! -
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Teorema 3.18 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)'® se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura como subgrafo induzido.

.\:
(a) Ks (b) P3

Figura 3.44: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)'8.

Prova.
Figura representa a M-partigao (4, 0).

A B

Cc D

Figura 3.45: M-partigao-(4,0)'s.

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura m
como subgrafo induzido, entdao G nao ¢ um cografo (4,0)'8. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4,0)".

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)'®. Suponha, por contradicao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura |3.10| como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que GG ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G; UGy U ... UG, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
conexo. Se todos os G’s forem triviais, entdao G é (4,0)'8, contradigao. Logo, existe
algum G; para i = 1,2..., k, tal que |G;| > 1. Desta forma, G contém K, U K; como

subgrafo induzido, o que é um absurdo.

(ii) G é desconexo: G = Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
desconexo. Se k > 5 entao G contém K5, um absurdo. Se k > 4 e algum G;
contiver K, para i = 1,..., k entdo G contém P;. Portanto, para todoi =1,...,4,

V(G;) é um conjunto independente, implicando em G ser (4,0)'®. Absurdo. n
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Teorema 3.19 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)'° se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura[3.46] como subgrafo induzido.

1Y B

(a)K5 K3UK2 P3—|—P3

Figura 3.46: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)

Prova.
Figura representa a M-partigao (4, 0)*

A B

Cc D

Figura 3.47: M-partigao-(4,0)?

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura [3.46]
como subgrafo induzido, entdo G nao é um cografo (4,0)!. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ji que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4,0)".

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)'. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura |3.46| como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que GG ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G UGy U ... U Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou
conexo. Se algum G; for trivial entao por minimalidade de G, G — G; é (4,0)"
por conseguinte G também o é, o que é um absurdo! Logo, todo G; contém aresta,
para i = 1,2,..., k. Se algum G; contiver K3 entao G contém K3 U K, absurdo!
Assim, todo G; é bipartido, e consequentemente G também o é, o que implica em

G ser (4,0)'. Contradicao.

(ii) G é desconexo: G = Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.
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— Se k > 5, entao G contém K5 como subgrafo induzido. Absurdo.

— Se k =4, entdo temos G = G + G5+ G3+ G4. Se todo G; for tal que V(G;) é
um conjunto independente entao, G ¢ (4,0)') o que é uma contradigao. Logo,
existe algum G; para i = 1,2, 3,4 que contém K, e desta forma, G contém Kj

como subgrafo induzido. Absurdo.
— Se k =3, temos G = G + G5 + G, entao:

x Se existir algum G; tal que V(G;) é um conjunto independente entéo,
G — G, nao pode ser (3,0)*! (Veja Apéndice , caso contrario, GG seria
(4,0)'2. Absurdo. Logo, G — G; contém K3 U K, ou G — G; contém K,
como subgrafo induzido. Se G — G; coném K, entao G contém Kjs, o que
¢ um absurdo. E, se G — G; contém K3 U K5 entao G também o contém,
0 que também é um absurdo. Assim, todo G;, para 1= 1,2,...,k, V(G;),
contém aresta, logo G contéM K3, o que é ums contradicao.

* Se todo G; for tal que V(G;) ndo é um conjunto independente entdo, G

contém K5 o que é uma contradigao.
— Se k =2, temos G = G + G4, entao:
x Se (G e Gy contiverem aresta: como GG e G9 sdo desconexos entao G e
G contém Pj, e desta forma, G contém P + Ps, absurdo.
% Se apenas um G; contém aresta, digamos G1: assim Gy é tal que V(Gy) é
um conjunto independente entdo G nao pode ser (3,0)**! (Veja Apéndice
[A), caso contrério, G é (4,0)'. Desta forma, G contém K4 ou G contém

K3UK,. Se Gy contém Ky entao G contém K5, absurdo. E, se G5 contém

K3 U K5 entao GG também o contém, o que também é uma contradicao.

x Se G1 e G ndo contém aresta entdo V(G1) e V(G3) sdo ambos conjun-
tos independentes, isto ¢, G & bipartido. Desta forma, G ¢ (4,0)', uma

contradigao. -

Teorema 3.20 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)%° se e somente se G nao contém
nenhum dos grafos da Figura[3.48 como subgrafo induzido.

Prova.

Figura representa a M-particao (4, 0)%.
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VA

(a) K5 K3UK2 K4UK1

Figura 3.48: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)%

A B

C D

Figura 3.49: M-particao-(4,0)%

(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da Figura [3.48]
como subgrafo induzido, entdao G' ndao ¢ um cografo (4,0)%°. Pode-se também verificar
que cada um desses grafos é minimal, ji que a retirada de qualquer um de seus vértices

torna-o (4, 0)%.

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)?°. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura |3.48 como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que G ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G1UGLU. .. UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.
Observe que G deve conter K3 U K5 ou K4 como subgrafo induzido, caso contrario,
G seria (3,0)**! (Veja Apéndice |A]) e, consequentemente (4,0)%°, o que seria uma

contradicao. Neste caso:

— Se G contém K3 U K, como subgrafo induzido temos um absurdo.

— Se G contém K, como subgrafo induzido, entao como G é desconexo, temos

que G contém Ky U Ky, o que é contradicao.

(ii) G é desconexo: G = Gy + Ga + ... + Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.

— Se k > 5, entao: Neste caso, G contém K5 como subgrafo induzido. Absurdo.
— Se k =4, entdo temos G = G + G2 + G5 + G4. Se todo G; for tal que V(G;)
¢ um conjunto independente entdao, G é (4,0)?°, o que é uma contradigao.
Logo, algum G; para i = 1,2, 3,4 deve conter aresta, neste caso, obtemos uma

contradicao do fato de GG conter K5 como subgrafo induzido.
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— Se k = 3, temos G = G1 + Gy + G3. Se algum G; contém K3 como subgrafo
induzido, entao G contém K5, uma contradicao. Por outro lado, se todo G;,
i = 1,2,3 é tal que V(G;) é um conjunto independente, entao G & (4,0)%.
Absurdo. Se dois dos G,’s, sem perda de generalidade, GG; e G5, contiverem
aresta, entdao G contém K5, absurdo. Assim, nos resta analisar o caso em que
G1 e Gy sdo tais que V(G1) e V(Gy) sao conjuntos independentes. Como todo

G, é (2,0)*(Veja Apéndice |A]) entao G é (4,0)*. Contradigao.
— Se k =2, temos G = G + G, entao:

*x Se ambos G e Gy contém K3 como subgrafo induzido entdao, G contém

K5, o que nos leva a uma contradicao.

* Se apenas um, sem perda de generalidade, Gy contém K3 como subgrafo
induzido. Entao neste caso, se Gy for tal que V(G5) forma um conjunto
independente temos que G; ndo pode ser (3,0)**! (Veja Apéndice [A) |

20 ¢ terfamos uma nova contradi¢ao. Logo,

caso contrario, G seria (4,0)
G contém K3UKs ou K4 como subgrafo induzido. Portanto, se G contém
K3 U K5 temos um absurdo e se G; contém K, temos que G contém K,

um outro absurdo.

*x Se ambos G e G5 nao contém K3 como subgrafo induzido entao, Gy e G

sdo bipartidos, e consequentemente G ¢ (4,0)?°, outra contradigdo. g
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Teorema 3.21 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)*! se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura[3.50 como subgrafo induzido.

%D
(a) K5 (b)

KUK,

Figura 3.50: Subgrafos proibidos para o caso (4, 0)%!.

Figura representa a M-parti¢ao (4, 0)%L.

A B

Cc D

Figura 3.51: M-partigao-(4, 0)%L.

Prova.(=) Podemos verificar facilmente que se G contém qualquer um dos grafos da
Figura como subgrafo induzido, entao G' nao é um cografo (4,0)?!. Pode-se também
verificar que cada um desses grafos é minimal, ja que a retirada de qualquer um de seus

vértices torna-o (4,0)2!.

(<) Seja G um cografo que ¢ minimalmente nao (4,0)?!. Suponha, por contradigao,
que G nao contém nenhum dos grafos da Figura [3.50| como subgrafo induzido. Como G

é cografo, temos que GG ou G é desconexo. No que segue, analisamos os dois casos:

(i) G é desconexo: G = G1UGLU. .. UGy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou conexo.
Observe que G deve conter K3 U K7 ou K4 como subgrafo induzido, caso contrario,
G seria (3,0)1*! (vide Apéndice A e consequentemente (4,0)?!, o que nos levaria a
uma contradi¢do. Se G contém K3U K, temos uma contradi¢ao da suposicao inicial.
Se G contém K, entdao G contém K, U K7 e, como é desconexo, (G contém K3 U K.
Absurdo.

(ii) G é desconexo: G — Gy + Ga + ...+ Gy, com k > 2, onde cada G; é trivial ou

desconexo.

— Se k > 5 entao: Neste caso, G' contém K5 como subgrafo induzido. Absurdo.



3 Cografos-(4,0) com restri¢oes externas 44

— Se k = 4 entao, temos G = G| + Gy + Gz + G4. Se algum G, @+ = 1,...,4
contém Ky, entao G contém Kj5. Absurdo. Logo, todo G;, ¢+ = 1,2,3,4, é tal
que V(G;) é um conjunto independente, e portanto, G é (4,0)%', o que também

é um absurdo.

— Se k = 3, temos G = G| + G + G5. Se algum G; contém K3 como subgrafo
induzido, entao G contém K5, uma contradicao. Logo, G; é bipartido e, desta
forma, G & (4,0)2!.

— Se k =2, temos G = G| + G5, entao: Se algum um G; contém K3, entao G
contém K3U K7, o que nos leva a uma contradi¢ao do fato de G conter K3U K.
Logo todo G, 7 = 1,2 contém K3, i.e., GG; é bipartido e, desta forma, G é G é
(4,0)%'. Absurdo. -
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Teorema 3.22 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)?? se e somente se G ndo contém

nenhum dos grafos da Figura como subgrafo induzido.

\V A

(a) K KSUK2 K4UK1

Figura 3.52: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)%*

Figura representa a M-partigao (4,0)%*

A B

C D
Figura 3.53: M-particao-(4,0)??

A prova deste Teorema é analoga & prova do Teorema [3.22

Teorema 3.23 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)% se e somente se G nao contém
nenhum dos grafos da Figura como subgrafo induzido.

< - D

) Ks UK,
Figura 3.54: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)'

Figura representa a M-partigao (4,0)*

A prova deste Teorema é analoga & prova do Teorema [3.10

Teorema 3.24 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)** se e somente se G nao contém
nenhum dos grafos da Figura[3.56] como subgrafo induzido.

Figura representa a M-particao (4,0)*

A prova deste Teorema é analoga & prova do Teorema [3.10
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C D

Figura 3.55: M-partigao-(4,0)%.

(a) K4 (b)

Ks UK,

Figura 3.56: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)%.

Teorema 3.25 Seja G um cografo. G é um grafo (4,0)% se e somente se G nao contém
nenhum dos grafos da Figura[3.58 como subgrafo induzido.

Figura representa a M-particao (4,0)%.

A prova deste Teorema é analoga & prova do Teorema [3.1]

3.1 Casos complementares (0, 4)¢*5°

Observe que a prova dos casos complementares foi omitida por ser analogas ao com-

plemento.

Cc D

Figura 3.57: M-partigao-(4,0)%.
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<1V

) K3 UKy

Figura 3.58: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)%*

A B

Cc D

Figura 3.59: M-parti¢ao-(4,0)%

3.2 Resumo dos Casos

Nas tabelas de [3.1] a [3.14] temos uma listagem geral dos 25 casos analisados e seus

respectivos subgrafos proibidos.

Tabela 3.1: Subgrafos proibidos para os casos (4,0)!, (4,0)%, (4,0)°, (4,0)% e (4,0)*

M —Partigéo ‘ Subgrafos Proibidos
Caso (4,0)"  Caso ( Caso (4,0)° K, K3U K,
E % | | o— O
C D

Caso (4,0)?  Caso (4,0)®

x5, K
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Tabela 3.2: Subgrafos proibidos para o casos (4, 0)3.
M —Parti(;éo ‘ Subgrafos Proibidos

Caso ( K, K, + P; 2K,
? XA
o—©

Tabela 3.3: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)%.
M —Parti(;éo ‘ Subgrafos Proibidos

Caso ( K, 2K,

VA AN

Tabela 3.4: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)°.
M —Parti(;éo ‘ Subgrafos Proibidos

Caso ( Ky 2K,
%
o—0
7

Tabela 3.5: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)".
M-Particao ‘ Subgrafos Proibidos

O

Caso (4, 0)7 Kd 2K2 U Kl
A B
O=0 oo
®
C D . ‘
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Tabela 3.6: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)8.

M-Particao ‘ Subgrafos Proibidos
Caso (4,0)® K3 2K,
A B

A oo
Cc D

Tabela 3.7: Subgrafos proibidos para os casos (4,0)', (4,0)% e (4,0)%.
M-Particao ‘ Subgrafos Proibidos

Caso (4, 0 10 Caso (4, 0 23 Caso (4, O 24 K, KsU K,

Tabela 3.8: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)"

M-Particao ‘ Subgrafos Proibidos
Caso (4,0)!! K,y K;+ Py 2K,
A B

PP

Tabela 3.9: Subgrafos proibidos para os casos (4,0)'? e (4,0)™
M-Particao ‘ Subgrafo Proibido

Caso (4,0)!2  Caso (4,0) K,

s




50

3.2 Resumo dos Casos

Tabela 3.10: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)*
Subgrafos Proibidos

K4U K3

M-Particao ‘
Caso (4,0)3

5 P KA

Tabela 3.11: Subgrafos proibidos para os casos (4,0)',(4,0)',(4,0)'7 e (4,0)!
M-Particao \ Subgrafos Proibidos

Caso (4,0)®  Caso (4,0)!®  Caso (4,0)7 KsU K,

%X

Caso (4,0)! P+ P
A B
C D

Tabela 3.12: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)
Subgrafos Proibidos

M-Partigao
Caso (4,0)'8

5
A B
@ H.
D
Tabela 3.13: Subgrafos proibidos para o caso (4,0)
Subgrafos Proibidos

K3 UK, Pt D

M-Partigao |
Caso (4,0)

W
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Tabela 3.14: Subgrafos proibidos para os casos (4,0)% e (4,0)%

M-particao ‘ Subgrafos Proibidos
Caso (4,0)2°  Caso (4,0)? K UK, K3 UK,
A B A B

"




Capitulo 4

Conclusao

Este trabalho considerou o problema da M-particao quando restrito a classe dos co-
grafos para matrizes M de ordem 4 com diagonal nula. Consideramos todas as possiveis
matrizes que satisfacam a estes critérios. Portanto, M é uma matriz de ordem 4 onde
M(i,i) =0, parai = 1,...,4 e, para ¢ # j, M(i,j) € {0,1,%}. Nosso trabalho é um
refinamento dos estudos de Feder, Hell e Hochstttler [3I] em que consideraram todos
os problemas de partigdo (M-particdo) quando restritos a classe dos cografos e prova-
ram que estes admitem algoritmos polinomiais e caracterizacoes por subgrafos induzidos
proibidos. Em particular, eles apresentam um limite no tamanho da maior estrutura
proibida minimal para os cografos-(k, ¢), e ndo fornecem a caracterizagdo completa por
subgrafos proibidos. Neste trabalho apresentamos tal caracterizacao para o problema da
M-particao, descrevendo todas as M-obstrucoes minimais com respeito a matriz M e para
essa classe de grafo. Também como consequéncia, estendemos os resultados apresentados

em [35] (em que M tem ordem no maximo 3).

No que segue, alguns problemas em aberto no contexto deste trabalho.
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4.1 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, propomos os seguintes problemas:

e Estudar porque algumas M-obstrucoes sao as mesmas para matrizes M diferentes

e demonstrar que tais casos sao equivalentes;

e Encontrar M-obstrucoes minimais para outras classes dos grafos perfeitos, e até

mesmo nao perfeitos;

e Investigar a possibilidade de inferirmos a partir das M-obstrucoes para matrizes de
tamanho m as M-obstrucoes para matrizes de tamanho m + 1 em determinadas

classes de grafos.
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APENDICE A - M; x3-0bstrucao minimal de

cografos

No Capitulo[3|mencionamos que algumas matrizes representam problemas de parti¢ao
que podem ser reduzidos a casos menores, i.e., a problemas de particao de matrizes de
ordem menor que quatro. Esses casos foram estudados em [35], o resultado desse trabalho
foi a caracterizagao dos cografos-(k, [) em termos de obstru¢oes minimais, ou seja, verificar
se um dado Cografo G pode ser particionado em k conjuntos independentes e [ cliques
com base nas matrizes de ordem no maximo trés. Neste apéndice fornecemos os resultados

obtidos no referido trabalho.

A.1 Caracterizacao dos cografos-(k,l) M-particionaveis
de ordem no maximo trés.

A seguinte notacao: (k:7l){aia?,...,a’f“,...,a§+1»~~-’“f+l}, i:=1,....,k+1—1 foi utilizada
para representar uma particao em k conjuntos independentes: X, Xo, ..., Xy e [ cliques:
Xkt -, Xgag, onde cada af representa a restricao externa entre os conjuntos X; e Xj.

Teorema A.1 [35] Seja G um cografo. G € um grafo (2,0)* se e somente G nao contém
o grafo da Figura como subgrafo induzido.

JAN

(a) K3

Figura A.1: Obstru¢ao minimal do caso (2,0)*.
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Figura representa a M-particao (2,0)*.

A B

O—0

Figura A.2: M-particao-(2,0)*.

Teorema A.2 [35] Seja G um cografo. G é um grafo (2,0)' se e somente G nao contém

nenhum dos grafos da Figura[A.3 como subgrafo induzido.

AN
o—0
(a) K3 (b) Ps

Figura A.3: Obstru¢oes minimais do caso (2,0)".

Figura representa a M-particao (2,0)%.

A B

O=0

Figura A.4: M-parti¢io-(2,0)*.

Teorema A.3 [33[Seja G um cografo. G € um grafo (1,1)* se e somente G nao contém

nenhum dos grafos da Figura[A.5 como subgrafo induzido.

L]
*—o
(a) Cy (b) 2K

Figura A.5: Obstrug¢oes minimais do caso (1,1)*.
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Figura representa a M-particao (1,1)*.

Figura A.6: M-particao-(1,1)*.

Teorema A.4 [35] Seja G um cografo. G é um grafo (1,1)' se e somente G nao contém

nenhum dos grafos da Figura[A.7] como subgrafo induzido.

(a) Cy (b) Ps

Figura A.7: Obstrugoes minimais do caso (1, 1)

Figura representa a M-particao (1,1)%.

Figura A.8: M-parti¢ao-(1,1)".

Teorema A.5 [35] Seja G um cografo. G é um grafo (3,0)411 se e somente se G nao

contém nenhum dos grafos da Figura[A.9 como subgrafo induzido.

(a) K4 (b) Ps

Figura A.9: Obstru¢oes minimais do caso (3,0)551.
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Figura representa a M-particao (3,0)%11.

A B

C

Figura A.10: M-partigao-(3,0)b1.

Teorema A.6 [35] Seja G um cografo. G é um grafo (3,0)*** se e somente se G nao
contém o grafo da Figura como subgrafo induzido.

X

(a) K4
Figura A.11: Obstru¢do minimal do caso (3,0)***.

Figura representa a M-particao (3,0)***.

A B

C

Figura A.12: M-particao-(3,0)***.

Teorema A.7 [35] Seja G um cografo. G é um grafo (3,0)*"! se e somente se G ndio
contém nenhum dos grafos da Figura[A.13 como subgrafo induzido.

X

(a) Ky (b) Kz3UK,

Figura A.13: Obstrugoes minimais do caso (3,0)%1.
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Figura representa a M-particao (3,0)*"1.

A B

C

Figura A.14: M-partigao-(3,0)*1!.

Teorema A.8 [35] Seja G um cografo. G é um grafo (3,0)"** se e somente se G nao
contém o grafo da Figura como subgrafo induzido.

X V.

(a) K4 (b) K3U K>

Figura A.15: Obstrucao minimal do caso (3,0)1**

Figura representa a M-partigao (3,0)1**.

A B

C

Figura A.16: M-parti¢ao-(3,0)**.

Teorema A.9 [35/Seja G um cografo. G é um grafo (3,0)109 se e somente se G ndao

contém nenhum dos grafos da Figura[A.17 como subgrafo induzido.

A

(a) K3 (b) 2K

Figura A.17: Obstrugdes minimais do caso (3,0)"09.
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Figura representa a M-particao (3,0)0.

.

C

Figura A.18: M-parti¢ao-(3,0)1%0.

Teorema A.10 [35/Seja G um cografo. G € um grafo (2,1)%%* se e somente se G nao

contém nenhum dos grafos da Figura[A.19 como subgrafo induzido.

VA@\W

a) 2K; ) I+ I + I ¢) I + 2K,

Figura A.19: Obstruc¢oes minimais do caso (2, 1)***.

Figura representa a M-partigao (2, 1)***.

Figura A.20: M-particao-(2,1)***.

Teorema A.11 [35/Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)*%1 se e somente se G nao
contém nenhum dos grafos da Figura[A.21] como subgrafo induzido.

(a) IQ+IQ +IQ (b) KgUKl (C) IQ +?3

Figura A.21: Obstrugoes minimais do caso (2,1)b1.
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Figura representa a M-particao (2,1)*"1,

Figura A.22: M-partigao-(2, 1)1,

Teorema A.12 [35/Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)151 se e somente se G ndio
contém nenhum dos grafos da Figura[A.23 como subgrafo induzido.

(a) L+ 1o+ 1o (b) P3

Figura A.23: Obstru¢oes minimais do caso (2,1)H51

Figura representa a M-particao (2,1)511

Figura A.24: M-parti¢ao-(2,1)%11,

Teorema A.13 [35]Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)*10 se e somente se G nao
contém nenhum dos grafos da Figura como subgrafo induzido. Figura repre-
senta a M-particio (2,1)%0.

Figura A.25: M-parti¢ao-(2,1)*10,
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g

(a) K3 @] KQ

(d) K, + 2K,

o

b) L+L+1

D

¢) Ko+ Ps

PAN

(e) Kl + ‘Kl UP3|

Figura A.26: Obstru¢oes minimais do caso (2,1)%0.

Teorema A.14 [35/Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)'** se e somente se G ndao
contém nenhum dos grafos da Figura[A.27 como subgrafo induzido.

L1,

(a) IQ"’IQ UIQ

N |

(d) KsU |IQ + KQ‘

@.

(g) K1 U|K1+C4]

[

(b) 2K U K

XX

(€) Io + 2K,

e

(h) K1 U|I2 + P3|

*—o—9o

) L+L+1

A

(i) 2K3

Figura A.27: Obstrugdes minimais do caso (2, 1)%**.



A.1 Caracterizacao dos cografos-(k,l) M-particionaveis de ordem no maximo trés. 62

Figura representa a M-parti¢ao (2, 1)1,

Figura A.28: M-parti¢ao-(2,1)1**.

Teorema A.15 [35/Seja G um cografo. G é um grafo (1,2)**? se e somente se G nao
contém nenhum dos grafos da Figura[A.29 como subgrafo induzido.

@%%IXXI

P3+P3 I3+Ig IQ+|I2+K2
11+|K2+P3 O4UK2 (f) K1+|K1U2K2|
(g) 3K 2K2 + Ky K1 + Cy

Figura A.29: Obstrugoes minimais do caso (1,2)**0.
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Figura representa a M-particao (1,2)**0,

Figura A.30: M-partigao-(1,2)**0.

Teorema A.16 [35]Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)4%0 se e somente se G nao

contém nenhum dos grafos da Figura[A.31] como subgrafo induzido.

(a) 2K3 (b) 2K2UK1 (C) IQ+K2

*——9o

o o
(d) K1+ P3 (e) PsU Iy

Figura A.31: Obstrugdes minimais do caso (2,1)%09,

Figura representa a M-particao (2,1)00,

Figura A.32: M-particao-(2,1)4%9,



A.1 Caracterizacao dos cografos-(k,l) M-particionaveis de ordem no maximo trés. 64

Teorema A.17 [35/Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)%%0 se e somente se G nao

contém nenhum dos grafos da Figura[A.33 como subgrafo induzido.

IZIEIVZI

a) K1+ P ) I+ K» ) 2K3

Figura A.33: Obstrugoes minimais do caso (2,1)*%0.

Figura representa a M-particao (2,1)*00,

Figura A.34: M-partigao-(2,1)*%0.

Teorema A.18 [35/Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)110 se e somente se G ndio

contém nenhum dos grafos da Figura[A.35 como subgrafo induzido.

@' E
(] o—o
K2+P3 K1+C4 (C) KiUP; (d) 2K

Figura A.35: Obstru¢oes minimais do caso (2,1)H50.

Figura representa a M-particao (2,1)510.

Figura A.36: M-parti¢ao-(2,1)H10.
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Teorema A.19 [35/Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)%1* se e somente se G nao
contém nenhum dos grafos da Figura[A.37 como subgrafo induzido.

*—o
I:I .
o—0
(a) IQ +IQ +IQ (b) 2K2 (C) 04 UK1 (d) ?34»?3

Figura A.37: Obstrugoes minimais do caso (2,1)b1*.

Figura representa a M-parti¢ao (2, 1)1+,

Figura A.38: M-partigao-(2,1)b1*.

Teorema A.20 [35/Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)'* se e somente se G nao
contém nenhum dos grafos da Figura[A.39 como subgrafo induzido.

V‘Hw®

(a) L+ 1+ I (b) K3 UK, IQ+2K2 P3+P3

Figura A.39: Obstrugoes minimais do caso (2,1)**.

Figura representa a M-particao (2,1)*!*,

Figura A.40: M-partigao-(2,1)*1*.
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Teorema A.21 [35]Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)%10 se e somente se G nao

contém nenhum dos grafos da Figura[A.]1] como subgrafo induzido.

o—0

o—©
(a) C4 (b) 2K, (c) K1+ P3

Figura A.41: Obstrugoes minimais do caso (2,1)%0.

Figura representa a M-particao (2,1)%10,

Figura A.42: M-partigao-(2,1)%10.

Teorema A.22 [35]Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)%*0 se e somente se G nao

contém nenhum dos grafos da Figura[A.J4] como subgrafo induzido.

Figura representa a M -particao (2,1)*0,

Figura A.43: M-parti¢ao-(2,1)H*0.
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I>< VA

(a) ?3“‘?3 K1+2K2 C 2K3
o o —o—0©
o—o—9©
(d) 2K, UK, (e) K1 U |Iy + P (f) 2P3
(g) K2U|IQ+K2‘ K1+C4 IQ—I—IQUIQ

Figura A.44: Obstrugoes minimais do caso (2,1)1%0.

Teorema A.23 [35]Seja G um cografo. G é um grafo (2,1)**? se e somente se G nao

contém nenhum dos grafos da Figura[A. [ como subgrafo induzido.

@MVA

P3+P3 K1+2K2 2K3 K1+C4

Figura A.45: Obstrugdes minimais do caso (2,1)**9.
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Figura representa a M-particao (2,1)**°,

Figura A.46: M-partigao-(2,1)**0.

A.2 Casos (3,0) e (4,0) equivalentes

Em Trabalhos Futuros (veja [4.1]) sugerimos estudar porque algumas M-obstrugoes
sao as mesmas para matrizes M diferentes e demonstrar que tais casos sao equivalentes.

Nesta se¢ao mostramos tais casos nas tabeladA.T] a

Tabela A.1: Subgrafos proibidos para os casos (3,0)** (4,0)!, (4,0)2, (4,0)°, (4,0)°
(4,0)%.

M-Particao (3,0) | M—Partigéo (4,0) ‘ Subgrafos Proibidos
Caso (3,0)1** Caso (4,0)! Caso (4,0)2  Caso ( Ky
| | E % %
C
Caso (4,0)°  Caso (4,0)% KU K,

e
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Tabela A.2: Subgrafos proibidos para os casos (3,0)2%% e (4,0)%.

M-Partigao (3,0) | M-Particdo (4,0) |

Subgrafos Proibidos

Caso (3,0)100

.

Caso (4,0)% K;
A B
C D

2K,

o—0

o—o

Tabela A.3: Subgrafos proibidos para os casos (3,0)*%!, (4,0)%0, (4,0)%3 e (4,0)%.

M-Particio (3,0) |

M-Particao (4,0)

Subgrafos Proibidos

Caso (3,0)*!
A B

Caso (4,0)1°

A B
C D
Caso (4,0)%
A B
C D

Caso (4,0)%3
A B

Ky

K3 UK,

Tabela A.4: Subgrafos proibidos para os casos (3,0)***, (4,0)' e (4,0)'.

M-Particéo (3,0) |

M-Particao (4,0)

‘ Subgrafo proibido

Caso (3,0)%"*
A B

Caso (4,0)?
A B

Caso (4,0)"
A B

Ky
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