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Resumo

Neste trabalho consideramos o problema de particionar um grafo em k conjuntos inde-
pendentes e [ cliques, conhecido como o problema da Parti¢ao- (k,[). Este problema fora
introduzido por Brandstadt, e generalizado por Feder, Hell, Klein e Motwani como o pro-
blema da M-particao. Brandstddt provou que, dado um grafo G, é NP-completo decidir
se G é um grafo-(k,[) para k > 3 ou [ > 3. Em particular, consideramos uma subclasse
de grafos perfeitos: grafos de distancia hereditaria, que consistem de grafos cuja distancia
entre quaisquer dois vértices é isométrica (todos os caminhos induzidos possuem a mesma
distancia), e apresentamos uma caracterizagdo dos DHG-(k, 1) em termos de subgrafos
proibidos, i. e., obstru¢oes minimais.

Palavras-chave: Parti¢ao-(k,[), Grafos de Distancia Hereditaria.



Abstract

In this work we consider the problem of partitioning a graph into k£ independent sets and
[ cliques, known as the (k,[)-partition problem, which was introduced by Brandstédt, and
generalized by Feder, Hell, Klein and Motwani as the M-partition problem. Brandstadt
proved that, given a graph G, it is NP-complete to decide if G is a (k, [)-graph for k > 3 or
[ > 3. In particular, we consider a subclass of perfect graphs: distance hereditary graphs,
which consist of graphs of isometric distances (every induced path between two vertices
has the same length), and we present a characterization of the (k,1)-DHG in terms of
forbidden subgraphs, i. e., minimal obstructions.

Keywords: (k,!)-Partition, Distance Hereditary Graphs.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertagdo considera o problema da Parti¢ao-(k,l) em Grafos de Distancia Here-
ditaria. Este problema consiste em verificar se é possivel particionar um dado grafo de
distancia hereditaria G em no maximo k conjuntos independentes e no maximo [ cli-
ques, i.e., se G é (k,l) (ou se admite uma (k,)-particdo). Como principal resultado
deste trabalho, apresentamos uma caracterizacao dos grafos de distancia hereditaria- (k, 1)
por subgrafos proibidos. Mais precisamente, nosso resultado caracteriza por subgrafos

proibidos quando um dado grafo de distancia hereditaria é (k,1).

Como um dos principais topicos da Ciéncia da Computagao, Teoria dos Grafos por si
SO possul um campo teoérico vasto que tem sido alvo de muitas pesquisas e por isso sao
publicados muitos artigos especializados no assunto. Além da area tedrica muito estudada,
Teoria dos Grafos possui grande aplicabilidade em problemas reais, principalmente em

problemas de otimizacao.

Para resolver problemas de otimizacao é interessante que existam algoritmos eficientes,
pois muitas vezes solucionar problemas dificeis torna-se computacionalmente impraticavel
por exigirem até mesmo anos de computacao para que se obtenha a melhor solucao possivel
e necessitarmos de uma solu¢cdo mais rapidamente. Dessa forma, uma alternativa para
solucionar tais problemas encontra-se no estudo de classes especificas de grafos, classes

tais que um problema dificil seja facilmente resolvido.

O problema Parti¢ao-(k, ) ja foi provado ser um problema dificil em [2][4] e, portanto,
uma motivacao para o estudo deste problema na classe de Grafos Distancia Hereditaria
se da pela necessidade de viabilizar a solucao deste problema em tempo computacional

vidvel.
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1.1 Organizacao do trabalho

O restante desta dissertacao esta organizada em quatro outros capitulos. No Capitulo 2
estao dispostas as defini¢oes, conceitos basicos e termos utilizados nesta dissertacao. O
Capitulo 3 descreve estudos sobre o problema da Parti¢ao- (k,[) em diversas classes de gra-
fos. O Capitulo 4 descreve a defini¢ao formal do problema estudado e traz a caracterizacao
por subgrafos proibidos proposta nesta dissertacao além de algumas notacoes adicionais.

O Capitulo 5 traz as conclusoes do trabalho bem como sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo introduz conceitos, defini¢oes e termos. Além de discorrer sobre duas classes
de grafos bastante abordadas neste trabalho: a classe dos cografos e a classe dos grafos

de distancia hereditaria.

2.1 Definicoes

Todos os grafos nesta dissertagao sao simples e o termo grafo é utilizado para designar

um grafo simples.

Um grafo simples G é um par ordenado (V(G), E(G)) (ou apenas (V, E)), tal que V(G)
representa o conjunto de vértices e E(G) representa o conjunto de arestas. Cada aresta do
conjunto E(G) é representado por um par de vértices de G (necessariamente distintos),
dizemos que os vértices que formam a aresta sao extremidades desta. Denotamos o niimero
de vértices e de arestas de um grafo G' por n(G) e m(G) (ou simplesmente n e m),
respectivamente. Se e = (u,v) é uma aresta pertencente a F(G), entdo dizemos que os
vértices u e v sao adjacentes no grafo G. Também dizemos que e é incidente aos vértices

U e v e vice-versa.

Um grafo completo G é um grafo tal que se u e v sao dois vértcies distintos de V(G),
entao u e v sao adjacentes. Denotamos por K, um grafo completo com n vértices. Um
grafo G é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos X
e Y, tal que toda aresta de E(G) possui uma extremidade em X e outra extremidade em
Y tal particao (X,Y) é dita biparti¢ao do grafo, e X e Y suas partes. Um grafo estrela
¢ um grafo bipartido completo que admite biparti¢ao (X,Y) e |X|=1ou |Y|=1.

Um caminho em um grafo é uma sequéncia de vértices que pode ser ordenada de
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tal forma que dois vértices sao adjacentes se aparecem consecutivamente na sequéncia.
Da mesma forma, um ciclo em um grafo é uma sequéncia com trés ou mais vértices
que pode ser ordenada de forma ciclica tal que dois vértices sao adjacentes se aparecem
consecutivamente na sequéncia. Quando dois vértices nao consecutivos em um caminho
(ciclo) possui uma aresta entre eles, esta aresta é chamada corda. Um caminho (ciclo)
induzido com n vértices que nao possui cordas é denotado por P, (C,,). Um ciclo induzido

com cinco ou mais vértices é chamado buraco.
O grau de um vértice é a quantidade de arestas incidentes a ele, denotado por d(v).

Um grafo G é conezxo se, para cada particao de vértices em dois conjuntos nao vazios
X e Y, existe uma aresta com uma extremidade em X e outra em Y'; caso contrario o

grafo é desconexo.

O complemento G de um grafo G'é um grafo com o mesmo conjunto de vértices V(Q)

e com pares de arestas entre os vértices nao adjacentes em G.

Dois grafos G e H sao isomorfos se existem bijecoes: 6 : V(G) <> V(H) e ¢ : E(G) <>
E(H).

Um grafo F é dito subgrafo de H (F C H) se V(F) C V(H) e E(F) C E(H), neste
caso dizemos que F' esta contido em H e que H contém F. Um supergrafo de G é um

grafo H que contém G como subgrafo.

Seja F uma familia de subgrafos de um grafo G. Um membro F, da familia F, é
dito mazximal se F nao esta contido em nenhum outro elemento de F. Um membro F', da
familia F, é dito minimal se F' nao contém nenhum outro elemento de F. Seja F a familia
de subgrafos conexos de um grafo G, os membros maximais da familia F sao ditos compo-
nentes conexas de G. Nao devemos confundir conceitos de Maximalidade/Minimalidade

e Méaximo/Minimo cardinal.

Um grafo G é dito aciclico se este nao contém ciclos, também chamado de floresta.

Um grafo conexo aciclico é dito drvore.

Uma arvore é denominada enraizada se um vértice r é escolhido para ser sua raiz. Cada
vértice adjacente a raiz € um ramo, onde cada ramo pode ser ou uma arvore enraizada
ou uma folha (um tnico vértice). Dizemos que um vértice t é ancestral de um vértice s

quando o caminho de s até a raiz contiver ¢.

Um subgrafo induzido H = (X,Y") de um grafo GG, denotado por G[X], é um grafo tal

que esta contido em G e o conjunto de arestas Y consiste em todas as arestas que contém
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as duas extremidades em X.

Um conjunto independente I de um grafo G é um conjunto de vértices tais que se u e
v é um par de vértices distintos de I, entdao u e v nao sao adjacentes. Da mesma forma,
dizemos que um conjunto K é uma clique se para quaisquer par de vértices u,v € K,

entdao u e v sao adjacentes. Denotamos a cardinalidade da maior clique de G por w(G).

Como as arestas nao possuem valores, consideramos que a distdncia entre dois vértices

u e v é a cardinalidade do menor caminho contendo w e v.

Denotamos por N(v) o conjunto dos vértices que sao adjacentes ao vértice v e cha-
mamos esse conjunto de wizinhanca de v. A wizinhanc¢a fechada de v é denotada por
Nv] = N(v) U {v}. De uma forma genérica dizemos que a wizinhanga i-ésima de v, de-
notada por N'(v), é o conjunto {w | dist(v,w) = i}, ou seja, sdo todos os vértices cuja

distancia até v é igual a .

Dizemos que dois vértices u e v sdo gémeos se N(u)\{u,v} = N(v)\{u,v}, em parti-
cular se u é adjacente a v eles sao ditos gémeos verdadeiros. Um par de vértices gémeos

nao adjacentes sao ditos gémeos falsos. Um vértice u é dito vértice pendente de v, se
N(u) = {v}.

Seja um grafo G, denotamos por e(v) a excentricidade do vértice v, definida como a
maior distancia de v a todos os outros vértices de V', ou seja, e(v) = maz({dist(v,w) | w #

v,w € V}. O raio do grafo G é a maior excentricidade entre os vértices.

Um grafo G é dito k-colorivel se podemos escrever V(G) como uniao de k conjuntos
independentes, ou seja, V(G) = AjUAsU...UA onde cada A;,1 <i < k é um conjunto
independente (possivelmente vazio). O menor k tal que o grafo G seja k-colorivel é

chamado de nimero cromdtico e é denotado por x(G).

Um grafo G é perfeito se para todo subgrafo induzido G’, entao x(G') = w(G"). Dado

que G é um grafo perfeito, entdo G também é perfeito.

Para diferenciacao de fungoes aplicadas em diferentes grafos (ou conjuntos de vértices),
indicamos o grafo em que a operacao esta sendo aplicada. Por exemplo, quando queremos
diferenciar operacoes realizadas sobre grafos GG e H, utilizaremos a nomenclatura do grafo
como subindice, distg(v,w) seria uma operagao que calcula a distancia entre dois vértices

v e w no grafo G enquanto disty (v, w) realizaria a mesma operacao no grafo H.
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2.2 Complexidade de algoritmos

Uma érea da Ciéncia da Computacao que teve um grande e rapido crescimento no tltimos
25 anos é o campo de Algoritmos e Teoria da Complexidade - em particular, o desenvolvi-
mento e analise de algoritmos computacionais. O objetivo de pesquisa nesta area é o de
estudar a natureza dos problemas que podem ser resolvidos através de um computador
digital, para fornecer solucoes para problemas resolviveis, assim como classifici-los em

categorias dependendo do seu grau de dificuldade ou intratabilidade.

Formalmente, um problema algoritmico 7 consiste de um conjunto D de todas as
possiveis entradas para o problema, chamado conjunto de instincias, e de uma questao ()
sobre estas instancias. Resolver um problema algoritmico é desenvolver um algoritmo cuja

entrada é uma instancia do problema e cuja saida é uma resposta a questao do problema.

Um problema é dito de decisao quando a questao exige uma resposta do tipo SIM ou
NAO. Como exemplo, seja 7 o seguinte problema: “Dado um grafo G, reconhecer se G ¢
um cografo.” O conjunto de instancias de 7 é obviamente o conjunto de todos os grafos.

O problema 7 pode ser assim esquematizado:
Instancia genérica de m: um grafo G.
Questao: G é cografo?

Fica evidente que o problema 7 acima é um problema de decisao, em particular, um
problema de reconhecimento. Resolver m significa elaborar um algoritmo de reconheci-

mento de cografos.

Dizemos que um algoritmo é polinomial quando sua complexidade de tempo (medida
do niimero de passos que o algoritmo efetua) é uma fun¢ao polinomial no tamanho da sua
entrada. Os problemas de decisao para os quais existem algoritmos polinomiais constituem

a classe P. Tais problemas sao chamados polinomiais.

Um problema de decisao é nao-deterministico polinomial quando qualquer instancia
que produz resposta SIM possui um certificado sucinto, isto é, uma comprovacao de que
a resposta SIM é de fato verificavel em tempo polinomial no tamanho da instancia. Esta

classe de problemas de decisao é a classe NP.

A classe Co-NP é formada pelos problemas que possuem um certificado sucinto para

as instancias que produzem resposta NAQO.

Sejam (D1, Q1) e mo(D2,Qs) dois problemas de decisao. Uma transformagao ou
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reducao polinomial de m em w9 é uma funcao f : D; — D5 tal que as seguintes condicoes

sao satisfeitas:

e f pode ser calculada em tempo polinomial;

e para toda instancia I € Dy, tem-se que I produz resposta SIM para m; se e somente

se f(I) produz resposta SIM para .

Um problema de decisao 7 pertence a classe NP-completo quando as seguintes condi-

¢oOes sao satisfeitas:

e 7€ NP;

e para todo problema 7’ € NP existe uma transformacao polinomial de 7’ em 7.

Um problema pertencente a classe NP-completo é chamado NP-completo. Para provar
que um certo problema m é NP-completo, basta mostrar que @ € NP e que existe uma

transformacao de um problema NP-completo 7" em 7.

Analogamente, prova-se que um problema de decisao 7 pertence a classe Co-NP-
completo (e, neste caso, w é dito Co-NP-completo) quando m € Co-NP e existe um pro-

blema 7’ (Co-)NP-completo tal que:

e se m' é NP-completo, existe uma fungao f que pode ser calculada em tempo poli-
nomial tal que para toda instancia I’ de 7', tem-se que I’ produz SIM para 7’ se e

somente se I = f(I') produz NAO para ;

e se 7 & Co-NP-completo, existe uma funcao f que pode ser calculada em tempo
polinomial tal que para toda instancia I’ de 7/, tem-se que I’ produz NAO para 7’

se e somente se [ = f(I') produz NAO para 7.

Como fonte de referéncias para esta sec¢ao, indicamos [12, 30].

2.3 Cografos

Uma classe de grafos perfeitos bastante estudada é a classe dos cografos ja que muitos
problemas dificeis podem ser resolvidos eficientemente nesta classe. Nos anos 70 diver-

sos pesquisadores estudaram os cografos independentemente, porém utilizando diferentes
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defini¢oes e nomenclaturas. Jung, em [22|, utilizou o termo grafo D*. Seinsche em [27]
trabalhou com grafos que nao possuem subgrafos induzidos isomorfos ao P;. Sumner,
em [29], os chamou de grafos HD. Lerchs, em [23] e [24], introduziu o termo cografo e,
como extensao de seus trabalhos, Stewart|28| desenvolveu um algoritmo polinomial de
reconhecimento para grafos desta classe. Posteriormente foram desenvolvidos algoritmos

que reconhecem se o grafo é um cografo em tempo linear [9, 13, 14].

Como defini¢ao, vamos dizer que um cografo é um grafo G = (V, E) que nao possui

caminho induzido com quatro vértices (P;) como subgrafo induzido, ou seja, é livre de Pj.

2.3.1 Co-arvore

Os cografos correspondem a uma subclasse dos grafos perfeitos e possuem uma representa-
¢ao baseada em arvores que facilita a resolucao de diversos problemas. Tal representacao
¢ denominada co-drvore. Uma co-arvore T(G) é uma arvore representando um cografo
GG, onde os noés sao rotulados tipo 1 ou tipo 0 e as folhas representam os vértices de G.
Dois vértices sao adjacentes se, e somente se, o primeiro ancestral comum é um né tipo
1. Uma co-arvore possui uma alternancia entre nés tipo 1 e tipo 0, ou seja, um nd tipo
1 terd apenas filhos tipo 0 ou folhas e um no tipo 0 terda apenas filhos tipo 1 ou folhas.
Duas co-arvores representando o mesmo grafo sao isomorfas, portanto a co-arvore de um
grafo G é tnica. E facil observar que se a raiz da co-arvore for um né tipo 0 o grafo sera
desconexo e caso seja um noé tipo 1 o grafo serd conexo. Corneil et al. provou, em [§|,
que um grafo ¢ um cografo se, e somente se, pode ser representado por uma co-arvore.
Na Figura 2.1 mostramos exemplo de uma co-arvore e o grafo representado. Podemos
notar a alternancia entre os nos tipo 1 e tipo 0 e as adjacéncias de acordo com o ancestral

comum mais proximo.

2.3.2 Sequéncia de operacgoes para construgao do cografo

Uma das formas para sabermos se um grafo G é um cografo baseia-se em uma construgao
recursiva. Ou seja, o grafo G possui uma sequéncia de operacoes consecutivas que o
constroi. Assim, a sequéncia de operacoes inicia-se com um vértice inicial e cada uma das
operacoes aplicadas gera um grafo intermediario, que é um subgrafo induzido, e apenas
ao final das operacoes chegamos ao grafo G. As operacoes utilizadas na sequéncia de
operacoes consiste em criar novos vértices, que sao gémeos verdadeiros ou gémeos falsos

de algum vértice existente no grafo intermediario. Assim, as operacoes sao nomeadas:
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0 0

C dees

¢ r f d

Figura 2.1: Exemplo de co-arvore e o grafo que representa.

gémeo verdadeiro e gémeo falso.

Formalmente, sejam G” e G’ grafos intermediarios, onde G’ é gerado com uma ope-
ragdo em G”. A operacdo gémeo verdadeiro aplicada ao vértice v gerando gémeo w tal
que V(G") =V(G")U{w} e N(w) = N[v] e a operacao gémeo falso aplicada ao vértice
v gerando gémeo w tal que V(G') = V(G") U{w} e N(w) = N(v). A Figura 2.2 mostra
um exemplo de cada operacao sobre o vértice a do grafo. Nesta figura o vértice b é gerado
pela respectiva operacao no vértice a. Dizemos que w é descendente de v, se o vértice w

foi gerado com uma operagao no vértice v.

Giomeo Falso Gémeo Verdadeiro

Figura 2.2: Exemplos de operacoes que constroem o cografo.
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2.4 Grafos de distancia hereditaria

Uma outra classe de grafos perfeitos é a classe dos grafos de distancia hereditaria (DHG -
distance hereditary graph). Os grafos de distancia hereditaria constituem uma superclasse
dos cografos. Os primeiros estudos destes grafos foram realizados por Edward Howorka

em [20], que provou que os DHG’s sdo uma subclasse dos grafos perfeitos|26].

Os grafos de distancia hereditaria sao conhecidos por possuirem a mesma distancia
entre quaisquer dois vértices independentemente do caminho escolhido. Dessa forma, dado
um grafo de distancia herediaria GG, se existe um caminho entre dois vértices u, v em um
subgrafo induzido H, entao este caminho possui o mesmo comprimento em H e em G.

Definimos esta caracterizacao formalmente no Teorema 2.1.

Teorema 2.1 Um grafo G é um grafo de distancia hereditdria se, e somente se, para
todo V! CV(G), z € V' ey € V' que existe caminho entre x e y no subgrafo induzido V",
entao distg(x,y) = distap(z,y).

Os grafos DHG também podem ser construidos recursivamente por uma sequéncia
de operacoes. Uma sequéncia de operacoes S aplicada no vértice inicial v, que gera gra-
fos intermediarios assim como cografo, consiste em operagoes gémeo verdadeiro, gémeo

falso e pendente.

Na Figura 2.3 mostramos as duas operagoes ja apresentadas na classe cografo e a

operagao pendente.

Pendente Gémeo Falso Gémeo Verdadeiro

Figura 2.3: Exemplos das trés operagoes que constroem um DHG.
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As operagoes gémeo verdadeiro e gémeo falso sao idénticas as operagoes definidas
para construgao recursiva do cografo e a operagao pendente consiste em adicionar um
vértice pendente ao grafo. Ou seja, a operacao pendente aplicada sobre um vértice v
gera um vértice w tal que N(w) = {v}. Neste trabalho utilizaremos a nota¢do S =
011117 012)2, e ,Og;_ll, para denotar a sequéncia de operacoes que constréi um grafo DHG,
cada operacao O; pode ser P-pendente, 7T-gémeo verdadeiro ou F-gémeo falso, os
indices ¢ denotam a ordem que as operacoes sao realizadas e v; é o vértice ao qual a

operacao é realizada.

Vale ressaltar, que a sequéncia de operacoes para construir um grafo G nao é unica.
Por exemplo, seja G um grafo tal que contenha apenas dois vértices v e w e sejam adja-
centes (K5), uma operagao pendente em v ou uma opera¢ao gémeo falso em w gerariam
vértices p e g, respectivamente, tal que ambos seriam apenas adjacentes a v, logo os dois
grafos gerados seriam isomorfos contendo diferentes sequéncias de operacoes. Um exem-
plo mais elaborado é o grafo apresentado na Figura 2.4, com duas sequéncias diferentes

para sua construgao.

(i

(a)S:TlaFQaT27T37F1 (b) S/:P17P17F1aT27T2

b+

Figura 2.4: Duas sequéncias de operacoes diferentes que constroem dois grafos isomorfos.

2.4.1 Outras caracterizagoes de grafos de distancia hereditaria

Além do reconhecimento por construcao, os grafos DHG podem ser caracterizados através

de subgrafos proibidos. Esta caracterizacao foi mostrada por Bandelt e Mulder, em [1]:

Teorema 2.2 ([Bandelt e Mulder[1]]) Um grafo G é DHG se, e somente se, nao possui

casa, buraco, domin6 e leque como subgrafo induzido.

O grafo casa é o grafo composto pelos vértices {a,b,c,d, e} e arestas {(a,b), (,c),

(c,d),(d,a),(c,e),(d,e)}.
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O grafo buraco é um Cj com k > 5.

O grafo dominé é o grafo composto pelos vértices {a, b, c,d, e, f} e arestas {(a, b), (b, ¢),

(¢, d), (d,a),(c,e), (e, [), (d, )}

O grafo leque é o grafo composto pelos vértices {a, b, ¢, d, e} e arestas {(a, b), (a, ¢), (a, d),

(a,e),(b,c),(c,d),(d,e)}.

Na Figura 2.5 mostramos os grafos proibidos para que um grafo G seja DHG.

casa leque

e b

domino buraco
Figura 2.5: Subgrafos proibidos para grafos distancia hereditaria.

Assim, dadas as caracterizacbes mencionadas nos teoremas anteriores para os grafos

de distancia hereditaria, segue o Teorema 2.3.

Teorema 2.3 As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) G € um grafo de distancia hereditdria;

(i) Para todo V' C V(G), x € V' ey € V' que eziste caminho entre x e y no subgrafo
induzido V', entao distg(x,y) = dista(x,y);

(i1i) Casa, buraco, leque e domind nao sao subgrafos induzidos de G, i.e., G € livre de

(casa, buraco, leque, domind)[1];

(iv) Todo ciclo com pelo menos cinco vértices de G possui duas cordas que se cruzam/[26].



Capitulo 3

Partigao- (k, l) em Classes de Grafos

Um problema bastante estudado em Teoria dos Grafos é o problema da particao em
grafos, que consiste em particionar o conjunto de vértices de um grafo em subconjuntos
satisfazendo certas propriedades que podem ser internas ou externas aos conjuntos. Um
problema que se insere neste contexto é o problema da partigao-(k,[). A seguir apresen-

tamos o problema parti¢ao-(k,[) e o estado da arte do problema.

3.1 Grafos-(k,1)

Uma classe muito importante para esta dissertacao é a classe dos grafos-(k,l), ou sim-
plesmente (k,l). Esta classe foi definida em 1996, por Brandstddt|2|. Um grafo G é (k,1),
se seu conjunto de vértices V(G) pode ser particionado em k conjuntos independentes e [
cliques. Observe que os grafos (k,0) sdo os grafos k-coloriveis, pois os grafos que perten-
cem a esta classe podem ser particionados em k conjuntos independentes e zero cliques.
Em [2| e [4], Brandstadt apresentou um algoritmo eficiente para reconhecer as classes
(2,1),(1,2),(2,2) e mostrou que reconhecer grafos (k,l) com k > 3 ou !l > 3 é um pro-
blema NP-Completo. Essa classe é uma generalizacao dos grafos split, que sao os grafos
que podem ser particionados em um conjunto independente e uma clique, ou seja corres-

pondem aos grafos (1, 1). Grafos split podem ser reconhecidos em tempo polinomial|15].

Como o problema de reconhecer o grafo (k,l) é NP-Completo para k > 3 ou [ > 3,
diversos trabalhos foram desenvolvidos para reconhecer se um dado grafo G é (k,[) quando
o grafo de entrada G pertence a certa classe de grafos. Em geral, esses estudos tem sido

feitos em subclasses de grafos perfeitos: cordais, cografos, Ps-esparsos, etc.
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3.1.1 Grafos cordais-(k, 1)

Uma subclasse bastante estudada dos grafos perfeitos sao os grafos cordais. Os grafos
cordais também sao conhecidos como grafos triangulados. Um grafo ¢ cordal se, e somente

se, todo ciclo C' com quatro vértices possui corda.

E facil ver que a classe dos grafos cordais ndo esta contida na classe de grafos de
distancia hereditaria e que a classe dos grafos de distancia hereditaria nao estd contida
na classe dos grafos cordais, ja que possuimos o grafo leque que pertence aos cordais, mas
nao pertence aos DHG; e temos o ciclo com quatro vértices sem cordas que pertence aos

DHG mas nao pertence aos cordais.

Uma das caracterizagoes dos grafos cordais é baseada em uma ordem especial de
vértices, chamada esquema de eliminacao perfeita. Dizemos que um vértice v é simpli-
cial se G[N(v)] é uma clique (ndo necessariamente maximal). Dessa forma, seja o =
[v1, v, ...,v,] uma ordenacao de vértices. Dizemos que o é um esquema de eliminacao
perfeita se cada v; € um vértice simplicial no grafo induzido G[v;, Vi1, ..., v,]. Assim um
grafo é cordal se, e somente se, possui uma ordem de eliminagao perfeita [11]|. E utilizando

esta ordem de eliminacao perfeita podemos fazer seu reconhecimento em tempo linear.

O problema de decisao dos grafos cordais-(k, ) consiste em decidir se um dado grafo
cordal G é (k,l) ou ndo. Dessa forma, temos como entrada do problema um grafo cordal

G e como saida a resposta “sim” ou “nao” para pergunta “G é (k,1)?”.
Problema de decisao dos grafos cordais- (k, )

Entrada: Um grafo cordal G.

Saida: “G é (k,1)?.

Os grafos cordais-(k, ) foram estudados e caracterizados em Hell et al.[17]. Os grafos

cordais-(k, ) foram caracterizados por subgrafos proibidos como segue:

Teorema 3.1 Um grafo cordal G € (k,l) se, e somente se, nao contém (I + 1)Ky 1 como

subgrafo induzido, isto €, | + 1 copias isoladas de um completo com k + 1 vértices.

Assim, por exemplo, um cordal G é (2,1) se, e somente se, ndo contém 2K3. A Figura

3.1 mostra o grafo 2K3.

Além disso, outros trabalhos foram desenvolvidos no contexto de particao de grafos e

de parti¢ao com listas de grafos para grafos cordais [16, 18].
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Figura 3.1: Grafo proibido para cordal-(2,1).
3.1.2 Cografos-(k,1)

Na secao 2.3 do capitulo anterior, definimos a classe cografos. Nesta subsecao iremos
apresentar a caracterizacao dos cografos que podem ser particionados em k conjuntos

independentes e [ cliques, chamados cografos-(k,1).

O problema de decisao dos cografos-(k, 1) consiste em decidir se um dado cografo G é
(k,1) ou ndo. Dessa forma, temos como entrada do problema um cografo G e como saida

a resposta “sim” ou “nao” para pergunta “G é (k,1)?”.
Problema de decisao dos cografos

Entrada: Um cografo G.

Saida: “G é (k,1)?.

Bravo, Nogueira e Klein caracterizaram os cografos- (k,[) por subgrafos proibidos em
[6, 7].

Antes de apresentar a caracterizagao dos cografos-(k,[), faz-se necessario introduzir
duas operacoes entre grafos. Sejam G e H dois grafos e J o grafo resultante da operagao,
a operacao join: J = G + H indica V(J) = V(G)UV(H) e E(J) = E(G)U E(H) U
{(v,w) | v € G,w € H}; e a operacao union: J = G U H indica V(J) = V(G) UV (H)
e E(J) = E(G)U E(H). Ou seja, a operagao join(+) atribui todas as arestas entre os

vértices dos diferentes grafos (G e H) enquanto a operagao union(U) os mantém isolados.

Em [5], Bravo et al. mostraram uma forma recursiva para se obter os subgrafos
proibidos para os cografos-(k, ). Esta forma baseia-se em dispor uma matriz (k+1)x ([41)
de pontos. A partir dai, fazem-se “cortes” verticais ou horizontais até que sobrem apenas

linhas e colunas. Um corte vertical indica uma operagao join(+) e um corte horizontal
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indica uma operagao union(U), e cada coluna é um conjunto independente com i vértices
(I;), onde i é o nimero de pontos que a coluna contém; e cada linha é uma clique com
j vértices (K;), onde j é o nimero de pontos que a linha contém. A Figura 3.2 mostra
um exemplo de grafo proibido para o cografo-(2,1) e o seu particionamento na matriz de

pontos.

K>

(]
I

Figura 3.2: Exemplo de subgrafo proibido para cografo-(2,1).

Assim, podemos interpretar a forma mostrada como uma func¢ao recursiva e os sub-

grafos proibidos para o cografo-(k,1) sao dados através da recursao a seguir:

a) ProibidoCografo— (k,0) = Kj1;
b) ProibidoCografo— (0,1) = I;,1;

c) ProibidoCografo—(k,l) = ProibidoCografo—(k,i—1)UProibidoCografo—(k,j—1),
onde i +75=101+1;

d) ProibidoCografo—(k,l) = ProibidoCografo—(i—1,1)+ ProibidoCografo—(j—1,1),
onde i1+ 7 =k +1.

Onde ProibidoCografo—(k,l) denota a familia de subgrafos proibidos para o cografo-
(k,1).

A base desta recursao sao os subgrafos proibidos (k,0) e (0,1) que representam as
linhas e colunas e resultam em Kj,; e [, respectivamente. As chamadas recursivas
simulam os diversos possiveis cortes, por exemplo, ao fazer-se um corte da primeira coluna,
vamos ter i = 1 e j = k colunas em cada lado (direito e esquerdo) do corte realizados,
porém a quantidade de linhas se mantém [+ 1 em ambos os lados, assim como a matriz de
pontos de dimensoes (k' + 1) x (I'+ 1) nos da um subgrafo proibido para cografo-(k',1").

Temos que esta matriz representada por i X (I 4+ 1) representa o cografo (i — 1,1), neste
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caso (0,1). Analogamente temos os cortes horizontais que dividem a quantidade de pontos

verticais mas mantém a quantidade de pontos horizontais.

3.1.3 Grafos-(k,l) em classes de grafos com poucos P,

Algumas classes com poucos Pjs, tais como: Py-esparso e Py-redutivel foram anteriormente
caracterizadas em relacao a particao-(k,l). A classe de grafos Pj-esparsos fora definida
inicialmente por Hoang em [19] como um grafo G tal que para qualquer subconjunto
Q) C V(G) com cinco vértices, G[@] induz no maximo um P;. Hoang ainda mostrou, no
mesmo trabalho, que estes grafos sao grafos perfeitos. Os Py-redutiveis foram introduzidos
por Jamison e Olariu, em [21], como os grafos tais que cada vértice pertence a no maximo
um Py. E facil ver que a classe Py-redutivel contém a classe dos cografos, pois os cografos
nao possuem P, induzidos; da mesma forma é facil ver que os grafos P,-redutiveis estao
contidos nos grafos Py-Esparsos, pois satisfazem a condicao de que para qualquer conjunto

com cinco vértices existe no maximo um Fj. Logo:

cografos C Py, — redutivel C Py — esparso

Bravo et al., em [5], provou que os subgrafos proibidos para Pj-esparso-(k,l) sao

exatamente os mesmos proibidos para os cografos- (k,1).

3.1.4 Grafos de distancia hereditaria-(2,1)

Uma subclasse de grafos perfeitos que possui estudos em relacao ao particionamento
de seu conjunto de vértices é a classe de grafos de distancia hereditaria, apresentada
no capitulo anterior. Nesta subsecao vamos comentar a caracterizacao dos grafos de
distancia hereditaria que podem ser particionados em dois conjuntos independentes e
uma clique, chamados DHG-(2,1). Observe que esses grafos sao exatamente os grafos

DHG que possuem uma clique que toca todos os ciclos sem cordas do grafo.

Em [3], foi provado que um grafo é DHG-(2, 1) se, e somente se, é livre de (G, Ga, G3, Gy).
Os grafos G, Gy, G3 e G4 sao apresentados na Figura 3.3.

Este estudo teve por objetivo caracterizar os grafos DHG que possuem cliques que
toquem todos os ciclos sem cordas do grafo - observe que no caso de DHG, os grafos nao
possuem ciclos sem cordas maiores que quatro, e portanto deve-se tocar todos os ciclos

de tamanho trés e quatro. Porém tocar todos os ciclos de tamanho trés, também pode
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(a) Gy (b) G2 (c) Gs

Figura 3.3: Subgrafos proibidos para DHG-(2,1).

ser interpretado como tocar todos os triangulos do grafo. Dessa forma, como corolario
do teorema provado temos o resultado de que os grafos proibidos para DHG- (2, 1) sdo os

grafos (Gl, G27 G37 G4)

Dentre os quatro grafos proibidos, é interessante observar que apenas G4 nao é um
grafo proibido para o cografo-(2,1), pois é o unico que nao é cografo, quanto aos demais,

todos seguem a recursao para definigdo dos proibidos para cografo-(2,1).

e (1 = ProibidoCografo — (2,0) U ProibidoCografo — (2,0) = 2K;

e Gy = ProibidoCografo — (0,1)4(ProibidoCografo — (1,0)UProibidoCografo(1,0)) =
Iy + 2K,

e G35 = ProibidoCografo — (0,1)4 ProibidoCografo — (0, 1)+ ProibidoCografo(0,1) =
I+ 1+ I

A prova apresentada em [3] segue do fato que uma operagdo pendente ndo gera novos
ciclos, portanto nao pode ser a ultima operacao na sequéncia de operacoes de um proibido
minimal G. Assim, resta analisar os casos em que a tltima operacao é gémeo verdadeiro
ou gémeo falso. Observa-se o fato de que se o grafo G' ¢ um proibido minimal, entao o
grafo G' = G[V(G)\{y}] (onde y é o vértice gerado na tltima operagio) é um grafo que
contém uma clique que toca todos os ciclos, onde y é o vértice gerado na tltima operagao

da sequéncia de operacoes.

No caso em que a tltima operacao, aplicada no vértice x gerando o vértice y, é
gémeo falso, observa-se que z deve estar na clique ) que toca todos os ciclos em G,
caso contrario y nao geraria nenhum novo ciclo nao tocado por (). Nestes termos, esta

operacao levaria aos grafos Go, G5 e G4, em diferentes casos.

No caso em que a utima operacgao, aplicada no vértice x gerando o vértice y, é gémeo

verdadeiro, observa-se que x nao deve estar na clique ) que toca todos os ciclos em



3.1 Grafos-(k,1) 19

G, caso contrario G[Q U {y}] seria clique e tocaria todos os novos ciclos criados. Nestes

termos, a operacao levaria aos grafos G, G5 e G4, em diferentes casos.

3.1.5 M-particao

Uma definicao mais geral de particao de grafos é a M-particao. A M-particao foi inicial-
mente introduzida por Feder et al. em [10] como: Seja M uma matriz simétrica m x m
com valores M;; € {0,1,*}. Uma M-Particao de um grafo G é uma particao de vértices
em m partes, indexada pelas linhas (e colunas) da matriz M, tal que, para vértices distin-
tos = e y do grafo G, alocados em conjuntos i e j (possivelmente i = j) respectivamente,

temos:

e Se M(i,j) =0, entdo (z,y) ¢ E(G);
e Se M(i,j) =1, entdo (z,y) € E(G); e

e Se M(i,j) = %, nao podemos afirmar nada sobre a existéncia ou nao da aresta entre

os conjuntos ¢ e 7 no grafo G;

Observe que os valores apresentados da diagonal definem a caracteristica do conjunto,
1 implica dizer que o conjunto é uma clique; 0 implica dizer que ¢ um conjunto indepen-
dente; e *x € um conjunto sem restri¢goes internas. Além dos elementos da diagonal principal
temos os elementos que nao estao na diagonal principal de M sao o que chamamos de

restricoes externas, pois regulam as adjacéncias entre os diferentes conjuntos.

Uma instancia do problema de M-particao é um grafo GG e a solucao é uma matriz
M que particione G. Nas matrizes abaixo mostramos: M;, uma matriz que particiona o
grafo em duas cliques e um conjunto independente e nao possui restricoes externas entre
os conjuntos; M,, uma matriz que particiona o grafo em duas cliques e um conjunto
independente e todos os vértices do conjunto independente sao adjacentes a todos os

vértices das duas cliques.

_1 -
Mi= % 1 x
[+ x 0_
(1« 1]
My=|x 1 1
1 1 0]
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E facil observar que uma matriz que tenha uma linha ou coluna composta por * pode
particionar qualquer grafo. Pois, qualquer vértice poderia compor o conjunto representado
pelo * na diagonal. Extrapolando as condi¢oes, podemos dizer que qualquer matriz que
contenha um * na diagonal principal pode representar qualquer grafo G independente
das dimensoes da matriz, pois podemos dizer que o conjunto ¢ tal que é representado na
matriz por * contém todos os vértices do grafo G, ou seja V(M;) = V(G), como os outros

conjuntos M;|j # ¢ sao vazios, sabemos que as restri¢oes externas sao cumpridas.

3.2 Co-coloracao

Em Teoria dos Grafos o problema de co-colora¢ao de um grafo G significa atribuir cores
aos vértices, tal que cada cor seja atribuida a um conjunto independente em G ou a um
conjunto independente em seu complemento (uma clique em G). O nimero co-cromdtico
2(G) é o menor niimero de cores que sao necessarias para colorir todo o grafo G. Este
problema pode ser interpretado de diversas maneiras. Em particular, pode ser inter-
pretado através da M-partigao e da partigao-(k, 1), mencionados anteriormente. Ambos
0s casos nos levam a uma co-coloracao do grafo, porém nao necessariamente ao ntiimero
co-cromético. Este problema foi inicialmente estudado em |25], onde Lesniak e Straight
nomearam o problema. A Figura 3.4 exemplifica um grafo 3-cocolorivel, neste caso com
dois conjuntos independentes e uma clique no grafo GG e um conjunto independente e duas

cliques no grafo G.

@ ¢
/ b
/°
°°
\\ b
:1. {.
(b) G

Figura 3.4: Um grafo 3-cocolorivel.

Uma vez que a co-coloracao de um grafo G significa buscar por cliques e conjuntos

independentes, podemos reduzir o problema a resolver uma M-particao. Pois o grafo G é
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p-co-colorivel se, e somente se, possui uma matriz M (p x p) com elementos da diagonal
M;; € {0,1} que particione G. Pois, se existe uma matriz M, simétrica p X p, com
elementos da diagonal 0 ou 1, quer dizer que temos ¢ conjuntos independentes e j cliques
tal que i + 7 = p, e logo cada um deles pode receber uma cor e temos uma co-coloracao
para (G. Se temos uma co-coloragao com p cores, entao temos i conjuntos independentes
em G e j cliques (conjuntos independentes em G), que podem ser representados na matriz
M, simétrica p X p, com os primeiros ¢ elementos da diagonal principal com valor 0, e os
proximos j elementos da diagonal principal com 1, o restante dos elementos de M pode

ser x sem prejuizo semantico.

Dessa forma, encontrar o niimero co-cromatico de G, significaria resolver um problema
de minimizacao, que em M-particao significaria encontrar o menor valor de m, tal que
seria possivel representar o grafo em forma de matriz com diagonal principal contendo
apenas {0, 1}; e em parti¢ao-(k,[) significaria encontrar o menor valor da soma k + [, tal
que seria possivel particionar o grafo em k conjuntos independentes e [ cliques. Ainda é
facil ver, que um grafo G é p-co-colorivel, se existe k + [ < p tal que o grafo respeita a

particao-(k, ).



Capitulo 4

Grafo de distancia hereditéaria- (k, [)

Neste capitulo vamos discutir os grafos de distancia hereditaria- (k,[). Mais especifica-
mente, estudaremos o problema de partionamento dos grafos de distancia hereditaria em
conjuntos independentes e cliques. Iniciamos este capitulo apresentando algumas defini-
¢oes necessarias para o seu entendimento, definimos formalmente o problema e, por fim,
apresentamos uma caracterizacao por subgrafos proibidos, também chamados de obstru-

¢oes, dos grafos de distancia hereditaria-(k, 1).

4.0.1 Notacoes Adicionais

No contexto de cliques e vizinhanga, a notagao Qyy1(v) denota o conjunto de todas as

cliques de tamanho k£ 4 1 que contenham o vértice v. Assim, denotamos um elemento do

conjunto @ € Qp41(v) por Ky [v].

Dizemos que um grafo G é (k,l)-particionavel se V(G) pode ser particionado em k

conjuntos independentes e [ cliques. Neste trabalho consideramos [ = 1.

Como observado anteriormente, a classe dos cografos esta contida na classe dos grafos
de distancia hereditaria. Cografos-(k,[) ja foram caracterizados em [5, 6]. No que segue,
vamos considerar os grafos de distancia hereditaria que nao sejam cografos. Tal classe sera
denotada por EDHG (grafos especiais de distancia hereditaria). Assim, EDHG — DHG
\ Cografo, ou seja, sdo os grafos de distancia hereditaria que contém P, como subgrafo
induzido. Daqui em diante, o termo “obstru¢ao minimal EDHG- (k,1)” sera utilizado para
designar uma obstru¢do minimal para a classe EDHG-(k,[), que sdo os grafos EDHG e

sao (k,l)-particionaveis.

Seja G um grafo. Dizemos que um conjunto C' C V(@) intercepta (toca) outro
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conjunto H C V(G), quando C N H # &. Ou seja, C toca H se possui algum vértice que

também estd em H.

Seja G um grafo. Um Ky, transversal T" de GG consiste num conjunto de vértices
que induz uma clique em G e intercepta todas as cliques de tamanho k£ + 1 de G, i.e.,
G' = G[V(G)\T] nao contém cliques de tamanho k + 1. Observe que em casos em que G

é perfeito, G’ = G[V(G)\T] sera um grafo k-colorivel.

Para facilitar o entendimento deste trabalho, faremos uso de representacoes graficas
para exprimir as rela¢oes de adjacéncia entre dois conjuntos de vértices A, B C V(G)
de um grafo G. Quando para todo par de vértices v € A e w € B, (v,w) ¢ E(G),
representaremos tal relacdo de adjacéncia por dois circulos sem arestas entre eles (A e
B), escrevendo A U B; quando nao pudermos afirmar a presenga ou nao de arestas entre
os vértices de A e B utilizaremos uma linha simples conectando os dois conjuntos e
denotamos por A *-- B tal situagao; e quando para todo par de vértices v e w, v € A e
w € B implicar em (v,w) € E(G) indicaremos a relacdo de adjacéncia entre A e B por
duas linhas paralelas conectando os dois conjuntos, denotando por A + B. A Figura 4.1

mostra as formas de adjacéncias citadas acima.

ORONORONORO

) A+ B ) A™ B ) AUB

Figura 4.1: Adjacéncia entre conjuntos.

4.1 Definicao do problema

No capitulo anterior mostramos diversas classes de grafos nas quais os grafos- (k,[) foram
caracterizados. Uma forma comum apresentada foi a caracterizagao dos grafos- (k,[) por

subgrafos proibidos.
Neste capitulo vamos propor uma caracterizacao por subgrafos proibidos para grafos

de distancia hereditaria-(k, 1). Ou seja, vamos definir uma familia F de grafos tais que:

Teorema 4.1 Dado um grafo de distincia hereditiria G, G é (k,1)-particiondvel se, e

somente se, € livre de grafos da familia F.

Os subgrafos proibidos para os cografos-(k, ) foram definidos em [6, 7]. Como cografo

C DHG, os subgrafos proibidos para os cografos-(k,[) também sao subgrafos proibidos
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para os grafos de distancia hereditaria-(k,[). Desta forma vamos nos ater a caracterizar

por subgrafos proibidos os grafos EDHG- (k, 1).

4.2 Caracterizagao de EDHG-(k, 1)

Nesta secao apresentamos o resultado principal desta dissertacao, o teorema de caracteri-
zagao dos grafos EDHG-(k, 1). Vamos provar lemas e teoremas a fim de definir familias de
grafos que sao obstru¢oes minimais EDHG- (k, 1), ou seja, familia de grafos que nao podem
ser particionados em k conjuntos independentes e uma clique. Ainda, podemos dizer, que
qualquer obstrugao DHG-(k, 1) contém algum desses grafos como subgrafo induzido ou

possui uma obstru¢ao minimal de cografo.

Teorema 4.2 Seja G um grafo EDHG. Entao G é (k,1)-particiondvel se, e somente se,
G € livre de G e Gs.

Ay

K

Figura 4.3: G, 2 <j<k,i<jm<k+1—7.

Note que Gy corresponde na verdade a uma familia de grafos e cada instancia que
respeite as restri¢oes representa uma obstrugao minimal EDHG- (k, 1). O mesmo vale para
Go.
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Nas subsecoes a seguir (4.2.1 e 4.2.2) vamos mostrar exemplos de grafos que respeitam

as estruturas de G; e (G5 para diferentes valores de k.

4.2.1 Grafos proibidos para EDHG-(2,1)

Na subsecao 3.1.4, foram mostrados os subgrafos proibidos para os DHG-(2,1). Dentre
os proibidos mostrados, apenas o grafo 3.3(d) da Figura 3.3 pertence a classe EDHG.
Portanto ele é o tnico grafo proibido para a classe EDHG-(2,1).

E facil ver que o subgrafo da Figura 3.3(d) ¢ um grafo da familia G, tal que j = 2
e i = 1. Podemos ver que esta configuragao (j = 2 e i = 1) é a unica configuracao que
satisfaz as restri¢coes da familia G - (2 < j < k e i < j)-; e ndo é possivel satisfazer as

restrigdes da estrutura de G, portanto o subgrafo da Figura 3.3(d) é o tnico subgrafo

proibido para EDHG-(2, 1).

Figura 4.4: Subgrafo proibido para EDHG-(2,1), um grafo da familia G; com j = 2,
1=1.

4.2.2 Subgrafos proibidos para EDHG-(k, 1)

Nesta subse¢ao vamos apresentar alguns subgrafos proibidos para EDHG- (k, 1), com di-
ferentes valores de k. A Figura 4.5, por exemplo, mostra todos os subgrafos proibidos
para os grafos EDHG-(3,1). Cada um dos subgrafos apresentados na Figura 4.5 satisfaz
as restricoes de G1 ou de Go. O subgrafo 4.5(a) é um elemento da familia G5 com confi-
guragdo j = 2, m = 1 e i = 1; o subgrafo 4.5(b) é um elemento da familia G; com j = 2
e 1 = 1, observe que neste caso o subgrafo proibido de cografo que esta contido em 17 é o
subgrafo 2K5; o subgrafo 4.5(c) é um elemento da familia G; com j =2 e i = 1, observe
que neste caso o subgrafo proibido de cografo que esta contido em I1 é o subgrafo I+ I5;
o subgrafo 4.5(d) é um elemento da familia G; com j = 3 e i = 1; e o subgrafo 4.5(e) é

um elemento da familia G; com j =3 e 1 = 2;

Para exemplificar melhor as variacoes das variaveis nas estruturas das familias G, e
G5. A Figura 4.6 mostra alguns subgrafos proibidos para outros valores de k. Os valores

de k foram escolhidos de forma que pudemos mostrar variacoes nos valores de 2, j e m.
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Figura 4.5: Subgrafos proibidos para EDHG-(3,1).

O subgrafo 4.6(a) é uma obstrucdo da familia G, com j = 3,7 =2 e m = 1, para a
classe EDHG-(4,1); O subgrafo 4.6(b) é uma obstrugao da familia Gy, com j = 3, i = 2
e m = 2, para classe EDHG-(5,1) - observe que neste caso o valor de m pode ser 1 ou
2; o subgrafo 4.6(c) é uma obstrugdo da familia G;, com j = 3 e i = 1, para classe
EDHG-(4, 1); o subgrafo 4.6(d) é uma obstrucao da familia Gy, com j = 3 e i = 2, para
classe EDHG-(4, 1).

Figura 4.6: Subgrafos proibidos para EDHG- (k, 1).

Prova. (=) Segue diretamente do fato de que ambas as estruturas (G; e G3) nao

permitem K., transversal.
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Seja H um grafo com as caracteristicas de (G; ou GGo. Entao pela retirada de apenas
um vértice de H, o subgrafo induzido gerado admite Kj,; transversal. Portanto, as

estruturas correspondem a obstru¢oes minimais EDHG-(k, 1).

(<) Vamos provar que todas as obstru¢oes minimais sao da forma de G e Gs. A colegao
de lemas e corolarios a seguir tem por objetivo mostrar que as obstru¢oes minimais EDHG-

(k,1) se resumem aos grafos que respeitam as estruturas G e Gj.

Lema 4.1 Seja H = (V, E) uma obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). Entdo, todo v € V

pertence a pelo menos uma clique de tamanho k + 1.

Prova. Suponha que exista v € V que nao estd em nenhuma clique de tamanho k +
1. Entdo, por minimalidade, H' = H[V(H)\{v}] é (k,1)-particionavel e, portanto, H’
contém um K., transversal 7. Dado que v nao pertence a nenhuma clique de tamanho

k+ 1, T é também um Kj,, transversal para H. Absurdo. m

Corolario 4.1 Seja H uma obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). Entao H nao contém Ps

como subgrafo induzido.

Prova. Suponha que H contenha um Ps induzido com o conjunto de vértices {vy, vo, v3,
V4, V5} € que vy e vs sejam seus extremos. Sejam S = N2(v;) e S’ = N?(vs). Sabemos
que SN N(vs) = SN N(vy) = &, jA que H é um grafo de distancia hereditaria (a
Figura 4.7 mostra a vizinhanca dos vértices v; e vz). Portanto, pelo Lema 4.1, H' =
(VA\SUS’, E) contém duas copias independentes de K1, que nao podem ser particionadas
em k conjuntos independentes e uma clique, absurdo pois supomos H uma obstrucao

minimal EDHG-(k,1). =

Corolario 4.2 Nao eziste obstrucao minimal EDHG-(k, 1) desconeza.

Prova. Suponha que H seja uma obstrugdo minimal EDHG-(k, 1) desconexa. Entao
existem vértices v, w € V(H) tais que nao existe caminho entre eles, pois estao em com-
ponentes conexas diferentes. Pelo Lema 4.1 acima, sabemos que tanto v quanto w estao
em cliques de tamanho k + 1 e, portanto, temos duas copias independentes de K., que

¢ uma obstrucao minimal de cografo. Absurdo, pois supomos H uma obstru¢ao minimal

EDHG-(k,1). =



4.2 Caracterizagao de EDHG-(k, 1)

28

N(v1) N°(v) N(vs)
4 ™ ¢
\] Jr— mmmmmm e " Vi
. A\ .
e =- _______________________ J :‘ _____________________ J
N 2("5)

Figura 4.7: Vizinhanga dos vértices vy e vs.

Lema 4.2 Seja G um grafo (k,1)-particiondvel com didmetro trés e com todos os vértices

de G pertencendo a pelo menos um Ky 1. Entao todo K1 transversal C' de G satisfaz:

Vo € C,e(v) <2, onde e(v) denota a excentricidade do vértice v.

Prova. Suponha que exista v; € C, tal que C' é um K} transversal para G e e(vy) = 3
(observe que e(v) < 3,Vv € G). Entio V(G) = {v1} UN(v1) UN?(v1) UN?(v;). Portanto,

C C NJuvi], o que é uma contradigdao pois N?(v;) U N3(v;) contém ao menos uma clique

K11 nao interceptada por C. A Figura 4.8 exemplifica a vizinhanca de v; e mostra a

clique de tamanho k + 1 contida em N?(v;) U N3(v;) e nao tocada por C. =

N(v1) N'(vi) N(v)
r N/ N\ ( ™
& L
Klul y
\ J\ J\ >

Figura 4.8: Vizinhancas do vértice v.
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Lema 4.3 Seja G um grafo DHG e S a sequéncia de operacoes que o constréi. FEntao
qualquer subsequéncia Oiz, Of}jl em S pode ser substituida pela subsequéncia Of)jl, Of)z, se

Vg F Uy

Prova. No que segue, consideramos todos os casos possiveis para operacoes O e Ol
Como as operacgoes sao consecutivas, vamos omitir os indices por simplicidade. Entao

temos que provar que:

’UzaF’Uy - Fvyasz;

Uz7T'Uy = Tvyasz§

vz?‘P’Uy —P’Uy7F’Uz;

Umanuy — T”L)yu Tvxa

vxapvy — vaava;

vzapvy :vaapvz~

Onde = significa que a subsequéncia a esquerda é equivalente a subsequéncia a direita.

Seja S uma sequéncia de operagoes para construir um grafo H da familia DHG.
Considere o caso em que S possua a subsequéncia com duas operagoes gémeo falso con-
secutivas: F, , F, ,isto é, S = O! ...,Oé;_ll,sz, Fo,, .. ,Oi’};ll. Seja H' um grafo DHG

v1?

com sequéncia de operacoes S’ = O}

i1 n—1
v O 5 By Foypy oo, Op . Vamos mostrar que

H' é isomorfo a H. Como todas as operagoes sao iguais apos as operacoes destacadas,
i-1 g i
O F L E). En

vt Vi—1? " v

T 1 i1 i iy = (Ol
podemos nos restringir a provar (O,,,..., 0, ", F, . F] ) = (O

., 071 Sejam a, o

tao, seja G um grafo DHG com sequéncia de operagoes S” = O]} 1

s
os dois vértices criados pelas operagoes F, , I}, , nesta ordem, respectivamente, e sejam
b" e b os dois vértices criados pelas operacoes I, , I, , nesta ordem, respectivamente. Se
(vg,vy) € E(G), entao N(a) = Ng(v,)U{a'}, N(a') = Ng(v,)U{a}, N(b) = Ng(v,) U{V'}
e N(b') = Ng(vy) U{b}. Se (vg,vy) ¢ E(G), entao N(a) = Ng(vy), N(a') = Nea(vy),
N(b) = Ng(vy) e N(V') = Ng(vy). Em ambos os casos, a e b possuem a mesma vizi-

nhanga, assim como, o’ e b'. Portanto, trocar a ordem de duas operacoes gémeo falso

em diferentes vértices nao constroi grafos diferentes, mostrando que F, , F, = F, , F,,.

Os demais casos sao analogos, no entanto, a prova detalhada de cada um deles esta

descrita a seguir.

Seja S uma sequéncia de operagoes para construir um grafo H da familia DHG.

Considere o caso em que S possua a subsequéncia com operagoes gémeo falso e gémeo
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verdadeiro consecutivas: F, ,T, , isto &, S = 011;17'

O F,.T,,....00"1 . Seja
H' um grafo DHG com sequéncia de operacoes S = O, ,...,05 T,  F, ... 0",
Vamos mostrar que H' é isomorfo a H. Como todas as operacdes sao iguais apos
. ,01’;_11, Fi Tgy) =
(O})l,...,Oi;ll,Tgy,sz). Entao, seja G um grafo DHG com sequéncia de operacoes

Sn — Ol

vt

as operacoes destacadas, podemos nos restringir a provar (O, ,.
..,Of;ll. Sejam a, a’ os dois vértices criados pelas operacoes F,,,T,, , nesta
ordem, respectivamente, e sejam b’ e b os dois vértices criados pelas operacoes T, , F,,,
nesta ordem, respectivamente. Se (v,,v,) € E(G), entao N(a) = Ng(v,) U{d'}, N(d') =
Nelv,] U{a}, N(b) = Ng(v,) U{b'} e N(V') = Nglv,| U {b}. Se (vs,v,) ¢ E(G), entao
N(a) = Ng(v,), N(d¢') = Ngvy], N(b) = Ng(v,) e N(V') = Ng[v,]. Em ambos os casos,
a e b possuem a mesma vizinhanca, assim como, a' e I/. Portanto, trocar a ordem das
operacoes gémeo falso e gémeo verdadeiro em diferentes vértices nao constroi grafos

diferentes, mostrando que F, , T, =T, , F,,.

Seja S uma sequéncia de operacoes para construir um grafo H da familia DHG. Con-
sidere o caso em que S possua a subsequéncia com operagoes gémeo falso e pendente

o s @ — O i—1 n Ty
consecutivas: F, , P, ,istoé, S=0,,...,0, ,F, P, ,...,0p . Seja H um grafo DHG

v1?

com sequéncia de operacoes S’ = O}

oy O L P, U Fy ..., 007! . Vamos mostrar que

Uy —

H' é isomorfo a H. Como todas as operagoes sao iguais apos as operacoes destacadas,

podemos nos restringir a provar (O, ,...,0, ", Fy P} )= (0, ,...,0, ", P] . F} ). En-
x : A : ~ » 1 i—1 : /
tao, seja G um grafo DHG com sequéncia de operagoes S” = O, ,...,0, " . Sejam a, a

os dois vértices criados pelas operagoes F , P, , nesta ordem, respectivamente, e sejam
b' e b os dois vértices criados pelas operacoes P, , I, nesta ordem, respectivamente. Se
(ve,vy) € E(G), entao N(a) = Ng(v,), N(da') = {v,}, N(b) = Ng(v,) e N(V') = {v,}. Se
(vg,vy) ¢ E(G), entdo N(a) = Ng(vy), N(a') = {v,}, N(b) = Ng(vy) e N(V') = {v,}.
Em ambos o0s casos, a e b possuem a mesma vizinhanga, assim como, a’ e b'. Portanto,
trocar a ordem das operacoes gémeo falso e pendente em diferentes vértices nao constroi

grafos diferentes, mostrando que F, , P, =P, , F,,.

Seja S uma sequéncia de operagoes para construir um grafo H da familia DHG. Con-
sidere o caso em que S possua a subsequéncia com duas operagoes gémeo verdadeiro
consecutivas: T, , T, , istoé, S =0, ,...,0, " T,,,T,,....,05. Seja H um grafo DHG

v1? Vij—1? ~Vx) ~ Uy *
., 0! Toys Togs - ,OZ}”;} . Vamos mostrar que

com sequéncia de operacoes S’ = O} i1 .

vt

H’ & isomorfo a H. Como todas as operagoes sao iguais apos as operacoes destacadas,
i—1 g

500, Tvy,Tvz). En-

.., 07! . Sejam a, o

podemos nos restringir a provar (O, ,..., 0., T, ;T ) = (O,

tao, seja G um grafo DHG com sequéncia de operacoes S”7 = 011)1"

os dois vértices criados pelas operagoes T, ,T,,, nesta ordem, respectivamente, e sejam
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b" e b os dois vértices criados pelas operagoes T, , T, , nesta ordem, respectivamente. Se
(vg,vy) € E(G), entao N(a) = Nglv,|U{d'}, N(a') = Ngv,) U{a}, N(b) = Nglv,] U{V'}
e N(0') = Ngv,) U {b}. Se (vs,v,) ¢ E(G), entao N(a) = Nglv,], N(a') = Nglv,],
N(b) = Nglvs] e N(V') = Ngvy]. Em ambos os casos, a e b possuem a mesma vizinhanca,
assim como, a’ e b'. Portanto, trocar a ordem de duas operacoes gémeo verdadeiro em

diferentes vértices nao constroi grafos diferentes, mostrando que 7,,,T,, =T, T,,.

Seja S uma sequéncia de operagoes para construir um grafo H da familia DHG. Consi-
dere o caso em que S possua a subsequéncia com operacgoes gémeo verdadeiro e pendente

consecutivas: T, , P, ,istoé, S =0, ,...,05' T, P, ..., 0} . Seja H um grafo DHG

V17

com sequéncia de operacoes S’ = O}

oo O Py Ty, 0071 Vamos mostrar que

Un

H’ é isomorfo a H. Como todas as operagoes sao iguais apos as operacoes destacadas,

. OL PLUT!). En-

- 1 i—1 i piy = (Ol
podemos nos restringir a provar (O,,,...,0, ", T, , P} ) = (O R

v v1
tao, seja G um grafo DHG com sequéncia de operacoes S” = O, ,..., 0L . Sejam a, o
os dois vértices criados pelas operagoes T, , P, , nesta ordem, respectivamente, e sejam
b e b os dois vértices criados pelas operagoes P,,,T,,, nesta ordem, respectivamente. Se
(vg,vy) € E(G), entdao N(a) = Ngvg], N(a') = {v,}, N(b) = Ng[v.] e N(V') = {v,}. Se
(vg,vy) ¢ E(G), entao N(a) = Ngv,], N(a') = {v,}, N(b) = Ng[v,] e N(V') = {v,}. Em
ambos 0s casos, a e b possuem a mesma, vizinhanca, assim como, a’ e b’. Portanto, trocar
a ordem das operagoes gémeo verdadeiro pendente em diferentes vértices nao constroi

grafos diferentes, mostrando que T, , P,, = P,,, T,,.

Seja S uma sequéncia de operagoes para construir um grafo H da familia DHG.
Considere o caso em que S possua a subsequéncia com duas operacoes pendente con-
secutivas: P, , P, , isto &, S = O}}l, . ,O;‘;}l,PM, ver - Oy Seja H' um grafo DHG
., 01 P,
H' é isomorfo a H. Como todas as operagoes sao iguais apos as operacoes destacadas,

O PP =(0),... 07} P Pl). En-

Vi—1’ V17 vi—1’

com sequéncia de operacoes S’ = O}

n—1
s P, ,...,0p7" . Vamos mostrar que

y? Un

. . 1
podemos nos restringir a provar (O, .

tao, seja G um grafo DHG com sequéncia de operacoes S” = O}

i1 : /
s -5 Oy, - Sejam a, a

os dois vértices criados pelas operagoes P, , P,,, nesta ordem, respectivamente, e sejam
b" e b os dois vértices criados pelas operacoes P, , P,,, nesta ordem, respectivamente. Se
(vg,vy) € E(G), entao N(a) = {v,}, N(d') = {v,}, N(b) = {v,} e N(V') = {v,}. Se
(vg,vy) ¢ E(G), entao N(a) = {v,}, N(a') = {v,}, N(b) = {v,} e N¥') = {v,}. Em
ambos 0s casos, a e b possuem a mesma, vizinhanca, assim como, a’ e b’. Portanto, trocar
a ordem de duas operagoes pendente em diferentes vértices nao constroi grafos diferentes,

mostrando que P, , P, =P, ,P,. =
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Apresentaremos a seguir um algoritmo (Algoritmo 1) que, dada uma co-arvore 7' de
um cografo GG, determina uma sequéncia de operacoes que o constroi. Como sabemos, um
cografo é um grafo livre de P, que pode ser construido por uma sequéncia de operagoes de
inclusao de vértices gémeos verdadeiros ou gémeos falsos. O que pretendemos é apresentar

a ordem em que essas operacoes sao realizadas para construir o cografo.

O Algoritmo 1 é recursivo e sua base de recursao sao as co-arvores de tamanho dois.
As operacoes descritas abaixo sao utilizadas durante o algoritmo. Vale ressaltar que o

algoritmo utiliza listas, que sao cole¢oes de elementos ordenados.

e raiz(co-drvore T):: Esta operagao é realizada sobre uma co-arvore T' e retorna sua
raiz;

e ~:: Esta operacao significa negacao do valor booleano, ou seja, ~ “sim”’= “nao” e ~

U XA — oy b

nao S1m .

e contémApenasFolhas(co-drvore T ):: Esta operacao é realizada sobre uma co-arvore
T e retorna “sim”, quando a co-arvore contém apenas filhos que sao folhas; retorna

“nao”, caso contrario;

e ramo(co-drvore T ):: Esta operagdo é realizada sobre uma co-arvore T e retorna um

ramo que nao é folha;

e 5 :5" :: Esta operacao indica concatenacao das listas S e S’, ou seja, os elementos
de S vao ser seguidos dos elementos de S’ na mesma ordem que aparecem em S e

/.

S

e V(7):: Esta operacao é realizada sobre uma lista V' e retorna o elemento que esté

na posicao ;

e folhas(co-drvore T'):: Esta operacao é realizada sobre uma co-arvore T' de altura

dois e retorna todas as folhas;

e folhaMaisDireita(co-drvore T ):: Esta operacao é realizada sobre uma co-arvore T

de altura dois e retorna a folha mais a direita;
e tipo(nd rt):: Esta operacao é realizada sobre um né rt e avalia se € um no6 tipo 1 ou

tipo 0.

Seja G um cografo e T" uma co-arvore qualquer de G. Considere um n6 nd tal que

todos seus filhos sao folhas. Podemos escolher a folha mais a direita, denotada por a, de nd
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para dizer que todas as outras folhas sao ou gémeos verdadeiros ou falsos de a. Dado que
nd contém apenas a e seus gémeos verdadeiros (ou falsos) como filhos, podemos comprimir
o ramo formado por nd e seus filhos para apenas o vértice a e adicionar ou |folhas(nd)—1]|
operagoes gémeo verdadeiro ou |folhas(nd)—1| operagdes gémeo falso na sequéncia de
operagoes. Com a intengao de manter os rotulos dos vértices, o algoritmo guarda os rétulos
de cada um dos vértices comprimidos em ordem de criacao. Portanto, ao final, o algoritmo
retorna duas listas, a primeira com a sequéncia de operacoes S = 011,1, 032, ceey Ojj;ll e a
segunda contém o vértice inicial e i-ésimo vértice criado na operacao Oi;_ll. A Figura 4.9

mostra a compressao de um né em uma tunica folha.

0

d c b a

Figura 4.9: Exemplo de compressao em que S = T,,7T,,T, e Rotulos = {a,b,c,d}.

Observando esta abordagem, temos que para toda arvore com n vértices e altura dois,
o algoritmo realiza n — 1 operagoes para comprimir n — 1 vértices. A cada execucao de
uma chamada recursiva, realiza-se k — 1 operagoes para comprimir k — 1 vértices, onde
k é o nimero de folhas contidas na arvore. Assim é facil ver que o Algorimo possui

complexidade O(n).

A seguir, mostramos por induc¢ao, que o Algoritmo 1 nos devolve uma sequéncia de

operacoes que constroi o cografo GG, dada sua co-arvore 7.

Teorema 4.3 O Algoritmo 1 obtém uma sequéncia de operagoes para construgao de um

cografo G.

Prova.

Seja G um cografo e T" uma co-arvore de G com altura 2. Se a raiz de T é um
n6 tipo 1, entao 1" representa um grafo que ¢ uma clique, caso contrario 1" representa

um conjunto independente. Ao aplicarmos o algoritmo a uma co-arvore T de altura 2,
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Algoritmo 1 Obtendo uma sequéncia de operagoes para contrugao do cografo

PROCEDIMENTO :: sequenciaOperacao(co — arvore T')
rt  raiz(T)
S o
Vo
enquanto ~ contémApenasFolhas(T) faga
node < ramo(T)
(87, V') <= sequenciaOperacao(node)
S« 58
T'(node) < V'(0)
V < V'\{node} : V
: fim enquanto
: vec < folhas(T)
: v < folhaMaisDireita(T)
: vec < vec\{v}
. se tipo(rt) = 1 entao
para i < 0 : |vec| — 1 faga
S« A{T,}:S
V <« {node(i)} : V
fim para
: senao
para i < 0 até |vec| — 1 faga
S« {F,}:S
V < {node(i)} : V
fim para
: fim se
Ve {v}:V
Retorna : (S, V);
: FIM PROCEDIMENTO

NN DN N KN N N N N o e e e e e e e e
e B S A S oal R e S A ol B > el




4.2 Caracterizagao de EDHG-(k, 1) 35

devemos observar que T possui apenas folhas e, portanto, o algoritmo escolhera a folha
mais a direita para atribuir a variavel v, e a lista vec (linha 12 do algoritmo) contera todas
as demais folhas. Assim, para cada folha em wvec serd adicionada uma operagio gémeo
verdadeiro ou gémeo falso (de acordo com o tipo da raiz) em S e, ao final do algoritmo,
V ira conter todas as folhas de T'. Portanto |S| =n—1e |V| =n, e se a raiz de T for um
n6 do tipo 1, entao S contém apenas operacoes gémeo verdadeiro e o grafo resultante

uma clique com n vértices; caso contrario S contém apenas operacoes gémeo falso

D>

e o grafo resultante é um conjunto independente com n vértices. Portanto o algoritmo

valido para uma arvore de tamanho 2, pois retorna uma sequéncia de operacoes que

D

constréi o cografo dada sua co-arvore 7.

Suponha que o algoritmo seja valido para toda co-drvore com altura menor ou igual

a m — 1. Vamos mostrar que também ¢é valido para arvores com altura m.

Seja T uma co-arvore de altura m e com raiz rt, entao todo ramo de rt, que nao é
folha, é uma co-arvore com altura menor ou igual a m — 1 e existe uma sequéncia de
operacoes que constroi o cografo correspondente a este ramo de acordo com o Algoritmo

1, pela hipétese de indugao.

Entao, o algoritmo é chamado recursivamente para cada ramo que nao ¢ folha, e
recebe como resposta uma sequéncia de operagoes que constroi o ramo. Por hipotese de
inducao, esta sequéncia de operacoes ¢é valida, pois todo ramo possui altura menor ou igual
a m — 1. Para quaisquer duas sequéncias de operagoes S’ e S” recebidas como resposta da
recursio, sejam O, € S"e O] € 5" com 1 <i < [S'] el < j <[5"|. Como v, # v, e, pelo
Lema 4.3, podemos concatenar S e S’ sem afetar o resultado final da construcao. Apos
concatenar as sequéncias de operacoes de cada um dos ramos na sequéncia de operagoes
que vai ser retornada ao final do algoritmo S, o algoritmo substitui o ramo pelo vértice
inicial da sequéncia de operacoes, utilizando a compressao apresentada na Figura 4.9, e
também armazena os rétulos atribuidos a cada um dos vértices. A Figura 4.10 exemplifica

a compressao de dois ramos que possuem como folhas mais a direita a e b.

Apobs as compressoes realizadas, a co-arvore possui altura 2. Como ja mostramos ser

valido para altura 2, o algoritmo também é valido para co-arvores com altura m. =
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1 1

, , b a
CO-arvore COo-arvore

Figura 4.10: Exemplo de compressao de ramos com altura menor que m.

Lema 4.4 Todo cografo nao completo e conexo G pode ser construido por uma sequéncia

de operagoes da forma S = P, , P, 033, ey Ogn—_ll (onde cada O',i > 3 é uma opera¢ao
gémeo verdadeiro ou gémeo falso). Isto é, sempre é possivel iniciar qualquer sequéncia

de operagoes com duas operacoes pendente que gerem um Ps.

Prova. E facil ver que o algoritmo anterior gera uma sequéncia de operacoes que contém
apenas operagoes gémeo verdadeiro e gémeo falso. Como GG nao é completo, podemos
escolher trés vértices que formam um P induzido em . Provaremos que este P3 pode
ser construido com as duas primeiras operacoes da sequéncia de operacoes, sendo duas

operagoes pendente.

Seja T a co-arvore de G. Entao a raiz R de T é um n6 do tipo 1, pois GG é conexo. Todo
ramo de R ou é subarvore com raiz ou é uma folha. Escolha um ramo de R, com raiz tipo 0,
e denote-o endVerticesNode e escolha um outro ramo e denote-o midVertex Node. Sejam
mostLeft e mostRight os ramos mais a esquerda e mais a direita de endVerticesNode
escolhido anteriormente, respectivamente. A Figura 4.11 mostra um exemplo de co-arvore

T e os nos escolhidos.

Sejam

(mudS, mvdV') = sequenciaOperacao(midV ertex N ode)
(mlS, mlV') = sequenciaOperacao(mostLe ft)
(mrS,mrV) = sequenciaOperacao(most Right)

Recorde que, pelo Lema 4.3, podemos alterar a ordem de duas operacoes desde que

sejam aplicadas a vértices diferentes no grafo. Portanto as operagoes encontradas em
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mudS, mlS e mrS podem ser concatenadas em qualquer ordem.

Como mlV(0), mrV(0) possuem um noé tipo 0 como primeiro ancestral comum em 7
e mlV(0), mrV (0), mvdV (0) possuem um né tipo 1 como primero ancestral comum em
T, entao G[{miV(0), mrV(0),mvdV(0)}] é um P; e todos os outros vértices de G sao

criados em alguma operagao em mudsS, mlS ou mrS.

Se chamarmos o algoritmo sequenciaOperacao para cada ramo nao escolhido de R
(endVerticesNode), podemos comprimir este ramo substituindo-o pelo vértice inicial da
lista de vértices retornada pela funcao. Dessa forma, todos os vértices nao escolhidos sao
gémeos verdadeiros ou gémeos falsos de mrV (0), miV (0) ou mvdV e podemos omitir estes

casos. A Figura 4.11 mostra um exemplo de co-arvore T e os nos e vértices escolhidos.

R
1
midVertexNode endVerticesNode
0 0
mostLeft mostRight
1 1
mvd V(0) L J
mlV(0) mrV(0)

Figura 4.11: Exemplo de ramos escolhidos para criar o P3 com operacoes pendente no
inicio da sequéncia de operacoes.

Como sempre podemos ter um P3 = G[{mlV(0), mvdV (0),mrV(0)}] no comego da
sequéncia de operagoes e existe uma sequéncia de operagoes S’ (combinando mlS, mrS e
mudS) que cria todos os outros vértices do grafo G, é facil ver que podemos construir esse
P3 com duas operacoes pendente, portanto S = Ppuv(0); Prvdv(o), S’ € uma sequéncia de

operacoes que consroi o cografo (G, iniciando-se por duas operagoes pendente. m

Como provamos anteriomente, um cografo H pode ser construido através de uma

sequéncia de operagoes S”, tal que S” contém a formacao de um P; em suas duas primeiras
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operacoes, e as outras operagoes sao gémeo verdadeiro e/ou gémeo falso. Dessa forma,
seja G uma obstru¢ado minimal EDHG-(k, 1). Observe que o primeiro P; de G aparece
ap6s uma operacao pendente em algum vértice (v3) que era extremidade de P3 no, até
entao, cografo. Note que antes da operacao pendente, o grafo ainda era livre de Pj.
Vamos escolher dois vértices v; e vy, convenientemente, tais que formem um Pz e possam

ser criados no comeco da sequéncia operagoes. Podemos afirmar que:

S(G) = SII; Pv37 Oilh’ T ’O:’L"ill
S// == Pfu17 Pvzv {(TiTn>*’ (ng)*}*

onde O* denota uma sequéncia de 0 ou mais operacoes O, S* denota uma repeticao de

operacoes S e O denota uma sequéncia de pelo menos uma operagao O.

S(G) = Py, Py, {(T’LZL”)*’ (Fg])*}*’ Py, Oqim s 7027;11

Como provamos no Lema 4.3, podemos trocar a ordem de quaisquer duas operacoes
consecutivas que sao realizadas em vértices diferentes e, portanto, podemos trocar a ordem
das operacoes de modo que todas as operacoes que sao aplicadas depois de P,, e antes de

P,, e nao sao aplicadas no vértice vz podem ser realizadas apés P,,, logo:

S(G) = Py, Poy {Ty,, i} Py, OF ., O

. ~ . + ~ ,
Suponha que exista uma sequéncia F,| antes de alguma operagao T,,, antes também

de P,,. Entao a vizinhanga de cada um dos vértices criados pelas operacoes th contém

apenas o vértice vy e cada uma das operacoes poderia ser alterada para P,, e, portanto,

ser movida para depois de P,,, fazendo:

S(G) = Py, Po,, T, {T  Fi Y, Py, OF ..., O}

Un—1

A : * * kA4 - .
Ou a sequéncia {T};,, F}; }* é vazia e temos:

S(G) = Py, Poy, Poy, OF .., Op
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Lema 4.5 Seja G um grafo DHG. Uma obstru¢ao EDHG-(k,1) H de G formada por uma
sequéncia S = P, P, T,,, {T5, Fr}*, P, 05, ...,00"1 onde as operagoes P,,, P,, e

V37 T U3 Un—17

P,, geram os vértices vy, v3 e vy respectivamente, nao € uma obstrugao minimal EDHG-

(k, 1).

Prova. Seja G um grafo DHG. Suponha H uma obstru¢ao minimal EDHG-(k, 1) cons-
truida por S. Seja v o vértice criado pela operagao 7T, imediatamente apds a operagao
P,,. O veértice v é adjacente a {vy,v3} e a todos os seus descendentes gerados com uma
sequéncia de operagoes gémeo verdadeiro e gémeo falso (desde que nao seja descen-
dente de um vértice gémeo falso de v - observe que os descendentes por operacoes gémeo
verdadeiro e gémeo falso de v também sdo descendentes de {vg,v3}). Também é valido

lembrar que pela construcao v nao é adjacente a v; e vy e nenhum de seus descendentes.

Por minimalidade, H" = H[V(H)\{v}] é (k, 1)-particionavel e contém uma clique C
que intercepta todas as cliques de tamanho k+ 1. Como (v,v;) ¢ E(H) e (v,v4) ¢ E(H),
entdo v; e vy pertencem a cliques de tamanho k + 1 em H' e a clique C, pelo Lema
4.2, deve estar contida nos conjunto de vértices que possui excentricidade 2. Ou seja,
C' esta contida nos descendentes de {v9,v3} que foram construidos com sequéncia de
operagoes gémeo verdadeiro e gémeo falso, pois todos os descendentes x de {vy, vy}
possuem e(x) > 3 e os descendentes y de {vy, v3} que utilizam operagio pendente também

possuem e(y) > 3.

Porém, existe z € C tal que(v,z) ¢ FE(H), caso contrario {v} U C seria clique e
interceptaria todas as cliques de tamanho k + 1 criadas com a reinsercao de v. Logo C
contém um vértice x descendente de um vértice gémeo falso de v, pois em qualquer outro
caso, v é adjacente a todos os descendentes de {vy, v3}. Mais especificamente, existe clique
C"tal que " C C,onde C' ={y |y € C, (y,v) ¢ E(H)} e a cardinalidade de C’ ¢ inferior
a k41, caso contrario teriamos duas copias independentes de Kj, ;. Caso todas as cliques
de tamanho k4 1 em que C” estiver contida também estejam contidas em C, entao C'\C’
¢ Ky transversal para H' e (C\C") U {v} é Ky, transversal para H. Logo C’ contém
clique de tamanho k£ + 1 que nao esta inteiramente contida em C. A Figura 4.12 mostra

os conjuntos e as relacoes de adjacéncias descritos nestes casos.

Sejam @ € Qr11(v) e Q" € Qpy1(y), onde y € C’. Suponha que v ndo seja adjacente a
nenhum vértice de "\ C’; entdo terfamos duas copias independentes de Kjq, pois Q\{v}
e Q'\C’ nao poderiam possuir respectivamente vértices w e z que fossem adjacentes, caso
contrario teriamos um buraco induzido pelo conjunto {c,v,w,z,y} tal quec € Cec ¢ C".

Logo v é adjacente a pelo menos um vértice em Q'\C’. Suponha |Q'\C’| > 1 e que exista
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Figura 4.12: Exemplo de conjuntos apresentados na prova do Lema 4.5, onde 7 < k + 1.

vérticew € Q" ew ¢ C" e (v,w) ¢ E(H), entdo teriamos uma casa induzida pelo conjunto
{¢,v,z,w,y} ;onde: (i) c € C; (ii) c ¢ C";(iii) (v,w) € E(H); e (iv) w € Q' (sabemos que
w existe pois v é adjacente a pelo menos um vértice de Q'). Logo v é adjacente a todos
os vértices de ' que nao estao em C’ (observe que caso algum vértice seja adjacente a
{v,v9,v3} e descendentes, e também seja adjacente a algum vértice de Q"\C"’, entao ele
também ¢é adjacente a todos os vértices de Q'\C’). Dessa forma v poderia criar novas
cliques de tamanho k£ 4+ 1 com vértices de @', o que é absurdo, pois neste caso o grafo
induzido por 1 U Q U @', onde @y € Qp11(v1), seria uma obstrugao do tipo Gy com
a seguinte distribuicao de vértices nos grupos da Figura 4.2: grupo I: Q'\C’; grupo II:
(Q\Q') U C’; grupo III: Q1 N C; e grupo IV: Q1\C; ou v deveria formar uma clique de
tamanho k + 1 que possui vértices ndo adjacentes a Q"\C’ o que também seria absurdo,
pois Q1 UQ U Q' induz uma obstrucao do tipo G5 com a seguinte distribuicao de vértices
nos grupos da Figura 4.3, onde F' o conjunto contido em () tais que sao adjacentes a
Q'\C": grupo I: (Q'\C")U (Q\F); grupo II: FUC’; grupo I1I: Q1 NC; e grupo IV: Q;\C.

A Figura 4.13 mostra os conjuntos e as relagoes de adjacéncias descritos nestes casos. =
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Figura 4.13: Exemplo dos conjuntos apresentados na prova do Lema 4.5.

Corolario 4.3 Toda obstru¢ao minimal EDHG-(k,1) € construida por uma sequéncia de

operagoes do tipo S = P,,, P,,, P, O{;j, ..., on !t

Un—1"

Prova. O resultado segue diretamente do Lema anterior, pois S = P,,, P,,, T, {Ty,, Fyy, },
P,,,0p ....,0r! nao gera obstru¢des minimais EDHG-(k,1). Logo {T7, F;}* é vazia

1

e apenas S = P, , P,,, P,., O{;j, ey 01};11 gera obstru¢oes minimais EDHG-(k,1). =

Seja G uma obstrugao minimal EDHG-(k, 1) construida por uma sequéncia de opera-
coes S = P,,, P, P, O{;j, e ,Oi’};ll. O conjunto de vértices de G pode ser distribuido em
quatro conjuntos I, [, I11,IV. Comecemos a construcao dos grupos com os primeiros
quatro vértices do Py inicial (v1, vq, v3 € v4, que sd@0 o vértice inicial e os trés vértices cri-
ados com as operagoes P,,, P,,, P,,, respectivamente) dispostos em cada um dos grupos:
vy € Iyve € II;v3 € 11104 € IV. Entao para cada operagao gémeo verdadeiro ou
gémeo falso o vértice gerado vai pertencer ao mesmo grupo do vértice no qual a ope-
racao foi realizada. Por exemplo, se foi realizada uma operagao gémeo verdadeiro ou
gémeo falso em vy, entao o vértice gerado vai pertencer ao grupo /1. Como nao podemos
ter operagoes pendente nos grupos I e IV (pois terfamos Ps induzido) devemos apenas

considerar operacoes pendente nos grupos I1 e I11. Dessa forma os vértices resultantes
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das operacoes pendente realizadas sobre estes grupos serao dispostos nos grupos [ e IV,
respectivamente. Daqui por diante vamos nos referir a estes grupos apenas utilizando a
terminacao I,II1,I11,1V, e em todo primeiro Py, = vq, v, v3, V4 assumiremos que v; e vy

sao as extremidades. A Figura 4.14 mostra a estrutura inicial de uma obstrucao minimal

o10:01 0

Figura 4.14: Estrutura inicial de uma obstru¢ao minimal EDHG- (k, 1).

Lema 4.6 Seja G um grafo EDHG disposto nos conjuntos I, 11,111 e IV como apresen-
tado anteriomente. Se existe clique J C Il que é Ky transversal para I U 1I, e existe
clique J' C II1 que é Ky 1 transversal para I1I U IV, entao JU J é K1 transversal
para G ou G nao é obstru¢ao minimal EDHG-(k, 1).

Prova. Suponha que exista alguma clique ) de tamanho k + 1 em I7 U 1] tal que
para todo v € @, temos v ¢ J e v ¢ J' (em qualquer outro caso J U J' interceptaria () e
consequentemente seria uma K transversal para ). Uma vez que J e J' interceptam
todas as cliques de tamanho k+1em [UIl e IITUIV, respectivamente, sejam C' = QNIT
e C" =QNIII. Entao |C| < |J| e |C’'| < |J'| caso contrario CUI ou C"UIV deveria conter
algum K 1. A Figura 4.15 apresenta os conjuntos descritos e as relacoes de adjacéncias

destes casos.

Se C, J e ', J sao duas componentes desconexas em [ e [11], respectivamente, entao
temos uma obstrugao de cografo induzida por J U J' U C U C’. Por exemplo, se 7 = |C|,
i=|C"lei+j>k+1, temos a obstrugao 2K; + 2K;. Assim existem B C J (B' C J') e
D c C (D' c ') tais que BUD (B'UD’) é clique. Se |[J\B| > |C| (|J'\B'| > |C"|), entao
ainda existe a obstrugao do cografo induzida. Algum dos dois casos a seguir se aplcica: a)
J\B (J'\B') nao possui clique de tamanho k+1 com I e BUD (B'UD’) é K}, transversal
para [UITUQ (I11UIVUQ), logo BUDU.J' (B'UD’UJ) seria um Ky, transversal para
G;b) (J\B)UI e (J\B')UIV contém clique de tamanho k + 1, originada de um vértice
pendente, e nao pode ser interceptada por B e B, mas G[I U ([I\B)U (I1I1\B") U V]
induz uma obstrucao da familia G5 com a seguinte distribuicao de vérties pelos grupos
da Figura 4.3, onde Q1 € Qpy1(v), tal que v € J\B; Q) € Qp1(v), tal que v' € J\B"
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I 11 I11 IV

Figura 4.15: Exemplo dos conjuntos apresentados na prova do Lema 4.6.

grupo I: (Q)NIV)UC; grupo II: C"U(QyNIII); grupo III: QN 1I; e grupo IV: Q1N 1.
A Figura 4.16 apresenta os conjuntos descritos e as relagoes de adjacéncias destes casos.

I 11 I11 IV

Figura 4.16: Exemplo dos conjuntos apresentados na prova do Lema 4.6.
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Corolario 4.4 Seja G uma obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). Entao para todo v € I11 e
vV eIV, (v,v') € E(G).

Prova. Suponha G uma obstru¢ao minimal EDHG-(k, 1). Seja V(G) = ITUITUIITUIV
tal que I e IV contém vértices v e v’ criados por operacao pendente em algum vértice dos
grupos I e I11, respectivamente. Sejam S = Q1 NIe S =Q| NIV, onde Q1 € Qpy1(v)
e Q) € Qri1(v). Por minimalidade, H = G[V(G)\S'] possui um K}y transversal ) e
H' = G[V(G)\S] possui um K}, transversal @', mas J = QN II é um K transversal
para I U I1; assim como J' = Q' NIII é um K}, transversal para [1] U V. Pelo Lema
4.6, G possui um K, transversal ou G ndo é uma obstru¢do minimal EDHG-(k, 1).

Absurdo, pois supomos G uma obstrugao minimal EDHG-(k, 1).

Como nao sao necessarias operacoes pendente nos grupos II e I1] para construir
uma obstru¢ao minimal, iremos assumir daqui para frente que 11 nao possui operagoes

pendente, nos levando a um grafo como na Figura 4.17. =

ololere

Figura 4.17: Estrutura de obstru¢ao minimal EDHG- (k, 1) com 11+ IV.

Lema 4.7 Seja G uma obstrugao minimal EDHG-(k,1) e sua sequéncia de operagées S.

Entao nao existe nenhuma operacao gémeo falso em S aplicada a algum vértice v € 1.

Prova. Suponha que exista v € I que possua um gémeo falso v’ em V(G). Sejam Q)
e ' as maiores cliques induzidas em que v e v’ estdo, respectivamente. Se |Q| < |Q',
escolha v, caso contrario escolha v’, e o retire do grafo. Entao, por minimalidade, o grafo
G = G[(V(G)\{v}] é (k,1)-particionavel e existe um Ky, transversal C' que intercepta
todas as cliques de tamanho k& + 1 de G’. Como os vértices v e v’ possuem a mesma
vizinhanca em [, entdo toda clique de tamanho k+ 1 que for gerada com a reinsercao de
v em G’ ja serd tocada por C' e, portanto, nao vai gerar nenhuma clique de tamanho k+1
que nao esteja coberta por C. Logo C' é Ky, transversal para G[I U I]], e assim existe
um K} transversal para GG. Absurdo, pois supomos G obstru¢ao minimal EDHG-(k, 1).
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Lema 4.8 Seja G uma obstrug¢ao minimal EDHG-(k,1) e S sua sequéncia de operacoes.
Sejam i e 7 o tamanho das maiores cliques induzidas em I e IV, respectivamente. Entao

1<kej<k.

Prova. Suponha i > k (j > k). Entao I (IV) possui Ky e H = G[IUIII U V]
possui duas copias K1 independentes, pois todo vértice em IV (I) estd em ao menos

uma clique Kjq. Absurdo, pois supomos G obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). m

Lema 4.9 Toda obstru¢ao minimal EDHG-(k, 1) possui uma clique em 111 que é Ky
transversal para [11 U TV .

Prova. Seja G uma obstrugdo minimal EDHG-(k,1). Suponha que nao exista Ky q
transversal contida em [7] para G[I1] U IV]. Por minimalidade existe uma K}, trans-

versal C C [ITUIV, tal que C' ¢ I11.

Seja H=QUIIITUIV, onde Q) € Qr.1(vy). Pela suposi¢cdo H contém uma clique C'
que cobre todas as cliques de tamanho k£ + 1. Porém observe que H induz uma obstrucao
EDHG-(k, 1), pois para cobrir as cliques de tamanho k+ 1 contidas em 71U IV a clique
C deveria conter x tal que x € IV; e, pelo Lema 4.2, o vértice nao pode ter excentricidade
3 e pertencer a clique que cobre o grafo. Porém, I NQ e I N sao cliques e podemos
renomear os conjuntos da seguinte forma: [ passa a ser IV; Il passa a ser I[11; I1]
passa a ser I[; e IV passa a ser I. Isto é possivel pois nao existe vértice pendente em [
e as operacgoes realizadas sao simétricas. Portanto, ou I// contém um K}, transversal
para G[III UIV], ou II contém um Kj; transversal para G[I U II] e podemos tratar

analogamente ao caso em que /] contém um K transversal. m

Corolario 4.5 Seja G uma obstrugao minimal EDHG-(k,1). Entao nao existe um K4

transversal para G[I U 11| que seja subconjunto de I1.

Prova. Suponha que exista C' C I] que é Ky transversal para G[I U II]. Pelo Lema
4.9, existe clique ¢’ C II] que é K, transversal para G[II1] U IV]. Sabemos, pela
construcao do grafo G, que C'U C’ é clique, e pelo Lema 4.6 G nao poderia ser uma
obstrucao minimal EDHG-(k,1). Absurdo. =

Seja G uma obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). Como I nao possui K}, transversal

para G[I U II], e I1I possui K,y transversal para G[I1I U IV], podemos assumir que

’
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G[IITUIV] é uma clique e, sem perda de generalidade, 111 é uma clique e IV também é
uma clique. Dessa forma, os grupos [/ e IV sao formados por apenas operagoes gémeo
verdadeiro. Ainda, como sabemos que o vértice v, esta em clique de tamanho k£ + 1,
sabemos que a quantidade de operacoes gémeo verdadeiro em [/ e IV deve gerar uma

clique de tamanho k + 1, portanto necessitamos de k£ — 1 operagoes.

Assim, podemos afirmar que a Figura 4.18 apresenta a configuracao para as obstrugoes

minimais EDHG-(k, 1):

YR

Figura 4.18: Estrutura da obstru¢ao minimal EDHG-(k,1) - I11 e IV sdo cliques.

Lema 4.10 Seja G uma obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). Entao existe ao menos uma
operacao gémeo verdadeiro, na sequéncia de operacoes de GG, que é aplicada ao vértice

V1.

Prova. Suponha que nao seja aplicada nenhuma operacao gémeo verdadeiro a v;. Pelo

Lema 4.1 vy estd em ao menos uma Kj.,. Mais especificamente existe () C I tal que

{v1,2} C Q, onde Q € Qpy1(v7).

Se Q = II, entao o II devera ser uma obstru¢ao (k — 1,1) de cografo! (o grupo
IT induz um cografo, pois este grupo é construido por opera¢oes gémeo verdadeiro e
gémeo falso). Porém {v;} U Il U {v3} induz uma obstrucao da classe cografo-(k,1)
(ProibidoCografo— (1—1,1)+ ProibidoCografo— (k—1,1) = Iy + ProibidoCografo—
(k —1,1)), portanto nao é obstru¢ao minimal EDHG-(k, 1).

Se Q € II, seja S = II\Q, devemos considerar duas possibilidades: a) os vértices
contidos em S possuem apenas cliques de tamanho k + 1 que contém vértices de 11
{Q| Q€ Qpri(z),z e S} C{Q | Q € Qry1(y),y € I[11}). Por minimalidade, o grafo
induzido por G[V(G)\S] é (k,1)-particionavel, entdo existe uma clique C' em I1 U 1]

que intercepta todas as cliques de tamanho k + 1. Pelo Lema 4.6, podemos ver que C' é

'Suponha que nao seja uma obstrugio (k—1,1). Entdo temos uma clique C' € IT que intercepta todas
as cliques de tamanho k, e consequentemente, todas as cliques K11 com vy seriam interceptadas por C.
Isto é absurdo, pois 111 possui clique C’ que intercepta todas as cliques em G[ITT U IV], e faz com que
G[C U '] seja um K}, transversal para G.
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Ky, transversal para GG, pois C' pode ser particionado em C’ C [] e C"” C II1 tal que
estes cobrem todas as cliques contidas em G[I U II] e G[III U IV], respectivamente; ou
b) o conjunto de vértices S possui clique )" de tamanho k 4 1 que nao contém vértices
em [11, entdao G[Q U {v3} U Q'] é (mesmo sem o grupo IV) uma obstrugao (da familia
(). Absurdo, pois supomos G obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). m

Lema 4.11 Seja G uma obstrugao minimal EDHG-(k,1) e o primeiro Py = {vy, va, v3, 04}
Sejam S e S’ duas cliques mdximas que contém vy e vz e estao contidas nos grupos I e

111, respectivamente. Entao j > i, onde j = |S|,i = |9’].

Prova.
A prova deste Lema é andloga a prova do Lema 4.10.

Sejam S C I e S" C III cliques méximas contendo v; e vs, respectivamente, e j = | S|
e i = |S’|. Suponha j < i. O vértice vy, pelo Lema 4.1, estd em ao menos uma K.
Mais especificamente a clique S esta em ao menos uma clique de tamanho k£ + 1. Como
j < k, a clique de tamanho k£ + 1 que contém S possui vértices que estao em I, logo
ou Va € I entao existe y € S tal que x € @1, onde Q1 € Qp.1(y) (S possui clique de
tamanho k + 1 com todos os vértices de I1); ou existem vértices x tais que para todo
y € S e ndo existe Q] tal que y € @}, onde Q) € Qry1(y) (S possui clique de tamanho

k41 com um subconjunto de vértices de I7).

Se S possui Ki,y com todos os vértices [1, entao o [I deverd ser uma obstrugao
(k — j,1) para os cografos® (o grupo II ¢ um cografo, pois este grupo é construido por
operagoes gémeo verdadeiro e gémeo falso), porém S U I U S  induz uma obstru-
cao de cografo-(k, 1)(ProibidoCografo — (j — 1,1) + ProibidoCografo — (k — j,1) =
(ProibidoCografo— (j,0)U ProibidoCografo— (4,0)) + ProibidoCografo— (k—j,1) =
2K, + ProibidoCografo — (k — j,1)), portanto nio é obstru¢do minimal EDHG- (&, 1).

Se S nao estd em Kj,1 com todos os vértices. Entao existe um conjunto H que nao
possui Kj,1 com S, entdo devemos considerar duas possibilidades: a) H possui apenas
K1 com I11 e, por minimalidade, G[V (G)\S| possui uma clique C' em I11] que intercepta
todas as cliques Ky e, portanto, G[C'U (Kyyq1(v1) NIT)] é K1 transversal para G; ou

b) S possui uma clique @) de tamanho k + 1 que nado contém vértices em [I], entdo

2Suponha que nao seja uma obstrugao (k — j, 1), entdao temos uma clique C € II que intercepta todas
as cliques de tamanho k — j + 1, e consequentemente, todas as cliques K11 com .S seriam interceptadas
por C. O que é absurdo, pois 11 possui clique C’ que intercepta todas as cliques em G[ITTUIV] e faria
com que G[C U ('] fosse uma K}, transversal para G.
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G[Kks1[v1] Uvg U Q] é (mesmo sem o grupo V) uma obstrucao da familia Go. Absurdo,
pois supomos G obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). =

Lema 4.12 Seja G uma obstrug¢ao minimal EDHG-(k, 1) que possua um conjunto conexo
maximal S C I, tal que S contém um vértice que foi gerado por uma operag¢ao pendente

(aplicada em v € II). Entao para todo x € Q\{v} e x € I, temos x € S, onde
Q1 € Qp41(v).

Prova. Suponha que exista Q = QN1 ¢ S. Seja H = G[V(G)\S], por minimalidade,
existe C' que é Ky transversal para H[I U II] e é subconjunto de I, entdo v € C ou
algum vértice v' que é gémeo verdadeiro de v estd em C' (pois a clique @, que contém v,
deve ser interceptada). Se v € C, entao C' é a K, transversal para G[I U II]. Se v ¢ C,
mas v' € C, entao (C\{v'}) U{v} é Ky, transversal para GG. Absurdo, pois supomos G
obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). m

Lema 4.13 Seja G uma obstrugao minimal EDHG-(k,1) com um conjunto conexo ma-
zimal S C I tal que S contenha um vértice pendente (operagao aplicada em v € II).
Entao nao existe outro conjunto maximal S" C I que contenha outro vértice resultante de

opera¢ao pendente (aplicada em v' € I1).

Prova. E facil ver que, como v e v/ ndo possuem Kjy1 incluindo vy, pelo Lema 4.12,
entdo Q1 U Qo U I1]1 U IV induz uma obstrucdo da familia Gy, onde @1 € Qpi1(vy) e
Q2 € Qpy1(v). Absurdo, pois supomos G obstru¢ao minimal EDHG-(k,1). m

Reunindo todos os lemas, podemos assumir que temos duas estruturas para uma
obstru¢ao minimal EDHG-(k,1) H: a) Aquela que nao possui operagdo pendente na
sequéncia de operagoes; b) Aquela que possui operagao pendente na sequéncia de opera-

coes.

a) Pelo Corolario 4.5, ndo podemos ter um Ky, transversal para I U] estritamente
contido em I, pois nao teriamos obstrucao neste caso. O conjunto I é uma clique pois
nao temos operacao pendente em I/, nem é aplicada operacao gémeo falso em I, pelo
Lema 4.7. Portanto, seja j = |I|, concluimos que 7 é uma (k— j, 1)-obstru¢ao minimal do

cografo, pois 11 é cografo e pelo Lema 4.10 e Lema 4.11 todos os vértices devem estar em
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uma clique de tamanho £+ 1 com algum dos vértices do conjunto /. Portanto mostramos
que toda obstru¢ao minimal EDHG-(k, 1), que nao possui operagdo pendente, possui a

estrutura da Figura 4.19.

| I1 I hY

Figura 4.19: Estrutura de obstru¢ado minimal EDHG- (k, 1) sem operacao pendente, onde
2< i<k, i<j.

b) Quando aplicamos a operagao pendente em v criando um vértice v/, isto implica
que nao mais precisamos aplicar a operagao pendente e, pelo Lema 4.12, nao existe v’ €
tal que v € @1, onde Q1 € Qri1(v'). Porém, pelo Lema 4.1, v; deve estar em alguma
Kii1. Sejam Q € Qpyq(v1) e Q' € Qpiq(V), a clique QUQ"UITITUIV é uma obstrucao,
pois nao podemos ter um Ky, transversal para () U Q)" que esteja contida em 1. Pois
as duas cliques nao possuem vértices em comum e os vértices que sao adjacentes a vy e
estao em I nao sao adjacentes aos vértices que sao adjacentes a v’ e estao em I1. Entao
toda obstrugao minimal EDHG-(k, 1) que possui um vértice pendente possui a estrutura

da Figura 4.20.

Figura 4.20: Estrutura de obstru¢ao minimal EDHG-(k, 1) com operagao pendente, onde
2<j<ki<j,0<m<k+1-7.
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Cada combinacao que satisfaca alguma das estruturas mostradas nas Figuras 4.19 e
4.20 é uma obstrugao minimal EDHG-(k, 1). Assim terminamos a prova do Teorema 4.2
e mostramos que o grafo é (k, 1)-particionavel se, e somente se, nao contém G ou Gs

induzidos. m



Capitulo 5

Conclusao

Esta dissertacao apresentou um estudo sobre uma subclasse particular de grafos perfeitos,
que foram os grafos de distancia hereditaria. Estudamos um problema que na sua formula
geral pertence a classe NP-Completo, porém quando restrito a certas classes de grafos,

inclusive grafos de distancia hereditaria, podem ser resolvidos em tempo polinomial.

A maior contribuicao desta dissertacao foi a caracterizacao por subgrafos proibidos
do grafo de distancia hereditaria-(k,1). Para isso foram desenvolvidos varios resultados

(teoremas, lemas, etc.) que culminaram na caracterizagao.

A partir dos resultados obtidos, podemos inferir familias de subgrafos proibidos para
os grafos de distancia hereditéaria-(1,[) (utilizando os complementos dos grafos obtidos
com a familia G1). Familias que estudaremos em trabalhos futuros, a fim de generalizar

os resultados encontrados nesta dissertacao.

5.0.3 Trabalhos Futuros

e Caracterizar os grafos de distancia hereditaria-(1,1);
e Caracterizar os grafos de distancia hereditaria- (k,();

e Pretendemos resolver o problema M-particao com restricoes externas fixadas para

os grafos DHG;

e Pretendemos desenvolver algoritmos para reconhecimento das estruturas proibidas
e, consequentemente, algoritmo para reconhecer se o grafo DHG é (k, [)-particionével

ou nao;
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