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Resumo

O conceito de similaridade entre objetos é fundamental na area de reconhecimento de
padroes. Na chamada “abordagem estrutural”, grafos sao frequentemente utilizados para
representar objetos. Assim sendo, é preciso definir um meio de medir a similaridade
entre dois grafos. Uma das ferramentas mais utilizadas para realizar essa medicao é a
"distancia de edi¢ao”, que consiste em medir a distancia entre dois grafos de acordo com
o grau de distorcao necessario para transformar um grafo no outro. O grafo mediano
generalizado de um conjunto de grafos S é aquele que minimiza a soma das distancias
dos grafos de S a ele e que melhor captura as informacoes desse conjunto de grafos,
podendo ser considerado um representante deste conjunto. O conceito de grafo mediano
ja foi aplicado com sucesso em areas como reconhecimento de simbolos graficos, sintese de
simbolos graficos e clusterizacao de imagens, entre outros. No entanto, computar o grafo
mediano generalizado de um conjunto de grafos é uma tarefa complexa. Por si s6, a versao
de decisao do problema de calculo da distancia de edi¢ao entre dois grafos ¢ NP-Completo.
Algoritmos exatos lidam apenas com grafos de tamanho relativamente pequeno, sendo de
pouca utilidade pratica. Nesta dissertagao sao propostos trés algoritmos aproximados para
o problema, sendo dois baseados em estratégias gulosas e outro baseado no principio do
algoritmo A*. Os resultados obtidos indicam que os algoritmos podem ser utilizados para
encontrar solugoes aproximadas de boa qualidade em tempos computacionais razoaveis.

Palavras-chave: Reconhecimento de padroes, correspondéncia entre grafos, distancia de
edicao, algoritmos gulosos, algoritmo A*, grafo mediano.



Abstract

The concept of similarity is of great importance in pattern recognition. In the structural
approach of problems, graphs are frequently used to represent objects. Thus, it is ne-
cessary to define a way to measure the similarity between two graphs. One of the most
used tools to measure graph similarity is the graph edit distance, which basically consists
in measuring the distance between two graphs based on the amount of distortion needed
to transform one graph G, into another graph G,. The generalized median graph of a
set S of graphs is the graph that minimizes the sum of distances between that graph
and the graphs in S. The generalized median graph of a set S is the graph that best
captures the information contained in S, that is, it may be regarded as a representative
of the set. The concept of the generalized median graph has been successfully applied in
optical character recognition, graphical symbol recognition, among others. However, the
task of computing the generalized median graph is a complex task. The search space of
the problem grows exponentially as the number of graphs in S grows. In addition, the
decision version of the graph edit distance problem is NP-Complete. Exact methods deal
only with small graphs, having little practical value. In this work, three approximate
algorithms are proposed, two of them based on greedy strategies and the other based on
the principle of the A* algorithm. Results indicate that the proposed heuristics can be
used to obtain good approximate solutions in low computational time.

Keywords: Pattern recognition, graph matching, graph edit distance, greedy algorithms,
A* algorithm, median graph.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Duas abordagens sao mais frequentemente usadas em problemas de reconhecimento de
padroes: a abordagem estatistica e a abordagem estrutural. Segundo a abordagem es-
tatistica, os objetos sao representados por vetores rotulados. Nesse caso, um objeto é
formalmente representado por um vetor consistindo de n medidas, que pode ser visto
como um ponto z = (x1,...,2,) € R". As vantagens de representar objetos dessa forma
decorrem das operagoes matematicas bem definidas no espago de vetores (tais como, a
soma, o produto ou a distancia entre dois vetores) e na eficiéncia com que se pode compu-
tar essas operacoes. Entretanto, também ha desvantagens em se utilizar a representagao
vetorial. Nao é possivel, por exemplo, representar relacoes entre as partes de um objeto.
Além disso, objetos de tamanhos e complexidades distintas sao representados por vetores

de mesmo tamanho.

A abordagem estrutural consiste em utilizar grafos na representagao dos padroes ou
objetos. A utilizacao de grafos permite superar os problemas da representacao vetorial,
uma vez que o numero de vértices e arestas nao é limitado a priori, podendo indicar as
relacoes entre as partes de um objeto ou ser adaptados para representar a complexidade
de qualquer padrao ou objeto. Uma desvantagem da representagao por grafos é o fato de
pouca estrutura matematica padronizada existir nesse dominio. Nao existe, por exemplo,

uma forma padronizada de somar ou fazer o produto entre dois grafos.

A combinacao das vantagens dessas duas abordagens vém sendo foco de atengao da
comunidade de reconhecimento de padroes. Um passo nesse sentido foi utilizar grafos para

representar objetos e associar rotulos a seus vértices e arestas. Dai decorre a definicao
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padrao de grafo rotulado utilizada em reconhecimento de padroes como uma quadrupla
G = (V,E,u,v), onde V é o conjunto de vértices, F é o conjunto de arestas, 1 ¢ uma

funcao que associa rétulos aos vértices e v é uma funcao que associa rétulos as arestas
9]

O conceito de similaridade entre objetos exerce um papel fundamental na area de re-
conhecimento de padrdes. Assim sendo, é preciso definir um meio de medir a similaridade
entre grafos, isto ¢, é preciso encontrar uma forma de comparar grafos e calcular o seu
grau de semelhanca. Para realizar as comparagoes, a “distancia de edi¢ao” entre grafos é
uma das ferramentas mais conhecidas e utilizadas. A ideia bésica da distancia de edicao
é atribuir custos as operagoes de edi¢ao (insergao e eliminacao de vértices e inser¢ao e

eliminacao de arestas) necessarias para transformar um grafo rotulado em outro.

Dado um conjunto de objetos, o conceito de mediana é frequentemente utilizado para
indicar o elemento que melhor represente o conjunto, isto é, aquele que melhor capture as
informacgoes contidas nos elementos. O grafo mediano é um conceito bastante utilizado
quando se quer encontrar um representante de um conjunto de grafos. Dado um conjunto

S de grafos, o grafo mediano G é aquele que apresenta a menor soma das distancias
(SOD) para os grafos de S:

CA‘;’ = argminGles Z d(G/, G),

GeS

onde d(G', G) denota a distancia de edi¢do entre os grafos G’ e G.

O grafo mediano de S é portanto um de seus elementos. Ja o grafo mediano genera-
lizado de S é definido como o grafo que apresenta a menor soma das distancias para os

grafos de S, independentemente de pertencer ou nao a S.

O conceito de grafo mediano possui grande potencial para aplicagoes, podendo ser
utilizado em problemas de classificacdo ou em qualquer situacao em que seja preciso

encontrar um representante para um conjunto de grafos [19, 20].

1.2 Objetivo

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver algoritmos aproximados para o problema

de encontrar o grafo mediano generalizado de um conjunto de grafos.

Os poucos algoritmos exatos existentes para o problema trabalham com grafos de no
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maximo 20 vértices. Outro objetivo dessa dissertacao consiste em desenvolver algoritmos
capazes de lidar com grafos maiores em tempos computacionais reduzidos, sem perda de

qualidade dos resultados obtidos.

Com esse fim, trés algoritmos aproximados foram propostos. Dois deles sao baseados

em estratégias gulosas e o outro é baseado no principio do algoritmo A*.

1.3 Organizacao

No Capitulo 2 sao apresentados os conceitos basicos e a notacao que serd usada no resto
do trabalho. Sao definidos os conceitos de grafo e subgrafo e é introduzido o tema de
correspondéncia exata ou inexata entre grafos. Também é apresentada a distancia de
edicao, que serd usada como a ferramenta para medir a similaridade entre os grafos.
Finalmente, o conceito de grafo mediano é introduzido e sdo apresentadas algumas de
suas propriedades. O capitulo contém também uma breve discussao sobre a complexidade

do problema.

No Capitulo 3 sao definidos os custos das operacoes de edigcao e o calculo da distancia
entre dois grafos decorrente da escolha desses custos. Sao apresentadas propriedades
do grafo mediano. Discute-se o espaco de busca do problema e os algoritmos auxiliares
para solucao do problema sao apresentados. Também é apresentada a forma utilizada
pelos algoritmos para acelerar a avaliagao da qualidade de um candidato a grafo mediano.

Finalmente, sao apresentados os algoritmos propostos.

O Capitulo 4 mostra as instancias utilizadas nos testes e apresenta uma analise dos

resultados niimericos obtidos pelos algoritmos.
No Capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes e possiveis extensoes do trabalho.

O apéndice A ilustra o funcionamento de um dos algoritmos gulosos. No Apéndice B

encontra-se a descricao das instancias utilizadas.



Capitulo 2

Grafo Mediano

2.1 Introducao

Neste capitulo serao introduzidos os conceitos necesséarios para a definicao do problema
de determinar o grafo mediano e o grafo mediano generalizado de um conjunto de grafos.
Além disso, com o objetivo de mostrar a origem e a importancia do problema, serao
abordados conceitos de correspondéncia entre grafos. Realizar uma correspondéncia entre
grafos consiste basicamente em verificar a similaridade entre as estruturas de dois grafos
[13]. Dependendo do objetivo da correspondéncia, pode-se fazer uma distin¢ao entre

correspondéncia exata e correspondéncia inexata.

Na correspondéncia exata entre dois grafos, o objetivo é identificar se dois grafos sao
isomorfos ou se um subgrafo de um deles é isomorfo ao outro grafo. Na correspondéncia
inexata utiliza-se uma medida da similaridade para obter-se a melhor correspondéncia

entre os dois grafos.

2.2 Grafos e subgrafos

Um grafo G = (V, E) é definido por um conjunto V' de vértices e um conjunto £ de arestas
(representando pares de vértices), podendo as arestas possuirem pesos ou nado. Essa
definicao nem sempre é adequada para representar objetos do mundo real. Para que grafos
possam representar mais fielmente os objetos do mundo real, mais informacoes devem estar
associadas a seus vértices e arestas. Com esse objetivo, sdo associados atributos (rotulos)

aos vértices e arestas dos grafos.

Definicao 2.1 Dado um alfabeto finito L de atributos para vértices e arestas, um grafo
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rotulado G = (V, E, u,v) pode ser definido por uma quddrupla, onde V é um conjunto
finito de vértices, E CV xV é um conjunto de arestas, u :V — L é uma funcao que

associa atributos aos vértices, e v : . — L € uma funcao que associa atributos as arestas.

O ntmero de vértices |V| de um grafo G = (V, E) serd denotado também por |G/,
de forma a simplicar o texto, mesmo que isso caracterize um abuso de linguagem. Os
vértices do conjunto V' sao representados por seus identificadores. As arestas sao pares

de nos {u,v}, onde u,v € V.

O conjunto L de atributos pode ser de qualquer natureza, sem restri¢coes sobre seus
atributos. Por exemplo, pode-se ter L = R" ou L = {A, B,C,¢}. Esses atributos podem
incluir o valor “nulo” (muitas vezes representado por €), utilizado quando nao é necessario

associar atributo algum a um vértice ou aresta.

Figura 2.1: Grafo com atributos: os vértices sao identificados por 1,2,3 e 4

A Figura 2.1 exemplifica um grafo com atributos. Neste caso, L = {0,1, A, B,C, €},

Vi ={1,2,3.4}, B = {{1,2},{1,3}, {1, 4}}, u(1) = A, u(2) =€ p@3) = p4) = C,
v(1,2) =v(1,4) =1ewv(1,3) =0.

A defini¢ao usual de um grafo ponderado com pesos nas arestas é equivalente a associar
o atributo “nulo” aos vértices (u(u) = €,Vu € V') e valores reais as arestas. Nesse caso,
L =RU{e}.

Definicao 2.2 Sejam Gy = (Vi, Ey, p1,v1) € Gy = (Va, Eo, pe, v9) dois grafos rotulados.
Diz-se que G € um subgrafo de Gs, o que € denotado por G1 C Gsy, se Vi C Vs, B C Ey,
p1(u) = pa(u),Yu € Vi e vi(e) = va(e), Ve € Ey

Quando E; = E>N (V) x V), diz-se que GGy é o subgrafo induzido em G5 por V;. Dado
um grafo rotulado G = (V, E, i, v), um subconjunto V' C V determina unicamente um

subgrafo G’ induzido em G, normalmente representado por G' = G(V’). Deste ponto em
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diante, exceto quando indicado o contrario, o termo subgrafo sera utilizado com o mesmo

sentido de subgrafo induzido.

(a) Grafo G (b) Grafo G

Figura 2.2: Grafo G e grafo G’ induzido em G por V' = {1,2, 3,4}

2.3 Correspondéncia entre grafos

Em muitos campos, como a quimica ou a biologia molecular, existem aplicacoes em que
é necessario processar imagens e localizar regides nessas imagens. Quando esse proces-
samento é feito automaticamente por um computador, sem o auxilio de um especialista,

uma maneira eficiente de representar essas imagens ¢ por meio de grafos [1].

Nessas aplicacoes, ha frequentemente duas imagens: uma imagem modelo e uma
imagem teste. Deseja-se comparar essas duas imagens para verificar sua semelhanca, de
modo que seja possivel classificar a imagem teste corretamente. Precisa-se, portanto,
avaliar a semelhanca entre as representacoes por grafos da imagem modelo e da imagem

teste.

2.3.1 Correspondéncia exata entre grafos

O objetivo da correspondéncia exata entre grafos é determinar se dois grafos, ou partes

desses dois grafos, sao idénticas em termos de suas estruturas e atributos [13].

Definigao 2.3 Sejam Gy = (Vi, Ey, p1,v1) e Gy = (Va, By, ps, v9) dois grafos rotulados.
Diz-se que G1 e G sao isomorfos se existe uma funcao bijetiva f : Vi — V4 tal que

e mn(u) = pa(f(u), Y € Vi

e para cada aresta ey = {u,v} € Fy, existe uma aresta es = { f(u), f(v)} € Ey tal que

vi(er) = va(es); e
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e para cada aresta e; = {u,v} € Ey, existe uma aresta ey = {f ' (u), f~'(v)} € Fy

tal que vi(e1) = va(ea).

Portanto, no problema de isomorfismo de grafos rotulados é preciso verificar nao
somente se as adjacéncias sao preservadas, como também se os rétulos dos vértices e

arestas foram mantidos.

A Figura 2.3 mostra dois grafos rotulados G e H isomorfos entre si. A fungao f :
Ve — Vi que define o isomorfismo é definida por f(1) =2, f(2) =1 e f(3) = 3, onde Vg

e Vg denotam, respectivamente, os conjuntos de vértices de G e H.

(a) Grafo G (b) Grafo H

Figura 2.3: Isomorfismo de grafos

Relacionado ao problema de verificar se existe isomorfismo entre dois grafos, esta o
problema de isomorfismo de subgrafos. Dados dois grafos G e Ga, o problema do isomor-

fismo de subgrafos consiste em verificar se existe um subgrafo de G5 que seja isomorfo a

Gi.

Definicao 2.4 Sejam Gy = (Vi, Ey, p,v1) € Gy = (Va, Eo, po, v9) dois grafos rotulados.
Uma funcao injetiva f : Vi — Vo € chamada de isomorfismo de subgrafo de Gy para Gs

se existe um subgrafo G C G tal que [ define um isomorfismo de grafo de G, para G.

Em relacao a complexidade desses dois problemas, o problema do isomorfismo de
grafos pertence a classe NP [14]. Existem algoritmos polinomiais para o problema do
isomorfismo para classes especiais de grafos (grafos planares e arvores, por exemplo), mas

a NP-completude do caso geral ainda nao foi provada.

O problema de isomorfismo de subgrafos ¢ NP-completo (a demonstragio é baseada
numa redu¢ao do problema da clique [15]). A transformagao polinomial de uma instancia
do problema de isomorfismo de subgrafos em uma instancia do problema de isomorfismo

de subgrafos rotulados é direta, bastando considerar que todos os vértices possuem o
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mesmo rotulo na instancia do problema rotulado. Assim, o problema do isomorfismo de

subgrafos rotulados também é NP-completo.

Definigao 2.5 Sejam Gy = (Vi, Ey, p1,v1) e Gy = (Va, By, pe, v9) dois grafos rotulados.
Um grafo G € dito ser um subgrafo comum de Gy e G se existe um isomorfismo de

subgrafo de G para G e outro de G para GS.

Definigao 2.6 Um subgrafo comum G de dois grafos Gi e Gy € dito ser um mdximo
subgrafo comum de Gy e Gy (MaxSub(Gy,G3)) se nenhum outro subgrafo comum de G

e G9 possui mais vértices do que G.

Verificar se existe um isomorfismo de subgrafos entre dois grafos G; e Gy é verificar
se existe um subgrafo de G5 isomorfo a GG;. Encontrar um subgrafo comum de G, e G,

corresponde a verificar se um subgrafo de GGy é isomorfo a um subgrafo de Gj.

A versao de decisao do problema de determinar o maximo subgrafo comum entre dois
grafos ¢ um problema NP-completo [15]. Dentre as estratégias para computar o maximo
subgrafo comum de dois grafos, duas abordagens sao utilizadas com maior frequéncia.
Uma é usar uma estratégia de backtracking para explorar o conjunto de solugoes viaveis.
A outra consiste em, a partir dos dois grafos originais, criar um grafo auxiliar e buscar a
clique méxima desse grafo. A clique maxima encontrada é entao transformada no méximo
subgrafo comum. Comparagoes entre alguns desses métodos aparecem em |6, 10|. Trés
algoritmos exatos para o problema sao apresentados em [10]: algoritmo de McGregor,
algoritmo de Durand-Pasari e o algoritmo de Balas-Yu. Os resultados experimentais mos-
traram que nenhum dos trés é definitivamente melhor do que os outros e que, dependendo
da estrutura dos grafos, cada algoritmo pode ser consideravelmente mais eficiente do que
os outros. A Figura 2.4 mostra dois grafos rotulados Gy e Gy e seu méximo subgrafo

comum.

O conceito de minimo supergrafo comum de dois grafos é analogo ao conceito de

méaximo subgrafo comum.

Defini¢ao 2.7 Sejam Gy = (Vi, E1, p1,v1) e Gy = (Va, By, pe, v9) dois grafos rotulados.
Um grafo G é dito ser um supergrafo comum de Gy e Gy se existe um isomorfismo de

subgrafo de Gy para G e outro de Gy para G.

Definicao 2.8 Um supergrafo comum G de dois grafos G e Gy € dito ser um minimo
supergrafo comum de Gy e Gy (MinSup(G1,Gz)) se nenhum outro supergrafo comum de

G1 e Gy possui menos vértices do que G.
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A . B
(a) Grafo G4 (b) Grafo Gs (¢) Maximo subgrafo co-

mum G

Figura 2.4: Em (c) estd representado o maximo subgrafo comum G de Gy e Go. O
isomorfismo de subgrafo de G para G é dado pela funcao f : Vg — Vi, tal que f(1) =1
e f(2) = 3. O isomorfismo de subgrafo de G para G, é dado pela fungao g : Vo — Vg,
tal que g(1) =3 e g(2) = 4.

2.3.2 Correspondéncia inexata entre grafos

Em aplicacoes do mundo real, quando um objeto ou imagem é representado por meio
de um grafo, pode ocorrer de algum ruido ser introduzido na representacao do objeto ou

imagem (devido a algum erro no processo de aquisi¢do da imagem, por exemplo).

Dessa forma, devido aos ruidos, um mesmo objeto pode ter representacoes diferentes.
Em casos como este, o conceito de isomorfismo nos indicaria que os objetos sao diferentes,
apesar de os grafos possuirem grande semelhanca. Os conceitos da correspondéncia exata
entre grafos (isomorfismo, méximo subgrafo comum, minimo supergrafo comum) nao sao
adequados para esse tipo de situacdo. E preciso, portanto, introduzir alguma tolerancia

a erros no processo de correspondéncia de grafos.

A correspondéncia inexata consiste em associar os vértices e arestas de dois grafos,
e utilizar uma fun¢ao objetivo para medir a qualidade das correspondéncias obtidas. A
distancia de edicao de dois grafos é uma das medidas mais utilizadas para medir a si-
milaridade entre eles no caso da correspondéncia inexata de grafos. Como exemplo de
problema de correspondéncia inexata, Boeres |2]| e Boeres et al. |3] propoem heuristicas

para o problema de reconhecer cenas em imagens complexas.

2.3.3 Distancia baseada em edicoes

A distancia baseada na edicao ¢ um dos principais conceitos em correspondéncia inexata
entre grafos. Essa distancia é uma medida da dissimilaridade entre dois grafos por meio

da quantidade minima de distor¢ao (edigao) exigida para transformar um grafo no outro
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I13].

As operacoes de edicao utilizadas para realizar a transformacdo sao: insercao ou
remocao de vértices e inser¢do ou remocao de arestas. Assim, dado um par de grafos G; e
G, existe uma sequéncia de operagoes (ou caminho) de edicao p(Gy, Gs) = (01, 09, ..., 0)
que transforma G; em um grafo isomorfo a G5, onde cada o; é uma operacao de edigao,

1=1,...,m.

Dado um par de grafos G; e G, podem existir varios caminhos de edi¢do que trans-
formam G em Ga. O conjunto formado por esses caminhos serd denotado por P(Gy, Gs).
Para que possa ser feita uma avaliacao quantitativa desses caminhos, é preciso associar
custos as operagoes de edicao, isto é, é preciso definir uma funcao de custo para a insercao
e remocao de vértices e arestas. No Capitulo 3 sera definida a funcao de custo que seréa

utilizada.

A distancia de edigao entre dois grafos é definida como o custo do caminho de edicao

minimo. Formalmente tem-se:

Defini¢ao 2.9 Dados dois grafos rotulados Gv = (Vi, By, p1,v1) e Gy = (Va, Ea, g, Us),
a distancia de edicao entre G e Gy € dada pela soma dos custos de edicao das operagoes

do caminho mais curto de G1 a Gs.

Um exemplo do célculo da distancia de edicao entre dois grafos é dado na Secao
3.2, pagina 15. Devido a complexidade do problema, algoritmos exatos para encontrar a
distancia de edi¢ao s6 podem ser usados para grafos pequenos. Um exemplo de algoritmo

aproximado para computar essa distancia pode ser encontrado em [21].

2.4 Grafo mediano

Dado um conjunto de grafos, seu grafo mediano é definido como aquele que possui a menor
soma das distancias aos grafos do conjunto. Na area de reconhecimento de padroes, o

grafo mediano é muitas vezes usado como o representante de um conjunto de grafos.

Definicao 2.10 Seja U o conjunto de todos os grafos rotulados que podem ser construidos
usando os atributos de um alfabeto L. Dado um conjunto de grafos S = {G1,Ga,...,Gp} C

U, seu grafo mediano G e seu grafo mediano generalizado G sao definidos como:
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é = argminG/es Z d(G/, G)

GeS

G = argming. ¢, Z d(G,G).

GeS

O grafo mediano de S é um grafo GeS que possui menor soma das distancias
para os grafos de S. O grafo mediano generalizado de S é um grafo G € U que possui
menor soma das distancias para os grafos de S. Como S C U, o conjunto de solugoes
viaveis do problema do grafo mediano generalizado contém o conjunto de solugoes do
problema do grafo mediano. Assim, um grafo mediano generalizado é, em geral, um

melhor representante do conjunto S do que um grafo mediano do conjunto.

2.4.1 Propriedades do grafo mediano

Nesta segao serao descritas propriedades do grafo mediano generalizado de um conjunto.
Especificamente, serao mostrados limites para o ntimero de vértices do grafo mediano e

para a soma das distancias (SOD) do grafo mediano.

Proposicao 2.1 Seja S = {G1,Gs,...,G,} um conjunto de grafos rotulados e seu grafo

mediano generalizado G, entdo:

G| < Z |G
=1

O grafo vazio G. = (V, E., j1e,ve) € tal que V. = E, = (). O grafo unido de um
conjunto S de grafos rotulados ¢ o grafo G, = (V,, Ey, p, v,) tal que V,, = J_, Vi,

E, = U?:1 E;, e os rotulos dos vértices e arestas de cada grafo G; sao mantidos.

Em relagao a soma das distancias do grafo mediano tem-se a seguinte proposigao [17]:
Proposicao 2.2 Sejam S = {G1,Gs,...,G,} um conjunto de grafos rotulados, G seu

grafo mediano generalizado, G, um grafo vazio e G, o grafo unido dos grafos de S. FEntao,

a soma das distincias do grafo mediano generalizado satisfaz & relacao abaizo:

SOD(G) < min{SOD(G.),SOD(G,)}.
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Dado um conjunto M, uma funcao d : M x M — R ¢ dita uma métrica quando
possui as seguintes propriedades: d(x,y) > 0, Vo,y € M; d(z,y) = d(y,z), Vr,y € M,
d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2), Vo,y,z € M5 ed(z,y) =0 x=y.

Bunke, Jiang e Munger [17] ressaltam que o limite superior apresentado na Proposi¢ao
2.2 pode ser fraco e de pouca utilidade pratica e encontram um limite inferior mais forte

quando a distancia utilizada é uma métrica.

2.4.2 Complexidade computacional e algoritmos

Quando se deseja encontrar o grafo mediano G de um conjunto S = {G4, ...,G,} de grafos
rotulados, é preciso computar as distancia de cada grafo GG; para cada grafo de S, para
i =1,...,n. B preciso, portanto, calcular n(n —1)/2 distancias entre pares de grafos para
obter aquele que possui a menor soma das distancias. Assim, o grafo mediano pode ser
computado em O(n?J), onde ¢ é a complexidade do calculo da funcao de distancia. Como
a versao de decisao do problema de encontrar a distancia de edicao entre dois grafos é

um problema NP-completo [25], a computagao do grafo mediano (G) de um conjunto de

grafos segundo esse principio s6 pode ser feita em tempo exponencial, se P £ NP.

O caso do grafo mediano generalizado é ainda mais complexo, uma vez que a com-
putacao é exponencial tanto na quantidade de grafos de entrada quanto no tamanho dos
grafos. Como sera visto mais adiante, o aumento no ntimero de grafos aumenta o nimero
de solucoes viaveis e o aumento no tamanho dos grafos dificulta a computacao das dis-
tancias. Mesmo no caso especial de cadeias (que sdo uma classe particular de grafos), o
tempo requerido na computagao do grafo mediano é exponencial na quantidade de cadeias

de entrada [11].

A maior parte dos algoritmos existentes na literatura tem o objetivo de encontrar o
grafo mediano generalizado. A computacao do grafo mediano G pode ser feita calculando-
se todas as distancias entre todos os pares de grafos que formam o conjunto. Entretanto,
como o célculo da distancia de edicao é uma tarefa dificil, é conveniente que seja adotada
uma estratégia que possa evitar ou simplificar o calculo de todas as n(n — 1)/2 distan-
cias. O algoritmo Fast Search Median Algorithm [18] utiliza uma estratégia que evita a

avaliacao de todos os candidatos do conjunto.

Em relagao ao grafo mediano generalizado, Ferrer [13| descreve os algoritmos existen-
tes para o problema: um algoritmo exato (MultiMatch) e dois algoritmos aproximados.

Além disso, propoe dois novos algoritmos exatos para o problema, um deles usando pro-
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priedades para diminuir o espaco de busca e outro utilizando a técnica de transformar
grafos em vetores e buscar o vetor mediano nesse espaco para posteriormente transformar
esse vetor no grafo mediano. Ambos algoritmos, entretanto, lidam apenas com grafos de

tamanho relativamente pequeno, com nao mais de 20 vértices.



Capitulo 3

Funcao de custo e algoritmos

3.1 Introducao

No capitulo anterior foi visto que é necessario calcular a distancia entre cada candidato a
grafo mediano generalizado e todos os grafos do conjunto S = {Gj,...,G,} para se obter
aquele que apresenta a menor soma das distancias. Neste capitulo ¢ definida a funcao de

custo das operagoes de edicao e sao apresentados os algoritmos implementados.

O capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 3.2 sao definidos os custos
associados as operacoes de edicao. Na Secao 3.3 sao apresentadas novas propriedades
do grafo mediano. Na Secao 3.4 é apresentado o espago de busca no qual os algoritmos
propostos procurarao a melhor solucao para o problema do grafo mediano generalizado.
Na Secao 3.5 sao apresentados os algoritmos utilizados para computar o méximo subgrafo
comum e o minimo supergrafo comum. Na Secao 3.6 é apresentada a técnica utilizada
para acelerar a avaliacdo de um candidato a grafo mediano generalizado. Na Secao 3.7

sao apresentados os algoritmos propostos para encontrar o grafo mediano generalizado.

3.2 Funcao de custo

Nesta secao serd apresentada a fungao de custo que serd usada nesse trabalho, utilizada

pela primeira vez em [4] e também por Ferrer [13].

As operacoes de edi¢ao consistem em inserir vértices e arestas ou remover vértices e
arestas. A insercao de arestas ocorre somente quando um vértice é inserido, e a remocao
de arestas ocorre somente quando um vértice é removido (as arestas adjacentes a esse

vértice removido sao removidas). Assume-se que os custos de inserir ou remover vértices
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sa0 unitarios, enquanto os custos de inserir ou remover arestas sao nulos. A Figura 3.1

ilustra o calculo da distancia de edicao entre dois grafos.

A A

(a) Grafo G (b) Grafo H

Figura 3.1: A seguinte sequéncia de operacoes de edigdo transforma o grafo G em um
grafo isomorfo ao grafo H: retira-se o vértice 1 de G (automaticamente suas arestas sao
removidas), e insere-se o vértice 1 novamente (sem inserir nenhuma aresta adjacente a
ele). Retira-se o vértice 2 e insere-se o novamente. Remover e inserir o vértice 1 tem custo
2, remover e inserir o vértice 2 tem custo 2. Assim, d(G,H) =2+2 =14

Foi demonstrado [4] que, utilizando essa fungao de custo, o calculo da distancia entre

dois grafos GG; e G5 pode ser feito utilizando a seguinte formula:

d(Gl,Gg) = ’Gl’ + ’GQ’ —2- ’MCL(L'SUb(Gl,GQ)’

Conforme apresentado no Capitulo 2, MaxSub(G1,Gs) indica o maximo subgrafo
comum de Gy e G5. Essa formula para a distancia ilustra a ideia de que, quanto mais
similares forem os grafos (quanto maior for o maximo subgrafo comum entre eles), menor
serd a distancia entre eles [13]. Além das consequéncias tedricas desse resultado, existem
também implicagoes praticas. Por exemplo, uma consequéncia imediata desse resultado
é que qualquer algoritmo que compute a distancia de edicao entre dois grafos pode ser

usado para a computagio de seu méaximo subgrafo comum [13].

Como exemplo, considerem-se os grafos G e H na Figura 3.2. O grafo G possui
quatro vértices e o grafo H possui trés vértices. O maximo subgrafo comum entre G
e H é o grafo composto por um vértice com rotulo A conectado a outro vértice com
rotulo C. Portanto, |MaxSub(G,H)| = 2. Logo, a distancia entre G e H é dada por
d(G,H) =443 —2x2=3. O mesmo resultado pode ser obtido utilizando as operacoes
de edicao. O caminho de custo minimo para transformar o grafo G no grafo H consiste
em remover os vértices 2 e 4 pertencentes a Vg, assim como as arestas incidentes nos
mesmos, adicionar um vértice com rotulo C, e adicionar uma aresta conectando esse novo
vértice ao vértice 1 de V. O custo total é 3, mesmo resultado obtido utilizando a férmula

da distancia.
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C
(O O &
D A c &
(a) Grafo G (b) Grafo H (¢) MazSub(G, H)

Figura 3.2: O isomorfismo de subgrafo de MaxSub(G, H) para G é definido pela fungao
[ Virazsuw — Vi tal que f(1) =3 e f(2) = 1. O isomorfismo de MaxSub(G, H) para H
é definido pela funcao g : Vijaesuy — Vi tal que g(1) =1 e g(2) = 2.

3.3 Propriedades

No Capitulo 2 foram apresentadas propriedades que determinavam limites para o tamanho
e SOD do grafo mediano generalizado. Essas propriedades podem ser utilizadas para
reduzir o espaco de busca. Entretanto, esses limites algumas vezes sao fracos, sendo
de pouca utilidade pratica. Nesta secao serao apresentadas novas propriedades do grafo
mediano, descritas pela primeira vez por Ferrer [13| e que fornecem limites de maior

utilidade prética.

As definigoes a seguir generalizam o conceito de maximo subgrafo comum e minimo

supergrafo comum.

Definicao 3.1 Seja S = {Gy, ..., Gy} um conjunto de grafos. MaxSub(S) é um mdzimo
subgrafo comum de S se for um subgrafo comum de G4, ..., G, e nenhum outro subgrafo

comum de Gy, ..., G, possui mais vértices do que MaxSub(S).

Defini¢ao 3.2 Seja S = {G4,...,G,} um conjunto de grafos. MinSup(S) é um minimo
supergrafo comum de S se for um supergrafo comum de Gy, ..., G, e nenhum outro super-

grafo comum de Gy, ..., Gy, possui menos vértices do que MinSup(S).

Os limites apresentados no Capitulo 2 sao validos para qualquer funcao de distancia.
Utilizando a func¢ao de custo definida neste capitulo, Ferrer [13| demonstrou que esses

limitantes podem ser melhorados:

Proposicao 3.1 Seja S = {G1, Gy, ...,G,} um conjunto de grafos e G um grafo mediano

generalizado de S. Considerando-se a funcao de distincia definida na Secao 3.2, entao:



3.3 Propriedades 17

|MazSub(S)| < |G| < |MinSup(S)|

Esta proposicao é importante, uma vez que ela naturalmente sugere um ponto de
partida para a busca do grafo mediano generalizado no espago de solugoes. No préximo
capitulo esta proposigao servira de base para a limitacao do espago de busca dos algoritmos

Propostos.

Um limitante superior para a SOD do grafo mediano generalizado de um conjunto de
grafos ¢ dado por min{SOD(G.), SOD(G,)}. A proposicdo abaixo mostra que ¢ possivel

melhoréa-lo:

Proposicdo 3.2 Seja S = {G1, Gy, ..., G} um conjunto de grafos e G um grafo mediano

generalizado de S. Considerando a funcao de distincia definida na Secao 3.2, entdao:

SOD(G) < SOD(MazSub(S)) < min{SOD(G.),SOD(G,)}

A proposicao seguinte é uma contribuicao dessa dissertacao e pode ser utilizada para

aumentar a eficiéncia de algoritmos destinados ao problema:

Proposigao 3.3 Seja S = {G1,Gs, ..., G} um conjunto de grafos tal que |MaxSub(G;, G;)| =
a € Z, ¥, =1,....,n,0 # j en > 3. Se Géo grafo mediano do conjunto S, entdo
|G| = min{|Gy];i=1,...,n}.

Prova: Seja G = G, € S o grafo mediano do conjunto S. Da definicdo de grafo

mediano do conjunto tem-se:

d(G1,Gr) + ...+ d(Gy, Gy) < d(G1,Gy) + ... + d(Gp, Gy)
para t =1,...,n. Dai, tem-se que:
|G| + |G| — 2 - |MaxSub(G1,Gg)| + ... + |Gn| + |Gk| — 2 - |[MazSub(G,,, Gi)| <

|G1| + |G| — 2 - |MaxSub(G1, Gy)| + ... + |Gr| + |G| — 2 - |[MaxSub(G,,, Gy)|

Como |MazSub(G;,G;)| = a para todo 4,j = 1,...,n, i # j, |[MaxSub(Gy, Gy)| =
|G| e |MaxSub(Gy, Gt)| = |G| segue que:

|G1]+. ..+ |Gn|+1|Gr| —2(n—1)a—2- |G| < |Gi]+...4+|Gn|+n|Gi| —2(n—1)a—2- |G|
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Logo, (n — 2) - |Gx| < (n —2) - |Gy|. Portanto, |Gg| < |Gy|, t = 1,...,n. Ou seja,
|G| = |Gi| = min{|Gy];i=1,...,n}.
A proposicao acima pode ser usada para encontrar os candidatos a grafo mediano do

conjunto (G) quando o méximo subgrafo comum de qualquer par de grafos do conjunto

S possui 0 mesmo tamanho.

3.4 Espaco de busca

Conforme visto na Proposicao 3.1, o espaco de busca para encontrar o grafo mediano de

um conjunto S de grafos consiste de todos os grafos cujo ntimero de vértices esta entre
|MaxSub(S)| e |MinSup(S)|.

Portanto, uma vez que o grafo mediano generalizado satisfaz |MaxSub(S)| < |G| <
|MinSup(S)|, pode-se considerar o grafo MinSup(S) e seus subgrafos como candida-
tos naturais a serem um grafo mediano generalizado do conjunto. Os grafos induziveis
em MinSup(S) por algum subconjunto de vértices do minimo supergrafo comum serao

referenciados apenas pelo termo “subgrafos induziveis” no restante desse texto.

Sejam S o conjunto de grafos para o qual se quer encontrar o grafo mediano e G’ o
subgrafo induzido no minimo supergrafo comum MinSup(S) por um subconjunto V' dos
seus vértices. Seja ainda G” um subgrafo de G’ com o0 mesmo conjunto de vértices V'. Em
[13] &€ demonstrado que SOD(G') < SOD(G"). Assim, somente os subgrafos induziveis

de MinSup(S) devem ser considerados na busca pelo grafo mediano generalizado.

O espaco de busca do problema é, portanto, formado pelo conjunto de todos os
subgrafos induziveis de MinSup(S) cujo nimero de vértices estd entre |MaxzSub(S)|
e |MinSup(S)|. Portanto, um algoritmo de busca exaustivo consistiria em verificar,
para cada subgrafo induzivel G C MinSup(S), satisfazendo |MazSub(S)| < |G| <
|MinSup(S)|, o valor de SOD(G) = d(G1,G) + d(G2,G) + ... + d(G,,G) e selecionar

como grafo mediano aquele que apresenta o menor valor para a SOD.

Ferrer [13] propds um algoritmo exato que explora o espago de busca apresentado
acima, utilizando técnicas de “look-ahead” para evitar a avaliacao de grafos que nao po-
dem melhorar a solucao ja obtida. Este algoritmo exato foi aplicado em instancias com

|MinSup(S)| < 14, retiradas do mesmo conjunto de instancias utilizadas neste trabalho.
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3.5 Algoritmos auxiliares

O calculo da distancia entre dois grafos G; e Gy usa o numero de vértices | MaxSub(G1, G2)|
do seu méximo subgrafo comum. Da mesma forma, o espaco de busca para o grafo mediano
generalizado consiste nos subgrafos induziveis do minimo supergrafo comum MinSup(S).
Precisa-se portanto, de algoritmos para encontrar esses grafos. Os algoritmos utilizados
nesse trabalho para resolver esses problemas sdo o de Durand-Pasari [10] (para calcu-
lar o maximo subgrafo comum entre dois grafos) e o algoritmo para encontrar o minimo

supergrafo comum entre dois ou mais grafos [7] proposto por Bunke.

3.5.1 Algoritmo de Durand-Pasari

Neste trabalho é utilizada como medida de similaridade de dois grafos a distancia de
edicao entre eles. Utilizando-se a funcao de custo apresentada anteriormente, a distancia

entre dois grafos G; e G4 é dada por:

d(Gl, GQ) == |G1| + |G2| -2 |M(L’L‘SUZ)(G1,G2)|

Para o calculo de d(Gy, G2) é necessario entdo computar o maximo subgrafo comum
entre G e Go. Em [10] é feita uma revisao dos principais algoritmos existentes para esse

problema.

Durand e Pasari [12| propuseram um algoritmo exato que utiliza a redugao do pro-
blema do méaximo subgrafo comum entre dois grafos ao problema de encontrar a clique

méaxima em um grafo.

O algoritmo tem como entrada dois grafos rotulados G e G5. O primeiro passo desse
algoritmo ¢ a construcao do grafo auziliar, cujos vértices correspondem a pares de vértices
dos grafos GG; e Gy que possuem o mesmo atributo. Ou seja, os vértices do grafo auxiliar

sao pares ordenados (ny,ng) onde ny € Vi, ny € Vo e puy(ny) = pa(ng).

As arestas do grafo auxiliar representam a compatibilidade entre pares de vértices.
Isto é, um vértice (ny,ny) do grafo auxiliar estard conectado ao vértice (my,ms) se e
somente a aresta {ni, m; } do primeiro grafo e a aresta {ny, ms} do segundo grafo tiverem

o0 mesmo atributo.

Cada clique no grafo auxiliar pode ser transformada em um subgrafo comum de G e

G5 e vice-versa. Portanto, o maximo subgrafo comum pode ser obtido encontrando-se a
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clique maxima do grafo auxiliar.

O exemplo abaixo ilustra o funcionamento do algoritmo. Sejam os grafos G; e Gs
representados na Figura 3.3, que levam ao grafo auxiliar a G; e Gy apresentado na Fi-

gura 3.4.

Figura 3.4: Grafo auxiliar a G e Go

Os vértices desse grafo auxiliar sdo pares (ny,n2) onde ny € Vi, ny € Vo e pui(ny) =
p2(ng). Assim, o par (1,3) esta presente no grafo auxiliar pois o vértice 1 pertence a Vi, o
vértice 3 pertence a Va e puy(1) = pa(3) = A. Existe uma aresta entre os pares (1,3) e (2,4)
porque as arestas {1,2} € E; e {3,4} € Ey tém o mesmo atributo. Da mesma forma,
existe uma aresta entre os pares (3,2) e (4,1), uma vez que {3,4} ¢ Fy e {2,1} ¢ E, (para
o algoritmo de Durand-Pasari, nos casos em que nao existe uma aresta, considera-se que

ambas arestas possuem um atributo com valor nulo).

Cada clique nesse grafo auxiliar corresponde a um subgrafo comum de G; e Gy. A
clique maxima desse grafo auxiliar é formada pelos vértices correspondentes aos pares
(1,3), (2,4) e (4,1). Para converter essa clique no maximo subgrafo comum de G; e G
basta separar os pares em suas coordenadas. Selecionando as primeiras coordenadas de

cada par, tem-se que o maximo subgrafo comum entre GG; e G5 estd representado em
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(1 pelos vertices {1,2,4} C V3. Da mesma forma, esse maximo subgrafo comum esta

representado em Gy pelos vértices {3,4,1} C V5.

3.5.2 Algoritmo de Bunke para minimo supergrafo comum de
dois grafos

Dado um conjunto S = {Gy,...,G,} de grafos, o espaco de busca do problema consiste
dos subgrafos induziveis no minimo supergrafo comum MinSup(S) de S. E necessario,
portanto, um algoritmo para encontrar o minimo supergrafo comum de um conjunto de
grafos. Desse ponto em diante nessa dissertacao, nao serd feita distincao entre grafos
isomorfos, isto é, dados dois grafos isomorfos GG; e G5 assume-se que G; = GG5. Da mesma
forma, se existe um isomorfismo de subgrafo de G; para G,, assume-se que G; é um

subgrafo de G, isto é, G; C Gb.

O algoritmo para encontrar o minimo supergrafo comum de um conjunto de grafos
se baseia na aplicacao repetitiva do algoritmo exato de Bunke [8] para determinar o
minimo supergrafo comum de dois grafos (apresentado mais adiante), o que se constitui
em um algoritmo aproximado para o problema geral com diversos grafos. Pode garantir-se
apenas que o algoritmo encontra um supergrafo do minimo supergrafo comum. O grafo
encontrado por este algoritmo serd tratado como sendo o minimo supergrafo comum,
embora nao o seja necessariamente, isto é, o algoritmo eventualmente pode encontrar

uma solucao subdtima. Antes de apresenté-lo, é preciso conhecer as seguintes defini¢oes:

Definicao 3.3 Sejam Gy = (Vi, B, 1, v1) e Gy = (Va, Ea, pe, v9) dois grafos rotulados
com G1 C Go. A diferenca entre eles é o grafo Go — Gy = (V, E, u,v) onde V.=V, — Vi,
E=EN(VxV), uv) = pa(v) para qualquer v € V, e v(e) = va(e) para qualquer e € E.

Definigao 3.4 Sejam Gy = (Vi, By, p1,v1) e Go = (Va, Eo, pia, v3) dois grafos rotulados
com G1 C Gy. A imersao, emb(G1,Gy), de Gy em Go, € o conjunto de arestas que ligam
vértices de G a vértices de Gy — Gy, isto é, emb(G1,Gy) = E;y N[V x (Vo — V7)], onde
v(e) = va(e), para qualquer e € emb(G1, Gs)

No Capitulo 2 foi utilizada uma definicao de uniao de um conjunto de grafos. A
definicao a seguir define a uniao de dois grafos G1 e Gy incluindo um conjunto de arestas

E, que sera simbolizada por Gy Uz Go.

Defini¢ao 3.5 Sejam Gy = (Vi, By, p,v1) e Go = (Va, Eo, s, v3) dois grafos rotulados

com ViNVy=0. Seja E C Vi, x Vo um conjunto de arestas com uma funcdo 0 : E — L
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que atribui rétulos as arestas. A unido de Gy e Go incluindo E, G, Uz G2 € um grafo

G=V,E,uv)ondeV=ViUV,, E=EUE,UFE e

(v) i (v), seveWy
o i(v) =
pa(v), sev e Vy

vi(e), se e € E

(
(

vle), see € E

® v(e) =1 w(v), see€ Ey

A Figura 3.5 mostra dois grafos rotulados G e G, o conjunto de arestas E = {{1,4}}
com B({1,4}) = —2 e sua uniao G; Jz Go.

(a) Gy (b) G2 (c) G1Ug G2

Figura 3.5: Grafos GG; e G5 e sua uniao

Bunke [8] mostrou que o minimo supergrafo comum de dois grafos pode ser obtido

da seguinte forma:

Proposicao 3.4 Sejam G1 = (Vi, E1, p1,v1) € Gy = (Va, B, 1o, 0s) dois grafos rotulados.

Entao:
MinSup(Gy, Ge) = MaxSub(Gy, G2)Ua, (G1—MazSub(Gy, Ga))Ua,(Ga—MaxSub(Gy, Gs)),

onde Ay = emb(MaxSub(G1,G3),G1) e Ay = emb(MaxSub(G1, Gs), G3).

Para se obter o minimo supergrafo comum de um conjunto S formado por m > 2

grafos, MinSup(S), aplica-se sucessivamente a Proposi¢ao 3.4, como proposto por Bunke

[7]-

3.6 Calculo acelerado das distancias

O célculo da distancia de edigao d(G, H) = |G|+ |H|—2-|MaxSub(G, H)| entre dois grafos

G e H é custoso, uma vez que o problema de computar o maximo subgrafo comum de dois
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grafos é NP-dificil. Portanto, na busca pelo grafo mediano generalizado de um conjunto é
conveniente evitar a computacao do maximo subgrafo comum sempre que possivel. Nesta
secao ¢ apresentada uma estratégia que permite evitar esse calculo em certas situacoes,

que posteriormente serd usada para aumentar a eficiéncia dos algoritmos gulosos.

Considere os dois grafos rotulados G e H da Figura 3.6. O méximo subgrafo comum
entre G e H é o grafo formado pelos vértices de rotulos A, B e C (correspondentes aos
vértices 4, 1 e 5 no grafo G e aos vértices 1, 4 e 3 no grafo H). A distancia entre esses

grafos é, portanto:

'l E\j
b —
I".. C
\'u
Y
\
\
NS i
// B 5
7
k‘:_ -
/ A
s
(53 %
(a) Grafo G (b) Grafo H

Figura 3.6: Calculo de distancia

d(G,H)= |G|+ |H| -2 |MaxSub(G,H)|=5+4—-2x3=3

Seja agora o grafo G, obtido retirando-se o vértice 2 do grafo GG. Esse vértice nao faz

parte do méximo subgrafo comum entre G e H, logo

d(G'H)=|G| -1+ |H|-2-|MaxzSub(G, H)| = |G|+ |H| — 2 |MaxSub(G, H)| — 1, isto
¢, d(G'"H)=d(G,H)—1=2.

Neste caso, pode-se notar que a distancia entre G’ e H foi obtida a partir da distancia

entre G e H, sem que fosse necessario computar MazSub(G', H).

Seja agora o grafo G” obtido retirando-se o vértice 4 de G’. Nesse caso, esse vértice
faz parte do maximo subgrafo comum entre G’ ¢ H. Tem-se que |G”| = 3, |H| =4 e
|MaxSub(G”, H)| = 2. Portanto,

d(G", H) = |G'| = 1+ |H| = 2 (|MazSub(G', H)| - 1) = 3.
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Ou seja, d(G",H) = d(G', H) + 1.

B 2
(a) Grafo G” (b) Grafo H (c) MazSub(G", H)

Figura 3.7: VG// = VG/ - {4}

Nem sempre retirar um vértice que faz parte do maximo subgrafo comum entre dois
grafos ird resultar em um aumento no valor da distancia. Por exemplo, considerem-se
os grafos G e H da Figura 3.8. Se for retirado de G um vértice de rétulo B (vértice 3,
por exemplo), obter-se-4 um novo grafo G’ tal que |G'| = |G| — 1 ¢ |[MaxzSub(G', H)| =
|MaxzSub(G, H)|, uma vez que o maximo subgrafo comum entre G e H (que neste caso é
o proprio grafo H) pode ser recomposto utilizando qualquer um dos outros dois vértices

que possuem rotulo B. Tem-se entao que:

d(G' H) = |G|+ |H| = 2+ |MaxSub(G', H)| =
=|G| =14 |H|—-2-|MaxSub(G,H)| = d(G,H) — 1

P

O—O—D o

B F

(a) Grafo G (b) Grafo H
Figura 3.8: Calculo de distancia

Em resumo, se a distancia d(G, H) entre dois grafos G e H é conhecida e se G’ é o

grafo obtido pela eliminagao de um vértice de GG, é possivel concluir que apenas dois casos
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sao possiveis:

e Se o vértice removido nao faz parte do maximo subgrafo comum entre G' e H, entao:

d(G' H) = d(G, H) — 1.

e Se o vértice removido faz parte do maximo subgrafo comum entre G e H entao:

d(G' H) = d(G, H) £ 1.

A propriedade acima é contribuicao deste trabalho e serd utilizada nos algoritmos
gulosos de forma a acelerar a computacao da SOD na busca do grafo mediano genera-
lizado. Adicionalmente, essa propriedade servira de base para definir um critério guloso

nos algoritmos propostos.

3.7 Algoritmos propostos

Nesta secao serao apresentados os algoritmos propostos para encontrar grafos medianos
generalizados aproximados. Os dois primeiros utilizam escolhas gulosas e possuem estru-

turas similares. O terceiro se baseia no principio do algoritmo A*.

3.7.1 Algoritmo guloso com tabela estatica (A1)

Conforme foi visto na Secao 3.4, os grafos candidatos a grafo mediano generalizado de um
conjunto S sao os subgrafos induziveis do minimo supergrafo comum de S. O principio
deste algoritmo consiste em retirar sucessivamente vértices do minimo supergrafo comum
de forma a obter um subgrafo com a menor SOD possivel. Para determinar quais vértices

retirar serd retomada a idéia apresentada na Secao 3.6.

Dado um conjunto S = {G1,...,G,} de grafos, seja MinSup(S) seu minimo super-
grafo comum. Como MinSup(S) é supergrafo de cada G, tem-se que MaxSub(MinSup(S),G;) =

Gi, 1 <i < n. Considere agora a SOD inicial do minimo supergrafo comum MinSup(S):

SOD(MinSup(S)) = d(MinSup(S),G1) + ...+ d(MinSup(S), G,)

Considere o vértice k € Viinsups)- Esse vértice faz parte do maximo subgrafo
comum de alguns grafos G;’s com MinSup(S), i = 1,...,n e ndo faz parte de ou-
tros. Suponha que k faca parte de apenas um maximo subgrafo comum, por exem-
plo k € MaxSub(MinSup(S),G,). Considere o grafo MinSup(S)’, obtido retirando
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o vértice k do grafo MinSup(S). Como visto na secdo anterior, é razoavel estimar
que d(MinSup(S),G,) = d(MinSup(S),G,) + 1 (uma vez que, quando se retira um
vértice que pertence ao maximo subgrafo comum de dois grafos a distancia somente
diminui uma unidade s6 quando é possivel recompor o maximo subgrafo comum no-
vamente novamente, como visto na Se¢do 3.6). Para os demais grafos, sabe-se que
d(MinSup(S),G;) = d(MinSup(S),G;) — 1, j = 1,...,n,j # r. Portanto, estima-se
a SOD do grafo MinSup(S)’ por:

SOD(MinSup(S)") =
= d(MinSup(S),G1) — 1+ ...+ d(MinSup(S),G,) + 1+ ...+ d(MinSup(S),G,) — 1 =
= SOD(MinSup(S)) — (n — 1) +1 = SOD(MinSup(S)) —n+ 2

Ou seja, estima-se que haja uma variacao de 2 — n unidades em relacao a SOD inicial,

que foi entao reduzida.

O algoritmo guloso se baseia em avaliar, para cada vértice do minimo supergrafo
comum, uma estimativa de quanto serd reduzida a SOD caso esse vértice seja retirado.
Para que seja possivel estimar a redugdo na SOD de MinSup(S) decorrente da retirada

de um vértice, ¢ preciso saber, para cada vértice i € Viinsup(s), se i faz parte ou nao de
MazxSub(MinSup(S),G,), j=1,...,n.

Considere-se como exemplo o conjunto de grafos S = {G1, G, G3} na Figura 3.9, cujo

minimo supergrafo comum esté representado na Figura 3.10.

A

O—o— O—O
(a) G (b) Go (c) Gs

Figura 3.9: Conjunto S

Para cada um dos grafos G; € S,j = 1,2,3, existe um isomorfismo de subgrafo de
G, para MinSup(S). Portanto, tem-se que MaxSub(MinSup(S),G;) = G;, j = 1,2,3.

Nesse caso, os isomorfismos sao:
b fl : VGl — VMinSup(S) com fl(l) = 17 f1(2) - 27 fl(S) =3.
b f2 : VGQ — VMinSup(S) com fQ(]-) = 4a f2(2) = 27 f2(3) =3.

o f3: Vo, = Vitinsup(s) com f3(1) =4, f3(2) = 5.
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Figura 3.10: Minimo Supergrafo Comum

Cada uma dessas fungoes é um “mapeamento” dos vértices do grafo GG; nos vértices
de MinSup(S). A Tabela 3.1 resume o mapeamento de cada vértice de MinSup(S). Os
simbolos 3 e # sdo utilizados apenas para indicar se existe ou nao mapeamento de um
vértice de G; em algum vértice de MinSup(S). Quando existe mapeamento utiliza-se
o simbolo 3 e isso implica que o vértice faz parte do maximo subgrafo comum de G, e
MinSup(S). Por exemplo, como f3(2) = 5, na linha do vértice 5, na coluna do grafo G
estd o simbolo 3. Isso indica que, nesse momento, o vértice 5 de Virinsup(s) faz parte de
MaxSub(MinSup(S), Gs).

Tabela 3.1: Vértices de MinSup(S)
V|G| G| Gs
3|3

U W N =
LU L) e

3| 3
3| 3
3|3
3|7

A partir dessa tabela pode-se estimar em quanto sera reduzida a SOD atual se for
retirado cada vértice de MinSup(S). Seja H; o grafo obtido retirando-se o vértice 1
do minimo supergrafo comum, por exemplo. Existe um vértice do grafo G; que esta
mapeado em 1 (f1(1) = 1), mas nenhum vértice dos grafos G2 ¢ G3 estd mapeado em
1. Assim, como visto anteriormente, ao se retirar o vértice 1 do minimo supergrafo
comum espera-se que a SOD do novo candidato H; tenha um aumento de 1 unidade
(devido a estimar-se que d(H,Gq) = d(MinSup,G1) + 1, uma vez que o vértice 1 faz
parte de MaxSub(MinSup(S),G1)) e uma redugao de 2 unidades (devido a estimar-se
que d(Hy,Go) = d(MinSup(S),Gs) — 1 e d(Hy,G3) = d(MinSup(S),Gs) — 1). Ou seja,

espera-se uma varia¢ao de (41 - 2) = - 1 unidade na SOD do novo candidato; isto &, uma,
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reducao na SOD:

SOD(H,) = d(MinSup(S),G1) + 1+ d(MinSup(S),G2) — 1 + d(MinSup(S),Gs) — 1
= SOD(MinSup(S)) — 1

Portanto, a ideia é ordenar os vértices de acordo com a estimativa de reducao da SOD

obtida com a sua retirada. Nesse exemplo, utilizando a Tabela 3.1, teria-se que:

Tabela 3.2: Tabela de estimativas
EStZ‘

-1
-1
+1
+1
+1

‘»&ww»—m‘<

A estratégia deste algoritmo guloso é, portanto, retirar sucessivamente do minimo

supergrafo comum os vértices na ordem decrescente de suas estimativas de redugao.

O mapeamento entre o novo candidato H; e os grafos G, j = 1, 2, 3, esté representado

na Tabela 3.3.
Tabela 3.3: Vértices de H;

VI G| G| Gs
3| 4

3
i
?

U W Do
L L

3
3
7

A discussao acima em relagao a estimativas de reducao de SOD de MinSup(S) con-
tinua valida para os grafos obtidos retirando-se vértices de H;. Assim, neste algoritmo,
a partir do grafo MinSup(S), a cada iteracdo um vértice é retirado (de acordo com a
tabela de estimativas) e o grafo obtido tem sua SOD calculada. O algoritmo termina
quando o grafo vazio é avaliado, ja que esse é o ultimo candidato. Adicionalmente, a es-
tratégia de evitar o calculo da distancia entre dois grafos (Se¢ao 3.6) também ¢é utilizada
para aumentar a eficiéncia do algoritmo. Para que isso seja possivel, a tabela que mostra
os vértices que compoem MazSub(Candidato, G;) é recalculada a cada novo candidato,

como ilustrado pelas Tabelas 3.1 e 3.3.

O pseudo-codigo deste algoritmo é apresentado a seguir: Nas linhas 1-4 é calculado o

minimo supergrafo comum MinSup do conjunto de grafos de entrada por meio da fungao
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MSup, que consiste do procedimento de Bunke para calcular o minimo supergrafo comum
de dois grafos. Nesse momento também é realizado o mapeamento inicial dos vértices dos
grafos G; nos vértices do minimo supergrafo comum (como ilustrado pela Tabela 3.1). Nas
linhas 5 a 8 a SOD de MinSup é calculada e a linha 9 armazena MinSup em Cand. Nas
linhas 10-11 os resultados obtidos sao armazenados como os melhores até o momento.
Nas linhas 12-22 sao calculadas as estimativas de reducao provenientes da retirada de
cada vértice de MinSup. Nas linhas 23-38 sao gerados os grafos candidatos e suas SOD’s
sao avaliadas. A linha 23 indica que o processo continua enquanto houver vértice nao
selecionado. Na linha 24, k& armazena o vértice que possui a menor estimativa FE'st;,
i =1,...,|[Viinsupl|, € na linha 25 o vértice ¢ marcado como selecionado. Na linha 26,
Cand_ant armazena o candidato atual e na linha 27 o vértice k ¢ retirado do grafo Cand.
Nas linhas 28-34 a distancia de Cand para cada grafo G; € S é calculada. A linha 29
realiza o teste que verifica se o vértice retirado k fazia parte de MaxSub(Cand_ant, G;).
Em caso afirmativo, na linha 30 a distancia entre Cand e G; ¢é calculada (isto &, ¢ preciso
computar MaxSub(Cand, G;)). Se o vértice ndo fazia parte de MaxSub(Cand_ant,G;),
a linha 32 atribui a distancia entre Cand e G; o valor da distancia entre Cand_ ant e G;
menos uma unidade. A cada passagem do bloco 23-34 uma tabela de mapeamento (como
as Tabelas 3.1 e 3.3) é montada, de forma que se possa saber o mapeamento dos vértices
dos grafos G; em Cand (isto é, para que se conheca MaxSub(Cand,G;)). Nas linhas 35-
38 a SOD do candidato é calculada e nas linhas 39-41 é testado se o candidato é o melhor

obtido até o momento. No apéndice A é ilustrado o funcionamento deste algoritmo.

3.7.2 Algoritmo guloso com tabela dinAmica (A2)

O algoritmo guloso com tabela dindmica é muito similar ao algoritmo guloso com tabela
estatica. Conforme visto, o algoritmo estatico comeca com o minimo supergrafo comum,
verifica o mapeamento dos grafos G; € S no minimo supergrafo comum, cria uma tabela
de estimativas baseada nesse primeiro mapeamento e retira os vértices sempre de acordo
com essa tabela inicial (ilustrada pela Tabela 3.2). Entretanto, a medida que vértices vao
sendo retirados dos candidatos a grafo mediano generalizado, o0 mapeamento dos grafos
Gi’s no candidato pode mudar. Assim, as estimativas Est;’s dos vértices que ainda nao

foram retirados podem mudar ao longo das iteracoes.

Para ilustrar essa mudanca de mapeamento, a Figura 3.7 apresentada anteriomente
mostra dois grafos G e H. Se S = {G,H} entdao G = MinSup(S). Um mapeamento do

grafo H no minimo supergrafo comum é dado por f : Vi — Visinsyy tal que f(1) = 1,
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Algoritmo 1 Algoritmo guloso com tabela estatica

R T T
SRR S vl =

17:
18:
19:
20:
21:

22

23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:

43

MinSup < MSup(Gy, Gs)
para (j = 3...n) faca
MinSup <~ MSup(MinSup,G;)
fim para
SOD + 0
para (j =1...n) faga
SOD <+ SOD + d(MinSup,G;)
fim para
Cand + MinSup
SOD* + SOD
: GrafoMedianoGen < Cand
: para todo (i € Viinsyy) faca
FEst; < 0
Selecionado; < Falso
para j=1...n faca
se (1 € MaxSub(MinSup,G;)) entao
Est; + Est; +1
senao
Est; + Est; — 1
fim se
fim para
: fim para
enquanto (3 i € Vijinsuy : Selecionado; = Falso) faca
k < argmin{ E'st; : Selecionado; = Falso e i € Vijinsup}
Selecionadoy, < Verdadeiro
Cand_ant < Cand

VCand — VC’andiant - {k}

para (j=1...n) faca
SOD < SOD + d(Cand, G;)
fim para
se (SOD < SOD*) entao
SOD* «+ SOD
GrafoMedianoGen < Cand
fim se
: fim enquanto

para (j =1...n) faga
se (k € MaxSub(Cand_ant,G;)) entao
d(Cand, G;) < |Cand| + |G;| — 2 - |MaxSub(Cand, G;)|
senao
d(Cand, G;) < d(Cand_ant,G;) — 1
fim se
fim para
SOD «+ 0
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f(2) =4e f(3) = 5. Retirando-se do minimo supergrafo comum um dos vértices de rétulo
B, o vértice 4 por exemplo, o grafo H pode ser remapeado no grafo MinSup(S) através
da funcado f(1) =1, f(2) =3 e f(3) =5.

O algoritmo com tabela dinamica leva em conta as mudancas nas estimativas. Como
visto no algoritmo estatico, a cada novo candidato uma tabela de mapeamento entre os
grafos G;,j = 1,...,n, e os vértices do candidato é montada (de modo que se conhega
MazSub(Cand, Gj) e seja possivel acelerar a avaliagao da SOD do proximo candidato).
No algoritmo dinamico, em cada iteracao essa tabela de mapeamento sera utilizada tam-
bém para recomputar as estimativas de reducao obtidas com a retirada de cada vértice
do candidato. Assim, no algoritmo dinamico, a cada iteracao uma tabela similar & Tabela
3.2 ¢ montada e os vértices sao retirados de acordo com essa nova tabela de estimativas.
E razoavel supor que o uso da lista dinamica seja melhor do que o da estatica, uma vez

que a primeira ¢ atualizada a cada iteracao.

3.7.3 Algoritmo A*

O algoritmo A* foi proposto por Nilsson, Raphael e Hart [16], ver também [22, 23|. Em
linhas gerais, o algoritmo A* tem como objetivo encontrar o caminho de custo minimo
de um vértice inicial (s) até um vértice alvo (t) de um grafo. Para encontrar tal caminho
o algoritmo mantém dois conjuntos: ABERTO.S, contendo os vértices que ainda podem
ser explorados, e FECHADQOS, contendo os vértices que ja foram explorados e até os

quais ja se conhece o caminho mais curto.

O algoritmo A* utiliza uma fungao de custo para estimar o custo dos caminhos de
s até t passando por z, dada pela soma de duas fungoes: g(x), que guarda o custo do
caminho do vértice inicial até o vértice x, e ﬁ(m) que estima o custo do caminho de z
até o vértice alvo. Inicialmente, sdo colocados em ABERTOS os vértices s’ que podem
ser atingidos partindo de s (filhos de s), e cada um deles é avaliado através da fungao
de custo f(s') = g(s') + h(s'). O vértice de menor estimativa ABERTOS ¢é escolhido,
seus filhos sao colocados em ABERTOS e ele é colocado em FECHADQOS. Em seguida,
escolhe-se o vértice de ABERTOS que possui a melhor estimativa e repete-se o processo.

O algoritmo termina quando o vértice alvo ¢ é selecionado.

O préximo algoritmo para o problema do grafo mediano generalizado é baseado no
principio do algoritmo A*. No caso, o objetivo é obter um caminho entre o minimo su-
pergrafo comum (vértice inicial s) e o grafo mediano generalizado do conjunto (vértice

alvo t). Os filhos de um grafo sao os grafos que podem ser obtidos a partir desse grafo
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retirando-se cada um de seus vértices. Como nao se conhece de antemao o grafo medi-
ano generalizado (nem sua SOD), ndo é possivel usar a defini¢do original da fungao de
custo. Assim, para avaliar quem é o candidato do conjunto dos ABERTOS com melhor

estimativa, serd usada a SOD estimada, explicada mais adiante.

O algoritmo funciona da seguinte maneira. Nas linhas 1-4 é computado o minimo
supergrafo comum do conjunto. Nas linhas 5-8 a SOD de MinSup é calculada. A
linha 9 inicializa Cand com o minimo supergrafo comum. Nas linhas 10-11, Cand e sua
SOD sao armazenados como o melhor candidato obtido até o momento. Nas linhas 12-
22 sao calculadas as estimativas de reducao da SOD obtidas ao se retirar cada vértice
de MinSup. A linha 23 inicializa o conjunto ABERTOS como vazio e na linha 24
o conjunto dos FECHADOS tem MinSup como primeiro elemento. Na linha 25 o
conjunto ABERTOS recebe os filhos de MinSup. Cada filho de MinSup possui uma
SOD estimada, obtida a partir da SOD de MinSup atualizando-a. Indicando por Vainsup
o conjunto dos vértices de MinSup, a SOD estimada de cada filho obtido pela retirada
de um vértice k ¢ SOD rringup + Esty.

A linha 26 indica que o algoritmo termina quando o conjunto ABERTOS fica vazio.
Em seguida, na linha 27 é escolhido como candidato o grafo Cand que possui a melhor
SOD estimada. Escolhido esse novo candidato, sua SOD, da qual se conhecia apenas
uma estimativa, é efetivamente calculada nas linhas 28-31. A linha 32 faz o calculo das
estimativas de reducao da SOD desse candidato, usando o mesmo procedimento das linhas
12-22 quando as estimativas foram calculadas a partir de MinSup. Na linha 33, Cand
é retirado do conjunto ABERTOS. Os filhos de Cand sao adicionados em ABERTOS
e na linha 35 Cand é posto no conjunto dos FECHADQOS. Na linha 36 ¢é verificado se
Cand ¢ melhor do que a melhor solugao obtida até o momento e, caso afirmativo, a melhor

solucao ¢é atualizada nas linhas 37-38.
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Algoritmo 2 Algoritmo A*

1. MinSup < MSup(Gy, Gs)
2: para (i =3...n) faca
3 MinSup <+ MSup(MinSup, G;)
4: fim para
5: SOD + 0
6: para (j =1...n) faca
7. SOD < SOD + d(MinSup,G;)
8: fim para
9: Cand < MinSup
10: SOD* « SOD
11: GrafoMedianoGen < Cand
12: para todo (i € Visinsyy) faca
13:  FEst; <0
14:  Selecionado; < Falso
15 paraj=1...n faga
16: se (i € MaxSub(MinSup,G;)) entao
17: Est; + Est; +1
18: senao
19: Est; <+ Est; — 1
20: fim se
21:  fim para
22: fim para
23: ABERTOS <+ ()
24: FECHADOS < {MinSup}
25: ABERTOS <+ ABERTOS U Filhos(MinSup)
26: enquanto ABERTOS # () fagca
27 Cand < SELECMELHORCAND(ABERTOS)
28 SOD + 0
29: para (j=1...n) faca
30: SOD < SOD + d(Cand, G;)
31: fim para
32:  Calcula estimativa de reducao de cada vértice do candidato selecionado (Cand)
33: ABERTOS < ABERTOS — {Cand}
34: ABERTOS <+ ABERTOS U Filhos(Cand)
35: FECHADOS < FECHADOS U {Cand}
36: se (SOD < SOD*) entao

37: SOD* + SOD

38: GrafoMedianoGen < Cand
39: fim se

40: fim enquanto




Capitulo 4

Resultados Computacionais

Este capitulo apresenta os resultados dos experimentos realizados para avaliacao dos algo-

ritmos propostos.

Os algoritmos apresentados nos capitulos anteriores foram implementados na lingua-
gem C++ e compilados com o compilador gee (TDM-2 mingw32) 4.4.1. As execugoes
foram feitas em um computador Intel i5 com quatro ntucleos de 2,8 GHz cada, com quatro

Gigabytes de RAM, executado sob o sistema operacional Windows 7 Home.

Na Secgao 4.1 sao apresentadas as instancias utilizadas e na Se¢ao 4.2 sao apresentados

os testes feitos e os resultados obtidos.

4.1 Instancias

As instancias utilizadas neste trabalho foram obtidas do banco de dados IAM Graph
Database Repository |5]. Este banco consiste de dez grupos de grafos, sendo que para essa

dissertacao foi escolhido o grupo AIDS.

Este grupo ¢é formado por grafos que representam moléculas e esta dividido em duas
classes: moléculas ativas e moléculas inativas, de acordo com a sua relagao com o virus
da AIDS. Este grupo é composto por 2000 grafos e esta dividido em trés conjuntos:

e um conjunto de treinamento (250 grafos)

e um conjunto de testes (1500 grafos)

e um conjunto de validagao (250 grafos)
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Os testes realizados neste trabalho foram feitos sobre os grafos do conjunto de testes.
Dos 1500 grafos que compoem o conjunto de testes, 300 sao ativos e 1200 sao inativos em

relacao ao virus da AIDS.

Os vértices dos grafos possuem elementos quimicos como rétulos e suas arestas pos-
suem valores nimericos representado o valor da ligagao entre os elementos na molécula.
O tamanho dos grafos inativos considerados variou de 2 até 12 vértices e dos ativos de 11

até 95 vértices.

4.2 Experimentos e Resultados

Para realizar a avaliacao dos algoritmos, foram escolhidos aleatoriamente conjuntos de
grafos cujo numero total de vértices era 20, 40, 60, ..., 180. Foram selecionados aleato-
riamente dez conjuntos de grafos para cada quantidade total de vértices. Como exemplo,
a instancia 101.20 é formada pelos grafos 2128, 6497 e 13072. O grafo 2128 possui nove
vértices, o grafo 6497 possui seis vértices e o 13072 é composto por cinco vértices. Assim,

o nimero total de vértices nessa instancia ¢ 9 + 6 + 5 = 20 vértices.

As Tabelas 4.1 a 4.5 mostram os resultados obtidos nos experimentos. Para cada
instancia é fornecido o nimero de vértices do minimo supergrafo comum do conjunto,
obtido pelo procedimento aproximado que generaliza o algoritmo de Bunke para dois
grafos, e sua SOD. A SOD do grafo mediano G é apresentada para servir de critério
de comparagao com os resultados obtidos pelos algoritmos. Sao apresentadas as SOD’s
e os tempos obtidos pelos dois algoritmos gulosos e as SOD’s obtidas pelo algoritmo A*
para os tempos de um, dois e quatro minutos. A descri¢ao das instancias encontra-se no
Apéndice B.



36

4.2 Experimentos e Resultados

o 9¢ 9¢ <F0 9¢ 970 9 8¢ 9¢T ¢z OFOT
0F i i %0 i 8€°0 i 0% zel ¥z 0F60
1€ 1€ 1€ () 1€ 170 1€ pe 98 81 0F"S01
pe pe pe 170 pe 1770 pe 8¢ €6 61 0F" 201
ee ce ce 0F"0 pe 6£°0 Fe 6¢ L0T Tz 0F90
0€ 0¢g 0¢g cF0 s il s 9 26 zc oFGor
0§ 0 0 4l FEe 970 o€ 9 26 SN ()
8¢ 8¢ 8¢ FG0 8¢ 86°0 8¢ 0F 86 €z 0F'eo
0€ 0g 0g 9F"0 s L0 s 8¢ 86 €z 0Feo
pe pe pe €50 9¢ 650 o€ 8¢ 26 gz OF'IOn
61 61 61 61°0 61 0z°0 61 ez 0% P 0z 01!
02 0% 0% 610 0z 610 0z e cg a1 02601
0% 0z 0z LT°0 0z L1°0 0z €z 09 91 02801
91 9T 97 LT°0 97 L1°0 91 97 e 11 0Z" L0
81 8T 8T 020 8T 12°0 81 81 s er 02901
0T 0T 0T 61°0 0T 61°0 0t 0T e 11 0Z"GO!
i P P P10 P P10 i i s eT 02 F0T
02 0% 0% 12°0 0z 020 0z e s 81 02" €01
0% 0% 0% 810 0z 810 0z e 0F qT 0Z"Z0L
4 Z1 Z1 0Z°0 e 61°0 ¢ a1 61 ¢1 0Z' 101

(#)aos (&)aos (1)dos | (sjoduwy qos | (s)odwey  qos | (H)A0Os duguy qOs  |dngury|  gsug

«V gV osomnp IV osomnp

[©301 OU SAO11I9A () @ () WD Sojeld 10d sepeurio] Seur)su :1'F BPQR],



37

4.2 Experimentos e Resultados

L9 L9 L9 cF1 L9 0c'T 69 4l c0g ¢¢ 080T
L9 L9 L9 g1 L9 ze'1 29 ) 9T¢ 9¢ 08601
09 09 09 i 99 671 69 2 €8G ce 08'80t
99 99 99 66'T 1L 20°C 69 2 €83 ¢e 08200
€9 €9 €9 76T c9 002 89 8. P68 FE 08901
29 29 29 12T €9 12T €9 &) ke ze 08GO
ag s s 26T s 9¢'T 8¢ €9 ke ze 08O
29 29 29 9L'T L9 9L'T €9 1L €8G €e 08'€0
86 8¢ 8¢ FGT 8¢ 8¢'T 86 0L i ¢¢ 08T
9% 9¢ 96 e 19 822 09 c9 L1¢ ¢e 08I0
09 09 09 99°0 09 ¢9°0 09 92 4 ze 09701
i i b 1L°0 8F GL0 0% 0% Z8T ¢z 097601
cf cf cF L0 9 L0 Ly s Z81 2z 09°801
8F S i G0 8% 8.0 8 s 091 2z 09°L01
16 16 16 F9°0 16 €9°0 €g 86 €8T 1z 09907
cF cF cF cL 0 aF FL0 9F 9F €1e 1z 0960
oF 9F 9F 16°0 8F €60 9F PG @A 6z 09701
PP PP PP ar'T 9 8T'1 9 8 FOT 8¢ 09°€0!
65 6 ¥ 80T 5 T a 0% 6C1 Lz 09720
8F 8% 8% 0F'T 67 71 s 79 0¢T 0 0977101

(#)aos (&)aos (1)dos | (sjoduwy qos | (s)odwey  qos | (H)A0Os duguy qOs  |dngury|  gsug

«V gV osomnp IV osomnp

[©301 OU SAO11I9A () @ ()9 WD Sojeld 10d SepeurlIo] SeUR)SU :g'F B[PQRY,



38

4.2 Experimentos e Resultados

78 78 78 CLT 06 86°C 98 86 88 8¢ 0TTOTI
86 86 86 €e'e 00T | FT'E 00T | 90T els ¥ 0TT 60!
98 98 98 86'Z 76 G9°G 98 20T eL¥ L& 0TTSor
201 201 201 66¢ <0l | ¥9¢ 20T | eIl 025 0F  0gl'201
96 96 96 PGz 00T | €9¢ 00T | ¥el 9€5 P 0GT'90!
76 76 76 g 66 €0'e  GOT | 90T GG I 0zTcor
76 76 76 8¢y 56 o'y 66 201 GG I 0ZTF0
00T 00T 00T 8T'¢  FOT | e 20T | 92l %S PP 0g1°e0!
76 76 76 0% €6 99°% 16 coT G6F ¥ 0¢TgO0!
26 26 26 69'¢ 26 8¢ €6 €1l 9zF ¢k 01’10
98 98 98 69°C 98 08'C 98 00T zEF 8¢ 001°0T1
28 Z8 Z8 1% 7S G6'T 88 00T 8TF L& 00T°60T
7 7 7 €0°G 91, 20T z8 88 8TH L& 001'SO0L
) ) ) AR ) 61°C 91, 18 e FE 00120
0L 0L 0L ST ) 6L ) 08 F6e 8¢ 001°901
0L 0L 0L 9¢'2 4l 0%z 92 98 89¢ 9¢  001°G0!
7S 7S 7S 01'¢ 18 8T'¢ 06 96 F6E 8¢ 00T'FOL
Z8 28 28 LT cs LT €8 101 F6¢ 8¢ 00T"€0!
7 7 7 92°G ) 18T 91, 98 9cg 8¢ 00T°ZO!
d) d) d) 1¢°g 8. 68°¢ 9. 68 07 0F 00110

(#)aos (&)aos (1)dos | (sjodwey  qos | (s)odwer  qos | (H)A0s dugwy qO§ |dngury| — gsug

«V gV osomnp IV osonp

[©10} OU S9OT1I9A ()T @ (0T W02 sojerd 10d Sepeullo] SBIOURISU] ¢ B[R],



39

4.2 Experimentos e Resultados

€1t PTT c6T 8¢9T  0ST | T16%T  1aT | wel €el v 0910
cTT cTT cTT 98'¢  CIT | FIV <l | sel 186 6¢ 091601
4! 4! 74! 969 8¢l | @69  SET | OFI &) v 09180
611 61T 61T €69 LT | 0¢9  0€T | €Fl €l v 09T L0
6CT 6CT 189 Z0FT  9€T | ¥8TT  6el g9 G88 ag 09T"901
0€T 0€T 08 ¢FIT TPl | 06°TT  0gT | 9c¢T 1L 6F  091°GO!
€eT €eT 68T €66 621 | L16  T€T | GFT TLL 6F 09170
4! 4! SF1 ¢6L  VET | SIS 0€T | OFT 0F2 0% 09T"€0r
8¢T 8¢T 2T 1e's 8el | @b vel | 0L 218 PG 09T "0
91T 91T 60F LOFT  STT | 0991 €21 |  6€T 1§ £s 097" TOT
L1T LTT LTT 69°¢  SIT | ¥L¢  SIT | 0€l aFL ¢ 0PTOm
GTT GTT 81T ¢9¢  SIT | 89¢  cel | cel 178 v OFT60T
L11 L11 L1T 0¢ el | 1re gel | sl 928 9F  OFT'S0!
4 4 4 yo'e  vel | LTe ¥l 16T 688 6F  OFT L0
01T 01T 01T 89°¢  OIT | €4¢ 02T | el 092 ¢F OPT'90
FOT FOT FOT 00¢ 0T | 6%  €IT | eIl €96 L& OpTCOr
101 101 101 60¢ 0T | 6T€ 60T | 611 969 P OFTROT
I PIT PTT ¢re  ¥IT | 89¢  @al | el 969 PP OFT'E0
FOT FOT 90T €9¢  FIT | ege oIl | el %9 PP OFT20t
01T 01T ¢TI 0L LI | zok gl | o€l 0T 05 0FT'T0

(#)aos (&)aos (1)dos | (sjodwey  qos | (s)odwer  qos | (H)A0s dugwy qO§ |dngury| — gsug

«V gV osomnp IV osonp

[©10} OU S9O11I9A ()9T @ (F ] W02 sojerd 10d sepeulloj SBIOURISU] F'f B[R(R],



40

4.2 Experimentos e Resultados

9¢T 9¢T 9¢T ¢F'8  PRL | eLs  ¥PT | sel 6 1¢ 08T 01!
4 0F2 08 PPOF  0ST | €0TE  2€T | SPI 026 0% 08T"60T
9F 1 9F 1 Fhe LZ0T  0ST | 666  9FT | 097 6 16 081801
ai @ zL pLOT  SPT | ¢¢el BRI | 99T 2601 96 08T"L01
0ST 0¢T 8.6 PP ¢Sl | €88 eSl | PLI 2911 19 08T'90!
FeT FeT 98¢ IUTT 8€T | ST'TT ¥l | @91 800T PG 08T"GO!
8eT 8eT €OF €901  GGT | 90T  ¥PT | P9I 208 v 0STFOT
4 4 8¢ F9'OT L2l | 6211 ¥el | €<l 0.8 0% 08T°€01
€eT €eT €zt 9¢'8  6€T | 0z'8  geT | eel 208 v 08120
671 671 664 0.6  6VT | 996 €T | 691 966 96 08110

(#)aos (&)aos (1)dos | (sjodwey  qos | (s)odwer  qos | (H)A0s dugwy qO§ |dngury| — gsug

«V gV osomnp IV osomnp

8301 OU SAOI}I9A ()R] W0d sojeld 10d sepeulIo] SeIdUR)SU] C'F BOQR],



4.2 Experimentos e Resultados 41

Do total de 90 instancias, o algoritmo A* apresentou estritamente o melhor resultado
em 52 instancias, o algoritmo A2 (tabela dinamica) foi estritamente melhor em uma tnica
instancia. Ocorreram empates em 37 instancias (foram considerados empates os casos em
que pelo menos um dos algoritmos gulosos conseguiu igualar o valor obtido pelo algoritmo

A*). Ou seja, o algoritmo A* obteve a melhor solu¢ao em 89 das 90 instancias.

Na comparacao entre os algoritmos gulosos Al e A2, o primeiro foi estritamente melhor
em 26 casos e o segundo em 31 casos. Houve empate em 33 instancias. Em 71 casos o
algoritmo A* nao apresentou melhora com o aumento do tempo, isto é, nao foi possivel
em quatro minutos melhorar a solucao que havia sido encontrada no primeiro minuto.
Com excegao de dois casos (102.60 e i09.160), as instancias em que houve melhoria apos o
primeiro minuto apresentavam mais de 40 vértices no primeiro minimo supergrafo comum

calculado.

A Tabela 4.6 mostra as redugoes médias obtidas na SOD do minimo supergrafo co-

mum para a da melhor solucao obtida pelo algoritmo guloso A2. Para cada uma das

SOD]\/IinSup_SODmelh,orsol
SOD]WinSup

tuais encontrados. A mesma comparacao ¢ feita entre a SOD do grafo mediano e a SOD

e calculou-se a média dos percen-

instancias foi realizado o calculo

da melhor solucao.

Tabela 4.6: Percentual médio de redugao SOD (algoritmo A2)
Instancias SODMinsup — SODmelhorsolA2 SOD(; — SODmelhorsolA2

20 vértices 52,3% 12,5%
40 veértices 65,6% 16,2%
60 vértices 72,4% 18,1%
80 vértices 76,0% 17,4%
100 vértices 78,8% 19,4%
120 vértices 80,2% 18,5%
140 vértices 83,8% 19,3%
160 vértices 82,3% 17.8%
180 vértices 84.2% 18,6%

Meédia 75,1% 17,53%

Em média, do valor obtido para a SOD do minimo supergrafo comum até a melhor
solugdo houve um redugao de 75,1%, e do grafo mediano G a melhor solucao houve uma
reducao média de 17,53%. Da tabela pode-se perceber que as diferencas entre as SOD do
grafo mediano e do grafo mediano aproximado generalizado aumentam a medida que as
instancias se tornam maiores. Com o aumento da quantidade de informacoes presentes
nos grafos, a capacidade do grafo mediano G de resumir as caracterfsticas do conjunto

se torna cada vez menor, ilustrando a melhoria que pode ser trazida pelo grafo mediano
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generalizado. Em todas as tabelas pode-se observar que os algoritmos propostos podem
ser utilizados para encontrar grafos melhores do que o grafo mediano do conjunto G para
representar o conjunto de grafos. A Tabela 4.7 realiza a mesma comparacao da Tabela

4.6 para o resultados obtidos pelo algoritmo A* com 4 minutos.

Tabela 4.7: Percentual médio de redu¢do SOD (algoritmo A* com 4 minutos)
Instancias SOD]W@'TLsup — SODmelhorsolA* SODG — SODmelhm'solA*

20 vértices 52,8% 13,3%
40 vértices 66,8% 19,3%
60 vértices 73,3% 20,3%
80 vértices 77,1% 20,7%
100 vértices 79,6% 22.8%
120 vértices 80,9% 21,3%
140 vértices 84.3% 22,0%
160 vértices 83,3% 23,1%
180 vértices 85,0% 23,0%

Média 75,9% 20,6%

No caso do algoritmo A*, a redugao média para a SOD do minimo supergrafo comum
até a melhor solucdo foi de 75,9% e do grafo mediano G a4 melhor solucdo houve uma
redugao média de 20,6%. Assim como no caso do algoritmo guloso A2, a SOD obtida
pelo algoritmo A* distancia-se da SOD do grafo mediano a medida que o ntimero total

de vértices aumenta.

A Figura 4.1 mostra a SOD média de cada um dos algoritmos para cada valor do

numero total de vértices.

E possivel notar que a medida que o nimero total de vértices aumenta, o algoritmo
A* vai apresentando um desempenho superior aos algoritmos gulosos. Uma possivel expli-
cacao é o fato de que a medida que os grafos aumentam, os algoritmos gulosos exploram

proporcionalmente menos grafos, o que piora o seu desempenho em relacao ao A*.

Na Figura 4.2 é comparada a SOD média dos algoritmos em funcao do tamanho do
minimo supergrafo comum. Foram calculados os tamanhos de minimo supergrafo comum
que apareceram com maior frequéncia e computou-se a média dos valores de SOD de cada
algoritmo para as instancias selecionadas (por exemplo, em quatro instincias o tamanho
do minimo supergrafo comum foi 22, assim calculou-se a SOD média dessas instancias

para cada algoritmo).

Assim como no grafico da Figura 4.1, o algoritmo A* mostra um desempenho superior

ao dos gulosos. A medida que aumenta o tamanho do minimo supergrafo comum, o
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Figura 4.1: SOD média sobre os algoritmos para diferentes nimeros totais de vértices
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Figura 4.2: SOD média em fun¢ao do Minimo supergrafo comum

algoritmo A* se distancia favoravelmente dos resultados obtidos pelos outros algoritmos.

O objetivo dessas heuristicas era obter solugoes aproximadas melhores que o grafo
mediano. Considerando-se o algoritmo guloso A1, houve melhora em relagao ao grafo
mediano em 85 casos, tendo havido 4 empates e um caso em que o grafo mediano é

melhor que o candidato aproximado obtido. Em relacao ao algoritmo A2, esse foi melhor
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que o grafo mediano em 86 casos, ocorrendo apenas quatro empates.

O algoritmo A* conseguiu obter grafos medianos generalizados melhores do que o
grafo mediano em 86 instancias, tendo havido empates nos outros quatro casos. Embora
tanto A2 como A* tenham obtido grafos medianos generalizados melhores do que o grafo
mediano em 86 casos, a redugao proporcionada pelo algoritmo A* é melhor do aquela
obtida por A2.



Capitulo 5

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho foram apresentadas trés heuristicas para o problema do grafo mediano ge-
neralizado. Dois dos algoritmos sao baseados na retirada sucessiva de vértices, de acordo
com estratégias gulosas, enquanto o outro é baseado no principio do algoritmo A*. As
instancias utilizadas nos testes computacionais consistem de moléculas relacionadas ao
virus da AIDS. Os resultados obtidos mostraram que as heuristicas foram capazes de
obter grafos melhores do que o grafo mediano, em termos da funcao objetivo. Assim,
os algoritmos propostos podem ser utilizados para obter bons representantes para um
conjunto de grafos em baixo tempo computacional. Em relacao a qualidade das solucoes,
o algoritmo A* obteve um desempenho melhor do que os gulosos, mas ao custo de tem-
pos computacionais maiores. Deve-se mencionar que os algoritmos exatos disponiveis na
literatura [13] tratam de problemas com instancias de no maximo 25 vértices no total,
enquanto os algoritmos aproximados apresentados nessa dissertacao tratam de problemas

com até 180 vértices no total.

Como trabalhos futuros, as heuristicas apresentadas podem ser tornadas mais eficien-
tes ou mais eficazes. Conforme visto, os algoritmos gulosos utilizam técnicas para evitar
que as distancias sejam recalculadas (sempre que isso for possivel). Devido as estrutu-
ras de dados utilizadas na implementacao, essa ideia nao foi implementada no algoritmo
A* devido a problemas de espaco de memoria. Como trabalho futuro, a inclusao dessas
técnicas no algoritmo permitird a avaliagao de um ntimero muito maior de candidatos,
melhorando ainda mais os grafos aproximados encontrados. Os algoritmos gulosos nao
terminam necessariamente em 6timos locais. O desenvolvimento de técnicas de busca
local poderia melhorar a qualidade dos resultados obtidos. Como préxima etapa os algo-
ritmos gulosos e de busca local podem ser combinados em metaheuristicas como GRASP,

busca tabu e outros. De fato, um algoritmo construtivo guloso randomizado para a fase
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inicial de uma heuristica GRASP pode ser facilmente obtido randomizando-se a escolha
do vértice a ser retirado a cada iteracao dos algoritmos Al ou A2, de acordo com a tabela

de estimativas.

Os algoritmos exatos existentes para o problema sao capazes de lidar apenas com
grafos relativamente pequenos. Um trabalho futuro consiste em uma abordagem exata
baseada em programacao inteira para o problema, para possivelmente tratar instancias
maiores em tempos aceitaveis do ponto de vista pratico. Outra possibilidade é utilizar

métodos hibridos, combinando métodos exatos com metaheuristicas.

Ainda como trabalho futuro, os algoritmos exatos e hibridos podem ser utilizados em
diferentes aplicacoes. Uma dessas aplicacoes, por exemplo, seria na area de prototype
learning, na qual varias imagens de um mesmo objeto sao feitas, mas pequenas diferencas
sao introduzidas devido a ruidos no processo. O objetivo é encontrar a imagem mediana,

isto é, encontrar um modelo que melhor represente esse conjunto de imagens [24].
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APENDICE A - Exemplo de funcionamento do

algoritmo guloso Al

Neste apéndice é ilustrado o funcionamento do algoritmo guloso A1l (tabela estatica).

Considere-se como exemplo o conjunto S formado pelos grafos G, G5 e G3, ilustrados

na Figura A.1. O minimo supergrafo comum desse conjunto esta representado na Figura
A2,

600 n"

) Grafo G ) Grafo G,

Figura A.1: Conjunto S

Figura A.2: MinSup(S)

O valor da SOD de MinSup(S) é
SOD(MinSup(S)) = d(MinSup(S), G1) + d(MinSup(S), G2) + d(MinSup(S), Gs)

—3+2+1=6

A Tabela A.1 mostra os mapeamentos dos grafos G; nos vértices de MinSup(S),

informando se um vértice i € Vifinsypy €std ou nao mapeado em algum vértice do grafo
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MaxSub(MinSup(S),G;), i = 1,2,3. A partir da Tabela A.1 é possivel montar a Tabela

A.2, que mostra as estimativas de reducao.

Tabela A.1: Vértices MinSup(S)
v]V[inSup Gl GQ G3
1 3|13 3?

33| 3
33| 3
3|3
33| 3

o W N

Tabela A.2: Tabela de estimativas

VMinSup EStz
4 -1
1 -1
3 +1
3 +1
2 +3

Como este é o algoritmo de tabela estatica, os vértices serao retirados na ordem da
Tabela A.2. O vértice 4 é o primeiro a ser retirado. O novo candidato MinSup(S)™) esta

representado na Figura A.3:

Figura A.3: MinSup(S)™M)

Como o vértice 4 nao faz parte de MaxSub(MinSup(S), G1) e nem de M axzSub(MinSup(S), Gs),
sabe-se que:
d(MinSup(S)V, Gy) = d(MinSup(S),Gy) — 1

d(MinSup(S)V, Gy) = d(MinSup(S), Gs) — 1.

Assim, apenas d(MinSup(S)M), G3) precisa ser calculada. A SOD desse novo candi-

dato é:
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SOD(MinSup(S)M) = d(MinSup(S)M, Gy) + d(MinSup(S)V, Gy) + d(MinSup(S)Y, Gs)
—2+1+2=5

E preciso encontrar a nova tabela de mapeamento. Como néo foram recalculadas as
distancias de MinSup(S)) para G e Gy (mais precisamente, ndo foi necessario computar
MazSub(MinSup(S)V, G;), i=1,2), as colunas de G e G ndo irdo sofrer alteracdes.
Como foi recalculada a distancia de MinSup(S)") para G, existe a possibilidade de a

coluna associada a G3 mudar. A Tabela A.3 indica o novo mapeamento dos grafos GG; em
MinSup(S)W.

Tabela A.3: Vértices MinSup(S)™"
VMinSupl Gl G2 G3
1 RERE

2 33| 3
3 43| 3
5 43| 3

Aqui reside a diferenca entre o algoritmo de tabela estatica e o de tabela dinamica.
Neste algoritmo de tabela estética ja esta definido (pela Tabela A.2) que o proximo vértice
a ser retirado é o vértice 1. No algoritmo de tabela dinamica, a Tabela A.3 é utilizada
para gerar uma nova tabela de estimativas, que determinaria uma nova ordem de retirada
dos vértices. Para este algoritmo de tabela estéatica, a Tabela A.3 serve apenas para saber
se um vértice de MinSup(S)™M) faz parte ou ndo de MaxSub(MinSup(S)M, G;) (pois essa

informacao é necessaria para evitar o recalculo das distancias para o proximo candidato).

O vértice 1 é o proximo a ser retirado. A Figura A.4 mostra o novo candidato

MinSup(S)®.
c
@ %
E

Figura A.4: MinSup(S)®

Da mesma forma, como o vértice 1 ndo faz parte de MaxSub(MinSup(S)M,Gs) e
MaxSub(MinSup(S)V, G3) (Tabela A.3), ndo é preciso recalcular a distancia entre o
novo candidato MinSup(S)® e os grafos Gy e Gs.
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A SOD do novo candidato é, portanto:

SOD(MinSup(S)?) = d(MinSup(S)®, Gy) + d(MinSup(S)?, Gy) + d(MinSup(S)?, Gs)
=34+0+1=4.

A Tabela A.4 mostra os mapeamentos dos vértices do grafo MinSup(S)®).

Tabela A.4: Vértices MinSup(S)?

\/vJ\/[m,S'up2 Gl G2 G3
2 3134
3 A3 3
5 A 133

O vértice 3 é o proximo a ser retirado. Na Tabela A.2 a estimativa do vértice 3 é
+1. Assim, estima-se que a SOD do novo candidato seja aumentada em uma unidade. A
Figura A.5 ilustra o novo candidato:

B
Figura A.5: MinSup(S)®

A SOD desse candidato é:

SOD(MinSup(S)®) = d(MinSup(S)®, G1) 4+ d(MinSup(S)®, Gy) + d(MinSup(S)®, Gs)
=2+1+2=5.

Pela Tabela A.4, o vértice 3 nio fazia parte de MaxzSub(MinSup(S)?,G) e fazia
parte dos méaximos subgrafos comuns de MinSup(S)® com Gy e G3. Assim, ndo foi neces-
sario recalcular a distancia d(MinSup(S)®, G;), bastou tomar d(MinSup(S)®,G,) =
d(MinSup(S)?,G) — 1. Para Gy e G foi preciso recalcular as distancias (isto ¢, foi
preciso computar o maximo subgrafo comum). Como dito anteriormente, quando ha a
computacao do maximo subgrafo comum é possivel que o mapeamento de um grafo G;
nos vértices do candidato mude, conforme ilustrado na Secao 3.6. No pseudo-codigo do
algoritmo A1, quando é feito o calculo da distancia d(Cand, G;) o algoritmo monta a co-
luna relativa ao grafo G; na tabela de mapeamento. Se foi necessério computar o maximo

subgrafo comum entre Cand e G; (linha 30) entao a propria computacao desse maximo
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subgrafo comum fornece o preenchimento da coluna G;. Se a distancia d(Cand, G;) foi
calculada pela linha 32 entao a coluna G; da tabela de mapeamento ¢ a repeticao da

coluna G; da tabela de mapeamento anterior.

A Tabela A.5 mostra o mapeamento do grafo MinSup(S)®).

Tabela A.5: Vértices MinSup(S)®)
vMinSup3 Gl G2 G3
2 3134
5 1313

O vértice 5 é o proximo a ser retirado. A Figura A.6 ilustra o novo candidato
MinSup(S)®.

B

o

Figura A.6: MinSup(S)W

A SOD desse candidato é:

SOD(MinSup(S)™W) = d(MinSup(S)™W,G1) + d(MinSup(S)™M, Gy) + d(MinSup(S)Y, G3)
—14+2+3=6

O mapeamento dos vértices de MinSup(S)™* aparece na Tabela A.6.

Tabela A.6: Vértices MinSup(S)®
VMinSup4 Gl G2 G3
2 4134

Retirando-se o vértice 2 obtém-se o grafo vazio G., cuja SOD é:

SOD(G.) = d(G.,Gy) + d(G., Gs) + d(G., G3)
=24+34+4=09.

Assim, a melhor solucdo encontrada pelo algoritmo foi o grafo MinSup(S)®, com
SOD(MinSup(S)®) = 4.
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APENDICE B - Descricio das instancias

As instancias foram retiradas do banco de dados IAM Graph Database Repository. Foram

usados grafos inativos do conjunto de testes.

Tabela B.1: Instancias com nimero total de vértices igual a 20

Instancia Grafos
i1.20 2128, 6497, 13072
12.20 153, 973, 4493, 8117
13.20 4901, 6075, 6614, 8117
14.20 813, 1541, 8117, 22446
i5.20 153, 718, 4901, 14734
16.20 41, 262, 646, 5461
i7.20 646, 718, 1540, 21840
18.20 153, 2325, 5727, 7910, 8117
19.20 41, 2325, 5727, 6073, 8117
110.20 914, 5727, 6075, 8117, 13072

Tabela B.2: Instancias com niimero total de vértices igual a 40

Instancia Grafos
i1.40 8117, 6075, 1540, 4446, 37148, 31114
i2.40 8117, 1540, 165, 1079, 23533, 29886
i3.40 153, 5727, 7910, 31574, 2205, 12741
i4.40 153, 13072, 1540, 7796, 36308, 36531
i5.40 6075, 1540, 973, 607, 6801, 1561
16.40 8117, 13072, 7910, 1540, 21840, 2803, 3181
17.40 41, 718, 5461, 14787, 607, 2199, 10567
i8.40 5461, 718, 13072, 7910, 1540, 770, 25925
9.40 8117, 5727, 153, 1540, 7910, 348, 7411, 5497
110.40 8117, 153, 22446, 4901, 150, 41, 90, 2528
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Tabela B.3: Instancias com ntimero total de vértices igual a 60

Instancia Grafos

i1.60 8117, 5727, 4142, 28329, 14689, 21760, 2454

12.60 5461, 31, 22, 6266, 5048, 9939, 41363

13.60 22446, 4901, 6073, 646, 486, 1322, 1812, 18026

i4.60 13072, 7910, 11016, 4446, 10567, 5067, 1026, 12427

i5.60 8117, 153, 4901, 22446, 646, 718, 150, 6073, 5461, 7910, 5268, 9901, 21825
i6.60 153, 5727, 718, 1137, 1744, 2632, 231, 3442, 7513

i7.60 8117, 41, 5461, 150, 1540, 426, 107, 4257, 2291, 11563

i8.60 153, 4901, 22446, 718, 19440, 11016, 973, 31, 97, 6497, 2728
19.60 718, 150, 6073, 4901, 22446, 973, 31, 6497, 11216, 1079, 4464

110.60 8117, 5727, 153, 6073, 6075, 13072, 1540, 1541, 426, 348, 14912, 5067

Tabela B.4: Instancias com nimero total de vértices igual a 80

Instancia Grafos
i1.80 7910, 13072, 1540, 1089, 28915, 975, 11095, 23414, 16664
i2.80 153, 11216, 56, 7411, 21840, 34256, 986, 38951, 23129, 6191
i3.80 8117, 153, 7910, 1540, 13072, 4250, 1486, 25316, 6081, 32791, 11958
14.80 8117, 1540, 18105, 7834, 97, 7575, 6262, 16370, 10338, 14562, 38971
15.80 8117, 13072, 348, 21840, 261, 7899, 3344, 1259, 30821, 38, 2029
16.80 5727, 153, 5461, 22446, 18105, 19440, 6239, 14286, 10498, 16999, 1200
17.80 5727, 6073, 22446, 13072, 7910, 11216, 5581, 28437, 8478, 16013, 23125
i8.80 153, 914, 426, 246, 7834, 3488, 31, 20691, 21829, 25951, 373
i9.80 6073, 5461, 718, 150, 6075, 1540, 40760, 1154, 32167, 12203, 17167
i10.80 6073, 22446, 7910, 1540, 14930, 9901, 486, 22331, 5057, 1481, 2648

Tabela B.5: Instancias com ntimero total de vértices igual a 100

Instancia Gralfos
i1.100 6075, 1540, 11216, 1079, 2291, 36894, 28336, 3058, 1640, 11958, 2075
i2.100 8117, 607, 3344, 31574, 1323, 2694, 35059, 20681, 1861, 5811, 3056, 1422
13.100 8117, 5727, 13072, 1540, 7910, 7796, 21825, 9834, 1974, 24418, 24420, 133, 22695
i4.100 153, 5727, 646, 718, 1540, 97, 426, 23558, 25929, 16703, 14029, 2817, 1455
i5.100 153, 5727, 22446, 1540, 214, 7899, 266, 18907, 6614, 2818, 27893, 10646, 34221
i6.100 6075, 22446, 1540, 973, 19440, 983, 4257, 2051, 30003, 11064, 3010, 427, 3616
i7.100 150, 7910, 13072, 1540, 214, 803, 7281, 6801, 1079, 1498, 1152, 1917, 22696
i8.100 8117, 5727, 153, 1540, 13072, 11216, 1079, 214, 15698, 2029, 6643, 1422, 17570, 1014
i9.100 8117, 153, 41, 2097, 14930, 7281, 8652, 13480, 1119, 403, 4446, 3182, 26336, 2445
i10.100 | 5727, 153, 6075, 4901, 6073, 13072, 1540, 1885, 3182, 17256, 10936, 31998, 10858, 18928
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Tabela B.6: Instancias com ntimero total de vértices igual a 120

Instancia | Grafos

11.120 8117, 261, 12326, 813, 8960, 11425, 2356,
2238, 25358, 37328, 700, 17958, 18682

12.120 8117, 6073, 646, 718, 11016, 13480, 8652,
2097, 5015, 10320, 21831, 1322, 23600, 10706,
14511

13.120 8117, 6073, 12431, 214, 90, 41423, 14974,
11041, 4257, 3762, 20702, 7870, 696, 24628,
16694

14.120 153, 41, 718, 646, 2097, 262, 3759, 21825,
34210, 9009, 28389, 10674, 16402, 11788, 2222

15.120 22446, 718, 6075, 41, 646, 15698, 22448, 252,
38639, 38974, 30112, 14313, 11369, 15841,
8331

16.120 8117, 153, 5727, 6073, 34878, 2803, 18931,
31569, 3442, 1089, 1622, 1694, 1259, 1391,
2488, 1085

i7.120 8117, 4901, 6073, 150, 1540, 348, 261, 22448,
1573, 377, 1017, 9335, 1640, 20685, 14920,
1315

18.120 153, 13072, 7910, 1540, 5330, 1137, 6801, 347,
6757, 35332, 27861, 20691, 1732, 52, 36308,
537

19.120 22446, 646, 5461, 41, 18105, 2856, 6801,
262, 12116, 3182, 22767, 14899, 1854, 38982,
10982, 1979

i10.120 | 6073, 150, 5461, 1540, 11216, 13480, 1079,
5268, 7575, 1573, 8652, 1974, 7078, 8165,
25930, 11215
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Tabela B.7: Instancias com niimero total de vértices igual a 140

Instancia

Grafos

11.140

153, 5727, 22446, 973, 14787, 7834, 2694,
2688, 1316, 25935, 2263, 10320, 7870, 16381,
29598, 16392, 2099

12.140

5727, 150, 1540, 13072, 7910, 14787, 914, 90,
102, 34412, 2128, 2728, 1437, 2275, 20708,
13307, 27162, 18330

13.140

153, 5727, 6073, 646, 1540, 7910, 56, 12431,
347, 3940, 45, 20702, 36307, 10962, 42366,
13468, 15283, 23496, 34258

14.140

153, 1540, 7910, 973, 3488, 19440, 246, 97,
7834, 983, 214, 2418, 4464, 6036, 32867, 9642,
2967, 337, 18868

15.140

6073, 150, 22446, 1540, 6497, 56, 1541, 973,
348, 4250, 2291, 28389, 3761, 10151, 20702,
38312, 16370, 23527, 35328

16.140

153, 5727, 41, 6073, 646, 13072, 6497, 56, 914,
607, 11216, 12326, 377, 22636, 5307, 13195,
10301, 11426, 14337, 1822

17.140

8117, 153, 5727, 6075, 646, 13072, 7910, 1540,
6153, 1573, 7411, 90, 635, 770, 1026, 22331,
6104, 243, 23612, 10979, 11215

i8.140

8117, 5727, 6073, 718, 6075, 11216, 607, 56,
97, 246, 12116, 948, 16598, 486, 27584, 12326,
6104, 39570, 14899, 118, 20682

19.140

8117, 5727, 6073, 13072, 7910, 14787, 97, 56,
1541, 19440, 6497, 11016, 3488, 90, 12116,
2028, 3940, 3578, 28597, 2742, 258

110.140

8117, 41, 6073, 6075, 4901, 150, 5461, 718,
7910, 13072, 1540, 7834, 10567, 39570, 6787,
27870, 25530, 3578, 27735, 22214, 10245
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Tabela B.8: Instancias com niimero total de vértices igual a 160

Instancia | Grafos

i1.160 1540, 246, 5330, 813, 31574, 3759, 2025, 45,
6266, 34256, 2408, 1738, 2709, 16013, 11819,
1570, 26420

12.160 8117, 153, 5727, 9600, 4493, 2144, 1769,
28915, 27870, 6036, 5811, 34945, 2151, 18018,
13418, 865, 12459, 16999

13.160 41, 150, 11216, 97, 426, 14787, 3344, 14931,
8130, 4479, 10247, 2078, 23035, 11606, 1455,
10674, 16260, 23984

14.160 8117, 646, 5461, 13072, 7796, 335, 27584,
8960, 27321, 1437, 6002, 2013, 2728, 1981,
11036, 1722, 1561, 1315, 25360

i5.160 8117, 6075, 7910, 6497, 914, 7411, 7575, 5330,
36116, 4257, 9834, 10094, 21875, 5934, 10498,
8104, 15286, 19619, 14338

16.160 8117, 7910, 1540, 13072, 107, 973, 11216, 261,
1970, 20478, 3940, 2630, 2244, 16616, 19619,
18037, 18040, 18637, 12761

17.160 5727, 153, 2856, 9901, 6104, 27584, 5067,
22636, 1744, 20680, 2487, 8394, 1585, 3762,
28597, 14227, 1178, 12340, 11819

i8.160 22446, 6073, 6075, 13072, 1540, 2856, 1431,
1137, 3759, 4493, 35405, 7767, 34224, 16872,
12494, 12360, 26420, 25929, 14920

19.160 718, 5461, 22448, 2739, 5330, 7899, 4250, 486,
1704, 1440, 52, 20478, 5595, 3363, 22, 7711,
15286, 12283, 16758

i10.160 | 646, 7834, 11016, 348, 426, 14787, 1541,
18105, 19265, 811, 6266, 6261, 463, 2968,
35329, 1246, 1776, 27970, 12360
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Tabela B.9: Instancias com niimero total de vértices igual a 180

Instancia

Grafos

i1.180

8117, 7910, 1540, 14787, 3488, 90, 6801, 214,
15698, 30, 23612, 21734, 25256, 18018, 8582,
23614, 37, 15590, 39692, 14944, 1765

12.180

8117, 7910, 1540, 2856, 7125, 14974, 10301,
3363, 30, 6787, 3064, 18878, 1641, 5581,
33085, 38312, 42366, 34218, 18364, 1210,
12313

13.180

5727, 13072, 7411, 1079, 2739, 1885, 347,
7796, 15698, 6104, 2694, 62, 2632, 991, 857,
6204, 22695, 27162, 230, 21866, 10180

14.180

6073, 6075, 41, 4901, 7910, 973, 56, 33085,
4151, 6614, 857, 34218, 2818, 1861, 1889,
34416, 35264, 11390, 13888, 1994, 12744

15.180

8117, 5727, 5461, 13072, 1540, 7834, 1454,
34878, 23493, 30809, 69, 13239, 12262, 3010,
1481, 2263, 8894, 21332, 34846, 1051, 38, 7444

16.180

8117, 153, 7910, 13072, 246, 348, 18105,
11016, 11216, 56, 2630, 9600, 30, 6964, 3895,
32873, 19353, 133, 10670, 26693, 11841, 116

17.180

5727, 153, 6075, 4901, 5461, 41, 6073, 1885,
2487, 20680, 6396, 28389, 2052, 24934, 9915,
6119, 1496, 19622, 19595, 16716, 23802, 18954

18.180

5727, 153, 4901, 41, 1540, 7910, 13072, 973,
3759, 37660, 21825, 4962, 4550, 21044, 3892,
4897, 36531, 1854, 10963, 19353, 2175, 14338

19.180

22446, 6073, 5268, 2856, 137, 90, 7575, 15698,
7411, 3759, 14973, 486, 2418, 1089, 28915,
36307, 475, 8394, 2275, 10979, 10670, 10256

110.180

1540, 7910, 246, 56, 973, 3488, 14930, 7899,
3344, 7796, 2097, 261, 1431, 7125, 335, 34217,
10858, 19085, 11777, 14406, 21594, 28074




