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Resumo

Um grafo G é de distancia hereditaria se G é conexo e todo caminho induzido em G é
isométrico, isto é, as distancias em qualquer subgrafo induzido conexo sao as mesmas que
as no grafo original. Os grafos de distancia hereditaria foram introduzidos e primeiramente
caracterizados por Howorka e formam uma importante subclasse dos grafos perfeitos.

Neste trabalho, consideramos o problema de verificar se um dado grafo de distancia he-
reditaria G admite uma clique que intercepte todos os ciclos do grafo, ou seja, estudamos
transversais-cliques de ciclos em grafos de distancia hereditaria.

Mais formalmente, um transversal-clique de ciclos, ou simplesmente cct (do inglés clique-
cycle transversal), de um grafo G, é uma clique ' C V(G) tal que T NV(C) # 0 para
todo ciclo C' de G. Logo, um grafo admite cct se e somente se puder ser particionado em
uma floresta e um subgrafo completo. Por esta razao, tais grafos sao também chamados

de grafos-(F,C).

Grafos que admitem cct podem ser reconhecidos em tempo polinomial. Entretanto, ne-
nhuma caracterizacao de tais grafos ¢ conhecida, mesmo para grafos perfeitos. Por esta
razao, como contribuicao principal desta dissertacao, descrevemos uma caracterizacao de
grafos de distancia hereditaria que admitem cct através de uma familia de subgrafos in-
duzidos proibidos. Este resultado amplia estudos similares para grafos cordais e cografos.
Além disso, mostramos que grafos de distancia hereditaria que admitem cct podem ser
reconhecidos em tempo linear por esta caracterizacao.

Palavras-chave: Grafos de distancia hereditaria, transversal de ciclos, transversal-clique
de ciclos.



Abstract

A graph G is distance-hereditary if it is connected and every induced path is isometric, that
is, the distance between any two vertices in any induced connected subgraph equals their
distance in the graph. Distance-hereditary graphs were introduced and first characterized
by Howorka and form an important subclass of the perfect graphs.

In this work, we consider the problem of verifying if a distance-hereditary graph G admits
a clique that intersects all of its cycles, or equivalently, we study clique cycle-transversal
in distance-hereditary graphs.

More formally, a clique cycle-transversal, or simply cct, of a graph G, is a clique T' C V(G)
such that TNV(C) # () for every cycle C of G. Thus, a graph admits a cct if and only if
it can be partitioned into a forest and a complete subgraph. By this reason, such graphs
are also called (F,C)-graphs.

Graphs admitting a cct can be recognized in polynomial time. However, no structural cha-
racterization for distance-hereditary graphs admitting a cct was known, even for perfect
graphs. For this reason, as the main contribution of this work, we describe a characte-
rization of distance-hereditary graphs with cct in terms of forbidden induced subgraphs.
This result extends similar studies for chordal graphs and cographs. Futhermore, we
show that distance-hereditary graphs admitting a cct can be recognized in linear time as
a consequence of our characterization.

Keywords: Distance-hereditary graphs, clique transversal, clique cycle-transversal.
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente, a teoria dos grafos é uma importante ferramenta matematica com aplicagao
em diversas areas de conhecimento, tais como: Computacao, Genética, Quimica, Engenha-
ria, etc. Podemos verificar esta importancia através do aumento de estudos, publicacoes

e artigos sobre o assunto.

O objetivo da teoria dos grafos é modelar problemas de natureza combinatoria de forma a
resolvé-los computacionalmente. No entanto, esses problemas sao geralmente NP-dificies
e, portanto, nao existem algoritmos eficientes para resolvé-los, a menos que P = NP. Uma
maneira de solucionar os problemas dificeis em grafos é restringi-los a classes especiais de

grafos.

Como exemplo, podemos citar o problema de encontrar um transversal minimo de ciclos
em um grafo. Um transversal de ciclos de um grafo G é um subconjunto T' C V(G) tal
que T NV(C) # 0 para todo ciclo C' de G. Sendo assim, temos que V(G) \ T é uma
floresta (ou seja, nao contém ciclo). Desta maneira, encontrar um transversal minimo
de ciclos é encontrar o menor nimero de vértices que ao serem removidos torna o grafo

aciclico.

Encontrar um transversal minimo de ciclos em um grafo ¢ NP-dificil devido ao resultado
geral em [43|, que diz que o problema de encontrar o nimero minimo de vértices de um
grafo G cuja delecao resulta em um subgrafo satisfazendo uma propriedade hereditaria
7 em subgrafos induzidos ¢ NP-dificil. No entanto, este pode ser solucionado em tempo

linear quando restrito a classe dos cografos [5].

Muitos problemas em grafos podem ser considerados no contexto de transversais minimos
de ciclos, como: encontrar um transversal minimo de ciclos impares (que é equivalente

a encontrar um subgrafo bipartido induzido méaximo), ou o problema de encontrar um
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transversal minimo de triangulo (que é equivalente a encontrar um subgrafo induzido

méaximo livre de tridngulo).

Nesta dissertacao, nao estamos interessados em transversais minimos de ciclos, tratamos,
especificamente, de transversais de ciclos que tém a propriedade adicional de ser cliques,
chamados transversais-clique de ciclos, ou simplesmente cct (do inglés clique-cycle trans-
versal). Um grafo G admite cct se e somente se puder ser particionado em uma floresta e

um subgrafo completo. Por esta razdo, tais grafos sdo também chamados de grafos-(F,C).

Os grafos-(F,C) formam uma subclasse dos grafos-(2,1). Os grafos-(2,1) sdo um caso
particular dos grafos-(k,[) (grafos cujo conjunto de vértices pode ser particionado em k

conjuntos independentes e [ cliques), quando k =2e [ = 1.

Em |3, 4, 7], Brandstdd apresentou um algoritmo polinomial de reconhecimento para os
grafos-(2,1) e mostrou que reconhecer grafos-(k,l) é um problema NP-Completo para
k > 3 oul > 3. Por este motivo, muitos trabalhos tém considerado familias especiais de

grafos-(k, ) que podem ser reconhecidos eficientemente; por exemplo, grafos cordais-(k, )
[31], cografos-(k, () [19, 20, 22| e Ps-esparsos-(k,1) [8].

Grafos-(F,C) podem ser reconhecidos em tempo polinomial utilizando o algoritmo de
reconhecimento dos grafos-(2,1). No entanto, ndo se conhece na literatura nenhuma
caracterizacao por subgrafos proibidos para grafos gerais tanto para a classe dos grafos-

(F,C) quanto para a classe dos grafos-(2,1).

Neste trabalho, consideramos o problema de reconhecer se um grafo G é (F,C), ou seja,
verificar se G admite um transversal-clique de ciclos, numa importante subclasse dos
grafos perfeitos, os grafos de distancia hereditdria. Um grafo GG é de distancia hereditaria
se G é conexo e as distancias em qualquer subgrafo induzido conexo sao as mesmas que

as no grafo original.

Mais especificamente, como contribuicao principal desta dissertacao, fornecemos uma ca-
racterizacao de grafos de distancia hereditaria que admitem um transversal-clique de ciclos
através de um conjunto finito de subgrafos induzidos proibidos, resultado este publicado
em 2013 [6]. Um estudo similar sobre transversais-clique de ciclos em cografos, uma

subclasse dos grafos de distancia hereditaria, foi realizado em [5].

Além disso, como decorréncia do teorema principal deste trabalho, caracterizamos os
grafos de distancia hereditaria que sao grafos-(2,1) através de subgrafos induzidos proi-
bidos e apresentamos uma outra prova para o resultado apresentado em [5], ou seja,

caracterizamos, também através de subgrafos proibidos, os cografos que admitem um
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transversal-clique de ciclos.

Por tltimo, mostramos que grafos de distancia hereditaria que admitem cct podem ser

reconhecidos em tempo linear através da caracterizacao fornecida neste trabalho.

Para ilustrar, segue na Figura 1.1, um diagrama com as principais classes de grafos estu-
dadas neste trabalho. Observe que as setas mostram o relacionamento entre estas classes:
(F,C) C (2,1) e cografos C grafos de distancia hereditaria . As principais contribui¢oes

desta dissertagao estao indicadas pela linha continua.

Grafos de
Grafos-(2,1) Distancia
Hereditaria
O ad
Y \ 4
Grafos-(F,C) Cografos

Figura 1.1: Principais classes e contribuicoes da dissertacao

A seguir, estabeleceremos algumas definicoes e notacoes que serao utilizadas ao longo

deste trabalho.

1.1 Grafos - Definicoes e Notacoes

Um grafo simples ¢ um par ordenado G = (V, E), onde V' é um conjunto finito nao-vazio
de wvértices, denotado por V(G), e E & um conjunto de pares ndo-ordenados de vértices
distintos, chamados arestas, e denotado por E(G). Se e € E(G) entao e sera denotada por
e = (u,v) ou e = uv. Utilizamos a notagdo n = |V(G)| e m = |E(G)| para denotarmos
a cardinalidade de V(G) e E(G), respectivamente. No decorrer deste trabalho, iremos

utilizar a denominagao grafos para denotar o que definimos como grafos simples.
Um grafo G ¢é dito trivial se |V (G)| = 1, isto é G possui um tnico vértice.

Um vértice u é adjacente a outro vértice v em G se (u,v) € E(G). Neste caso, dizemos
que u e v 8o vizinhos em G, e que a aresta e = (u,v) é incidente a u e a v, ou que tem

extremos u e v.

Denotamos por N(u) o conjunto de vértices adjacentes a v em G e tal conjunto é chamado
de vizinhan¢a de u, e por N[u] o conjunto N(u) U {u} é chamado de vizinhanca fechada

de w.
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O grau de um vértice v € V(G), denotado por d(v), ¢ o nimero de arestas incidentes ao
vértice v. Um vértice u é dito universal quando N(u) = V(G) — {u}, ou seja, é um vértice
adjacente a todos os outros vértices do grafo. Um vértice pendente é um vértice de grau

1.

Dois vértices x e y sao gémeos verdadeiros se e somente se N[z] = N[y| e gémeos falsos

se e somente se N(x) = N(y).

Um passeio em um grafo G é uma sequéncia de vértices, cada qual adjacente ao vértice

que lhe sucede na sequéncia.

Um caminho num grafo G é um passeio P = vy, vy, ..., v onde os vs sdo vértices (dois a

dois distintos), e (v;,v;41) € F(G), 1 <i <k —1.

Sejam v,w € V(G). A distdncia entre v e w em G, denotada por dg (v, w) é o comprimento

do menor caminho entre v e w em G.
A excentricidade de um vértice v € V(G), denotada por ex(v), é o valor maz,ev(cyda(v, w).
O diagmetro de um grafo é o valor maz,cv(cex(v).

Uma corda em um caminho P é uma aresta que liga dois vértices nao-consecutivos de P.
Um caminho induzido é um caminho sem cordas. Denotamos por P, o caminho induzido
por k vértices. Dizemos que um grafo é Py.-free quando nao contém um P, como subgrafo

induzido.

Um passeio vy, ..., Uk, Vki1, ¢ denominado ciclo quando vy, ..., v, for um caminho, k > 3

e v; = Ugs1. O tamanho de um ciclo é o nimero de arestas no ciclo.
O ciclo sem corda com n vertices é denotado por C,. O grafo C,, para n > 5 é um buraco.

Um grafo G é dito ciclico quando G contém um ciclo como subgrafo. Caso contrario,

dizemos que G é aciclico.

Um conjunto S ¢ mazimal (minimal) em relacao a uma determinada propriedade P se S
satisfaz P, e todo conjunto S’ que contém propriamente S (que esté contido propriamente

em S) nao satisfaz P.

Um grafo G é completo se quaisquer dois vértices distintos de G sao adjacentes. Denotamos
por K, o grafo completo com n vértices. Os grafos K; e K3 sao chamados grafo trivial e

triangulo, respectivamente.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Dado um
conjunto de vértices Y C V(G), Y # 0, o subgrafo induzido por Y, denotado por G[Y]
¢ o subgrafo H de G tal que V(H) =Y e E(H) ¢ o conjunto das arestas de G' que tém
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ambos os extremos em Y. Neste trabalho consideraremos apenas subgrafos induzidos e
portanto, quando nos referirmos a subgrafo estaremos assumindo implicitamente que sao

subgrafos induzidos.

Um conjunto de vértices I de um grafo G é um conjunto independente se G[I| é um grafo
sem arestas. Denotamos por [, o conjunto independente com n vértices. Um conjunto
independente I é dito mazimal se para qualquer conjunto independente I’ tal que I C I'

entdo I = I'. Definimos por a(@G) o tamanho do conjunto independente mdzimo, isto é:

a(G) =max { |V'| /] V' CV eV éum conjunto independente de G}.

Um conjunto de vértices C' de um grafo G é uma clique se G[C] é um grafo completo.
Denotamos por Kj; uma clique de k vértices. Uma clique C' é dita mazimal se para
qualquer clique C" tal que C' C € entdo C' = C". Denotamos por w(G) o tamanho da

clique mdzxima, isto é:

w(G@)=maz { |[V'| /] V' CV eV éuma clique de G }.

Um ntcleo de um grafo é um conjunto independente maximal. Observe que S CV é um

nucleo se e somente se S é uma clique maximal em G.

O complemento de um grafo GG, denotado por G, é o grafo que possui 0 mesmo conjunto
de vértices de G e tal que dois vértices sao adjacentes em G se e somente se nao sao

adjacentes em G.

Uma coloracdo de um grafo G é uma particao de V(G) onde cada classe da parti¢do é um
conjunto independente. Uma k-colora¢ao é uma particdo de V(G) em k classes. O nimero
cromdtico de GG, denotado por x(G), é o menor k para o qual existe uma k-coloragao de

G. Neste caso, dizemos que o grafo G é k-cromdtico ou k-colorivel.

Um grafo G é conexo se para todo par de vértices distintos v e w de G existe um caminho
de v a w. Caso contrario, G é dito desconero. Uma componente conexa de G é um

subgrafo maximal conexo de G.

Uma floresta é um grafo aciclico. Uma drvore T' é uma floresta conexa. Uma &arvore
T & denominada enraizada quando algum vértice v € V(T') é escolhido como especial.
Este vértice é entao chamado de raiz da arvore. Uma arvore nao enraizada é também

denominada drvore livre.

Sejam v, w dois vértices de uma arvore enraizada 1" de raiz r. Suponhamos que v pertenca

ao caminho de r a w em T, entao denominamos v ancestral de w e w descendente de v.
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Temos também que se (v, w) € E(T) entao v é pai de w, denotada por pai(w), sendo w o
filho de v, denotada por filho(v).

Dois vértices que possuem o mesmo pai sao chamados de irmdaos. A raiz de uma arvore
nao possui pai, enquanto que todo vértice v # r possui um tnico. Uma folha é um vértice
que nao possui filhos e um vértice que possui pelo menos um, é chamado de vértice interno.

Os vértices de uma arvore também sdo chamados de nds.

Se H é um subgrafo induzido de G entao nés dizemos que G contém H, caso contrario G
é livre de H.

Seja X = (Vx, Ex) e Y = (Vy, Ey) dois grafos tais que Vx NVy = (). As operacoes "+"e
"U"sao definidas como segue: a unidgo disjunta X UY , algumas vezes tratada simplesmente
como uniao, € o grafo com o conjunto de vértices Vx UVy e o conjunto de arestas Fx U Ey;
a operacao juncao X + Y é o grafo com o conjunto de vértices Vx U Vy e o conjunto de
arestas Ex UEy U{zy | x € Vx,y € Vi }. Dois grafos sao disjuntos se eles nao tém vértice

em comum.

Dois conjuntos X e Y se interceptam ou (se sobrepoem) se X NY # 0, Y\ X # 0, e
X\Y #£0.

Dois conjuntos X e Y sao compardveis se X é um subconjunto de Y ou Y é um subconjunto

de X, caso contrario X e Y sao imcompardveis.

Dois grafos X e Y sao ditos isomorfos, denotado por X ~ Y, quando existe uma funcao
bijetora entre os conjuntos de vértices de X e Y f : V(X) — V(Y) de tal forma que
quaisquer dois vértices u e v de X sdo adjacentes em X se e somente se f(u) e f(v) sdo

adjacentes em Y.

Uma casa é o grafo com os vértices a, b, c,d, e e as arestas ab, bc, cd, ad, ae, be.

Um leque ou gema é o grafo com os vértices a, b, ¢, d, e e as arestas ab, bc, cd, ae, be, ce, de.
Um domino é o grafo com os vértices a, b, c,d, e, h e as arestas ab, bc, cd, ad, be, eh, ch.

Um grafo split € um grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado em um conjunto

independente e uma clique. E bem conhecido que G é um grafo split se e somente se G é
livre de (2K2, 04, 05) [24]

Um grafo G é perfeito quando seu niimero cromatico de todo subgrafo induzido é igual ao
tamanho da clique méxima, isto é, x(G) = w(G). Temos uma caracterizagdo de extrema
importancia para os grafos perfeitos, na qual diz que G é perfeito se e somente se G é

um grafo Berge, isto é, G nao admite ciclo impar induzido maior ou igual a 5 e o seu
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complemento, G, também nao admite ciclo impar induzido maior ou igual a 5.

Um grafo é dito bipartido quando seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois
subconjuntos Vi, V5, tais que toda aresta de GG une um vértice de Vi a outro de V5, isto
é, podemos particionar V(G) em dois conjuntos independentes. Tal parti¢ao (Vi,V5) é
chamada biparticao do grafo. Um grafo é dito bipartido completo se é bipartido e possui
uma aresta para cada par de vértices vy, vq, sendo vy € V; e vy € Vi, Denotamos por K, ,,
o grafo bipartido completo, onde |Vi| = n e |Va| = m. E fato conhecido que um grafo &

bipartido se e somente se nao possui um ciclo impar como subgrafo.

Um cografo é um grafo que nao contém Py, isto é, nao contém caminho induzido com 4
vértices como subgrafo. No capitulo 2, daremos outras defini¢oes e caracterizagoes desta

classe de grafos.
Um grafo cordal ¢ um grafo que nao contém CY, para k > 4.

Dizemos que uma classe de grafos C é hereditdria se todo subgrafo de um grafo em C'

também pertence a C.

Um grafo de distancia hereditdria é um grafo em que as distancias em qualquer subgrafo
conexo induzido sao as mesmas no grafo original. Apresentaremos detalhadamente tais

grafos no capitulo 2 desta dissertacao.

Um grafo threshold é um grafo que pode ser construido a partir de um tnico vértice por
repetidas aplicagoes das seguintes operagoes: (a) adicionar um tnico vértice isolado ao
grafo; (b) adicionar um tinico vértice universal ao grafo. E bem conhecido que G ¢ um
grafo threshold se e somente se G é livre de (2K, Cy, Py) [10].

Seja ‘H uma determinada familia de grafos. Um H-subgrafo de G' é um subgrafo induzido
de G isomorfo a um membro de H. Um grafo é H-livre se nao contém um 7H-subgrafo.
Um H-transversal de um grafo G é um subconjunto 7' C V(G) tal que T intercepta todo
‘H-subgrafo de GG. Claramente, se T' é um H-transversal de G entao G — T é H-livre.

Além disso, se T é minimo entdao G — T é um subgrafo induzido H-livre de G maximo.

Se TNV (C) # () para o ciclo C, dizemos que T cobre C' ou C' é coberto por T. Dizemos
ainda que, um vértice z € V(G) vé um ciclo C' quando x é adjacente a algum vértice
y € V(C). Da mesma forma, se x vé uma aresta uv, entao ou x é vizinho de u ou vizinho

de v ou vizinho de ambos.
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1.1.1 Légica de segunda ordem monéadica

Nesta secao, vamos introduzir alguns conceitos de logica de segunda ordem monadica.
Com este objetivo, apresentamos, inicialmente, as defini¢oes de lo6gica de primeira ordem

e logica de segunda ordem.

A logica de primeira ordem, conhecida também como calculo de predicados de primeira
ordem, é um sistema logico que estende a logica proposicional. A logica de primeira
ordem em relagao a logica proposicional acrescenta a quantificacao, ou seja, a linguagem

da logica de primeira ordem vai permitir quantificar os elementos do dominio.

A logica de segunda ordem é uma extensao da légica de primeira ordem uma vez que
podemos quantificar nao s6 os elementos do dominio mas também os predicados (pro-
priedades sobre os elementos). Ja a logica de segunda ordem monédica é uma restrigdo
da logica de segunda ordem, onde é possivel quantificar apenas as variaveis de primeira

ordem e os predicados unarios, ou seja, predicados que admitem apenas um argumento.

Formulas da logica de segunda ordem monédica, ou simplesmente formulas MSOL (do in-
glés monadic second order logic), sao construidas a partir de formulas atomicas utilizando
conectivos booleanos (A, V, 7, —, <), quantificadores sobre varidveis individuais (3z, V)

e quantificadores sobre variaveis de conjunto (3X,VX).

A Logica de segunda ordem monédica pode ser usada para descrever propriedades de
grafos, como: relagoes entre grafos, relacoes entre vértices de grafos, etc. O dominio
(ou universo) de discurso, conjunto sobre os quais se pode quantificar, contém vértices e

arestas. A incidéncia entre vértices e arestas é representada por uma relacdo binaria.

Nas formulas da logica de segunda ordem monadicas apresentadas nesta dissertacao, assu-
mimos um nimero infinito de variaveis individuais {z, y, z, w, ...} e de variaveis de conjun-
tos {T,X,Y,...}. As formulas atomicas utilizadas sdo: T'(x), que se verdadeira significa
que o vértice z é um elemento do conjunto T' e A(z,y), que se verdadeira significa que o

vértice x é adjacente ao vértice y.

Por exemplo, verificar que um grafo G é bipartido pode ser representado pela seguinte

formula de segunda ordem monadica:

AX (Vu,v(u € X N A(u,v) = v ¢ X) AVu,v(u ¢ X A A(u,v) = v € X)).
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1.2 Complexidade de Algoritmos

Um problema algoritmico 7 consiste de um conjunto D de todas as possiveis entradas
para o problema, chamado conjunto de instincias, e de uma questio () sobre estas ins-
tancias. Resolver um problema algoritmico é desenvolver um algoritmo cuja entrada é

uma instancia do problema e cuja saida ¢ uma resposta a questao do problema.

Um problema ¢ dito de decisdo quando a questao exige uma resposta do tipo SIM ou
NAO. Como exemplo, seja 7 o seguinte problema: “Dado um grafo G, reconhecer se G é
um cografo”. O conjunto de instancias de m é obviamente o conjunto de todos os grafos.

O problema 7 pode ser assim esquematizado:
Instancia genérica de m: um grafo G.
Questao: G é cografo?

Fica evidente que o problema 7 acima é um problema de decisao, em particular, um pro-
blema de reconhecimento. Resolver 7 significa elaborar um algoritmo de reconhecimento

de cografos.

Dizemos que um algoritmo é polinomial quando sua complexidade de tempo (medida do
namero de passos que o algoritmo efetua) é uma fung¢ao polinomial no tamanho da sua
entrada. Os problemas de decisao para os quais existem algoritmos polinomiais constituem

a classe P. Tais problemas sao chamados polinomiais.

Um problema de decisao é nao-deterministico polinomial quando qualquer instancia que
produz resposta SIM possui um certificado sucinto, isto é, uma comprovacao de que a
resposta SIM é de fato verificavel em tempo polinomial no tamanho da instancia. Esta

classe de problemas de decisao é a classe NP.

Sejam 71 (D1, Q1) e ma(Ds, Q) dois problemas de decisdo. Uma tranformacdao ou redugdo
polinomial de m; em 7y é uma funcao f : D; — D, tal que as seguintes condigOes sao

satisfeitas:

1. f pode ser calculada em tempo polinomial;
2. para toda instancia I € Dy, tem-se que I produz resposta SIM para 7 se e somente

se f(I) produz resposta SIM para .

Um problema de decisao 7 pertence & classe NP-completo quando as seguintes condicoes

sao satisfeitas:
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1. me NP;

2. para todo problema 7’ € NP existe uma transformacao polinomial de 7’ em 7.

Um problema pertencente a classe NP-completo ¢ chamado NP-completo. Para provar
que um certo problema 7 é NP-completo, basta mostrar que 7 € NP e que existe uma

transformacao de um problema NP-completo 7’ em 7.

Como fonte de referéncia para esta se¢do, indicamos [26, 42].

1.3 Organizacgao do Trabalho

Este trabalho esta dividido da seguinte forma.

No Capitulo 1, além da introducao, apresentamos as definicoes e notacoes utilizadas no

decorrer desta dissertacao.

No Capitulo 2, introduzimos as principais definicoes e caracterizacoes dos grafos de dis-
tancia hereditaria. Abordamos o relacionamento desta classe com outras classes de grafos
e apresentamos uma importante subclasse, os cografos. Ainda neste capitulo, descrevemos

um algoritmo de reconhecimento para a classe e estudamos sua complexidade.

No Capitulo 3, introduzimos o conceito de transversais de ciclos e definimos os grafos-(k, [)
e uma de suas subclasses, os grafos-(2,1), além de estudar os grafos-(F,C) e o conceito

de transversal-clique de ciclos.

No Capitulo 4, apresentamos o principal resultado desta dissertacao, a caracterizacao
dos grafos de distancia hereditaria que admitem transversal-clique de ciclos através de

subgrafos proibidos.

Finalmente, no Capitulo 5, concluimos esta dissertacao, apresentando os resultados obti-

dos e os problemas que pretendemos abordar futuramente.



Capitulo 2
Grafos de Distancia Hereditaria

2.1 Introducao

Neste capitulo, temos como objetivo apresentar as principais defini¢oes e caracterizacoes
dos grafos de distancia hereditaria. Da mesma maneira, abordamos os conceitos de uma
importante subclasse, os cografos. Além disso, descrevemos um algoritmo de reconheci-

mento para a classe e estudamos sua complexidade.

A seguir, vamos introduzir alguns conceitos e caracterizacoes dos grafos de distancia

hereditaria.

2.2 Definicoes e Caracterizacao

Os grafos de distancia hereditaria foram introduzidos por Howorka (1977) que apresentou

as primeiras defini¢oes e caracterizacgoes para esta classe de grafos [32].

Definicao 2.1 Um grafo G € de distincia hereditdria se para qualquer subgrafo conexo
induzido H de G, a distancia entre quaisquer dois vértices x e y em H € a mesma que

em G, ou seja dy(z,y) = dg(x,y), isto é, todo caminho induzido em G € isométrico.

Na Figura 2.1, apresentamos alguns exemplos de grafos de distancia hereditaria.

SN

Figura 2.1: Exemplos de grafos de distancia hereditaria.
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No que segue, introduzimos algumas caracterizacoes bem conhecidas de grafos de distancia

hereditaria, dadas por Bandelt e Mulder [2| ¢ Hammer e Maffray |30].

Bandelt e Mulder mostraram em [2| uma caracterizagao por subgrafos proibidos para esta

classe de grafos.

Teorema 2.1 [2] Um grafo G € de distancia hereditdria se e somente se € livre de (casa,

buraco, domind e leque).

OCIme

Casa Buraco Domind Leque
Figura 2.2: Casa, buraco, domino, e leque.

Além disso, também mostraram como um grafo de distancia hereditaria G pode ser cons-

truido recursivamente. Veja Teorema abaixo.

Teorema 2.2 [2]/ Um grafo G € de distancia hereditdria se e somente se G pode ser gerado
a partir de um unico vértice por uma sequéncia de extensoes consistindo de operacoes para

adicionar um vértice pendente, um gémeo falso ou um gémeo verdadeiro.

O Teorema 2.2 nos garante que dado um grafo G = (V, E) de distancia hereditaria e x €
V(G), um grafo de distancia hereditaria G’ pode ser construido a partir de G adicionando-
se o vértice y adjacente a:

(1) um tnico vértice x (y é um vértice pendente);

(2) N(x) (y é um gémeo falso);

(3) Nlz] (y € um gémeo verdadeiro).

Estas operagoes sao chamadas, geralmente, de extensoes de um vértice.

Assim como podemos construir recursivamente um grafo de distancia hereditaria atra-
vés de extensoes de um vértice, este também pode ser desconstruido "invertendo-se'este

procedimento.



2.2 Defini¢oes e Caracterizagao 13

Hammer e Maffray [30] propuseram um algoritmo de reconhecimento linear para esta
classe de grafos através da sequéncia de decomposicao de grafos de distancia hereditaria,
a qual chamaram de sequéncia de poda. Além disso, mostraram que um grafo conexo G

possui uma sequéncia de poda se e somente se G é um grafo de distancia hereditaria.

Definigao 2.2 Uma sequéncia de poda é uma ordenagao total o = [x1, ..., x,| de vértices
e uma sequéncia S=[sy,...,S,_1] de palavras, tal que para 1 < i < n—1, s; € uma das

sequintes palavras:

o (z;,P,x;), 1 <j, se em Gy, N(x;) ={z;} (x; é um vértice pendente);
o (z;,F,x;),1<j, se em G, N(x;) = N(x;) (v; e x; sao gémeos falsos);

o (x;,T,x;),1<j, se em Gy, Njx;] = N|z;| (x; e xj sao gémeos verdadeiros);
onde G; denota o subgrafo induzido G[V\{x1,...,x;_1}].

Podemos entender mais claramente o processo de poda do grafo através do Teorema 2.3,

também demonstrado em [30].

Teorema 2.3 Um grafo G € de distancia hereditdaria se e somente se todo subgrafo indu-

zido de G tem ou um vértice pendente ou um par de gémeos.

Este teorema significa que: dado qualquer grafo de distancia hereditaria G' com n vértices
1,2,...,n, para 2 < i < n, o subgrafo de G induzido pelos vértices {1,2,...,i} é obtido
do subgrafo induzido por {1,2, ..., — 1} tornando o vértice i um vértice pendente ou um
gémeo falso ou um gémeo verdadeiro de j. Desta maneira, cada palavra s; da sequéncia
(S2,...,8,) € respectivamente iPj, ou iF'j, ou iTj para algum inteiro j < i. E, esta

sequéncia de palavras, chamamos de sequéncia de poda.

Alternativamente, qualquer sequéncia de poda pode ser representada por uma Aarvore

enraizada chamada drvore de poda.

Definicao 2.3 Seja G um grafo com n vértices denotados por vy, ...,v,, € seja S =
{82, ..., Sn} uma sequéncia de poda de G. A drvore de poda T correspondente a sequéncia

de poda S de G € construida como seque:

(1) Seja Ty a drvore consistindo de um unico vértice raiz vy e i = 1;
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(2) i =i+ 1. Sei>n entio T < T, e pare;

(3) Seja s; = v;Pv; (respectivamente s; = v;Fvj, ou s; = v;Tv;) entao T; € a drvore
obtida de T;_1 adicionando-se o vértice v; e tornando-o o filho mais a direita do

vértice v;, rotulando a aresta v;v; em p(respectivamente f ou t);

(4) Volte ao passo 2;

Por exemplo, (2P1,3P2,4T1,5F2,6P4) é uma sequéncia de poda do grafo de distancia

hereditaria da Figura 2.3 que pode ser representada pela arvore de poda da Figura 2.4.

6
4 1

Figura 2.3: Exemplo de sequéncia de poda.

P p

3 5 6

Figura 2.4: Exemplo de arvore de poda.

A préxima secao tem como objetivo introduzir o conceito de clique-width e apresentar a
clique-width maxima de um grafo de distancia hereditaria, um importante resultado para

esta dissertacao.

2.2.1 Clique-width

A clique-width € um parametro que mede, em certo sentido, a complexidade de um grafo.
Este parametro é definido via um processo de construgao do grafo onde apenas um nimero
limitado de rétulos estao disponiveis; vértices que compartilham o mesmo rétulo em um
determinado momento do processo de construcao devem ser tratados da mesma maneira

nos passos subsequentes.
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No que segue, apresentamos alguns conceitos para o entendimento deste parametro.

Um grafo G ¢é rotulado em vértices (ou arestas) quando a cada vértice (ou aresta) esti-
ver associado exatamente um rotulo. Neste trabalho, utilizaremos a denominacao grafo

rotulado para denotar o que definimos como grafo rotulado em vértices.

Um k-grafo é um grafo rotulado com rotulos em {1,2, ..., k}. Um k-grafo G é representado
por uma estrutura (V, E,Vi,....,V;), onde V e E sdo os conjuntos de vértices e arestas,
respectivamente, e Vi, ...V}, formam uma particao de V, tal que V; é o conjunto de vértices

com rotulo 7 em G.

Definimos quatro operacoes em grafos rotulados. Primeiro, denotamos por i(v) a operagao
de criar um novo vértice v e associar, a este, o rétulo i. A segunda operacao, denotada
por G & H, é uniao disjunta de dois grafos rotulados G' e H. As outras duas operagoes

sao definidas a seguir.

Denotamos por n;; = (V,E',V4,...,V}), a conex@o de vértices com rétulos i e j onde
E'=FEU{(u,v):ueV;,veV,}, epor p; = (V,E,V],.., V), asubstituicdo do rétulo
i para o r6tulo j, onde V' =0, V/ =V; UV, e V) =V, para p # i, .

Todo grafo pode ser definido por uma expressao algébrica usando estas quatro operagoes.
Por exemplo, o grafo consistindo de dois vértices isolados x e y pode ser definido pela
expressao 1(x) @ 1(y), e o grafo com dois vértices adjacentes x e y pode ser definido pela

expressao 1y 2(1(z) @ 2(y)).

A nocao de clique-width de grafos foi introduzida por Courcelle, Engelfriet e Rozenberg
em [13]. A cliqgue-width de um grafo G, denotada por cwd(G), é definida como o nimero
minimo de rotulos necessarios para construir G através das quatro operacoes de grafo

definidas anteriormente.

Além disso, uma expressao construida a partir destas operacoes usando k rotulos diferentes
é chamada uma k-expressao. Desta forma, a clique-width de um grafo G é o menor k tal
que existe uma k-expressao definindo GG. Dizemos que uma k-expressao t define um grafo

G se GG é equivalente ao grafo rotulado obtido de ¢.

Por exemplo, a clique-width de uma clique com quatro vértices é no maximo 2, uma vez

que esta pode ser definida pela sequéncia abaixo que resulta numa 2—expressao:

Criacao do vértice w com o rétulo 1
L(w)

Criagao do vértice z com o rotulo 2



2.2 Defini¢oes e Caracterizagao 16

2(x)
Uniao disjunta dos vértices z e w
L(w) @ 2(x)
Criacao de arestas entre os vértices com rotulos 1 e 2
(2 (1(w) & 2(x)))
Alteracao dos vértices com rétulo 2 para o rétulo 1

pas1(ma(l(w) © 2(x)))

Criacao do vértice v com rotulo 2 e realizacao da operagao uniao disjunta deste

vértice com o grafo construido até a etapa anterior

(2(v) @ pasi(m2(L(w) ® 2(x))))

Criagao de arestas entre os vértices com rotulos 1 e 2

(11.2(2(v) © P21 (Mm2(l(w) @ 2()))))

Alteracao dos vértices com rétulo 2 para o rétulo 1

P2-1(M2(2(v) ® pas1(m2(1(w) © 2(x)))))

Criacao do vértice u com roétulo 2 e realizagao da operacao uniao disjunta deste

vértice com o grafo construido até a etapa anterior

(2(u) ® P21 (m1,2(2(v) @ passa(m2(L(w) @ 2(2))))))

Criagao de arestas entre os vértices com rotulos 1 e 2

(7,2(2(w) © Paa (71,2(2(0) D Paa (M1 2(L(w) B 2(2)))))))

Alteracao dos vértices com rétulo 2 para o rétulo 1

Pa-s1(m2(2(w) @ passi(m2(2(v) © pasi (2 (1(w) @ 2(x)))))))

No exemplo acima, note que a ultima operacao de substituicao dos vértices com rotulo 2
para o rotulo 1 foi realizada com intuito de padronizar os rotulos, conforme realizado nas
etapas anteriores, embora, esta nao seja necessaria na expressao que define uma clique

com quatro vértices.
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Agora, vamos apresentar as definicoes relacionadas ao Teorema 2.4, demonstrado por
Golumbic e Rotics em [28], que nos fornece a clique-width maxima de grafos de distancia

hereditaria.

Definicao 2.4 Seja T uma drvore enraizada, e seja x um no de T'. Denotamos por T, a

sub-drvore de T' de raiz x.

Definigcao 2.5 Seja G um grafo possuindo uma sequéncia de poda S, e seja T a drvore
de poda correspondente a S. Sejam u e v dois vértices quaisquer de G. Dizemos que v é
um descendente gémeo de u se v = u, ou v € um descendente de u em T tal que todas as

arestas do caminho entre v e u sdo rotuladas em t ou f.

Antes de enunciarmos o Teorema 2.4, ainda é necessério apresentar a Afirmacao 2.1, que

é a base do teorema.

Afirmacao 2.1 [28] Para cada nd interno de uma drvore de poda T, existe uma 3-
expressao t, que define o grafo rotulado G', tal que G' = G[T,|, todos os descendentes
gémeos de x sdo rotulados com 2 em G', e todos os oulros vértices de G’ sao rotulados

com 1.

Além disso, seja x qualquer nd interno de T cujos filhos ordenados da esquerda para a

direita sao xy,...,x;, a expressao t, pode ser construida sequindo 0s passos abaizo.

(1) epp1 « 2(x); i+ 14+ 1;

(2) i+ i—1. Sei=0 entao t, < e e pare;

(3) Se x; € um vértice pendente de x entdo e; < p3—1(N2s(€ir1 B pa—s(ts;)));
(4) Se z; € um gémeo verdadeiro de x entdo e; <— p3—2(N23(€ir1 B Pass(ts,))) ;
(5) Se x; € um gémeo falso de x entdo e; < t,, ® e;y1;

(6) Volte ao passo 2;

Para exemplificar esta afirmacao e utilizando como referéncia a &rvore de poda da Figura
2.4, seguem abaixo os passos para a construcao da 3—expressao t do grafo de distancia

hereditaria da Figura 2.3.

e3 < 2(1);i+ 3



2.3 Relacao dos grafos de distancia hereditaria com outras familias de grafos 18

i 2

€2 <= P3-a(nm23(es ® pas(tay)))

tay = 12,1(2(4) @ 1(6))
€2 < P3-2(12.3(2(1) @ 03.1(3(4) © 1(6)))

i1

€1 < P3-1(m23(e2 ® pas(tay)))

tey = 121(2(5) © 2(2) ® 1(3))
€1 < P31 (12,3(P352(02:3(2(1) © 03.1(3(4) © 1(6))) © a3 (72.1(2(5) © 2(2) @ 1(3))))))
€1 < P31 (1.3(P32(23(2(1) © 131 (3(4) @ 1(6))) © 73.1(3(5) ® 3(2) ® 1(3)))))

t+ e

Como verificado na Afirmacao 2.1, existe uma 3—expressao t que define um grafo de
distancia hereditaria GG. Sendo assim, podemos apresentar a clique-width maxima dos

grafos de distancia hereditaria através do Teorema 2.4 abaixo.
Teorema 2.4 [28] Todo grafo de distancia hereditdria possui clique-width no mdzimo 3.

Além dos grafos de distancia hereditaria, outras classes de grafos possuem clique-width
limitada, por exemplo: todos os grafos completos K,,, n > 2, possuem clique-width igual
a 2, os cografos, sao os grafos com clique-width no méaximo 2 e as arvores possuem clique-

width no maximo 3 [15].

2.3 Relacgao dos grafos de distancia hereditaria com ou-
tras familias de grafos

Os grafos de distancia hereditaria formam uma subclasse dos grafos perfeitos [2, 30].
Como vimos no capitulo anterior, um grafo ¢ perfeito se e somente se nao contém, como

subgrafo induzido, ciclo impar de tamanho maior ou igual a cinco ou o seu complemento.

Através desta caracterizagao, verificamos facilmente que todo grafo de distancia heredita-
ria G é perfeito. Note que, se G é um grafo de distancia hereditéria, entao G nao contém

buraco, sendo assim, G também nao contém ciclo impar maior ou igual a 5 (C5, Cr, ...)
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e C5 como subgrafo induzido. Além disso, G ndo contém leque, portanto, G também néo
contém o complemento de ciclos impares maiores do que 5 (C7, Cy, ...) como subgrafo

induzido, portanto, G é perfeito.

Por outro lado, a classe dos grafos de distancia hereditaria contém uma importante classe
de grafos, os cografos (conforme explicado na proxima se¢ao). Desta maneira, temos que:

cografos C grafos de distancia hereditaria C grafos perfeitos.

2.3.1 Cografos

Os cografos surgiram em diversas areas da matematica. Sendo objeto de estudo de vérios
pesquisadores independentemente. Por isso, existem varios sinénimos para o termo cografo
na literatura, dentre os quais podemos citar: grafos livres de P,, grafos D*, grafos HD
e, grafos redutiveis por complemento. O termo cografo, tal como conhecemos hoje, foi
introduzido, na década de 70, por H. Lerchs que estudou suas propriedades estruturais e

algoritmicas [35].

Defini¢ao 2.6 [11] Os cografos sao definidos recursivamente através da sequinte defini¢ao

formal:
(1) O grafo trivial é um cografo, isto é, o Ky é um cografo;
(17) Se (Gu,...,Gg) sao cografos, entdo a unidgo G; U Gy U ... U Gy também é cografo;

(iii) Se G ¢ cografo, entdo G também é cografo.

Como vimos na Definicao 2.6, um cografo pode ser obtido a partir de um conjunto de
grafos triviais, através de um niimero finito de operacoes de uniao e juncao. Além disso, ele
pode ser representado através de uma arvore de decomposicao tnica, chamada co-arvore
[35]. Esta representacao é a chave para o reconhecimento de tal classe, com complexidade

linear, introduzido por Corneil et al. [12].

2.3.1.1 Propriedades Estruturais

Nesta secao, apresentamos algumas propriedades estruturais dos cografos sem realizar a

demonstracao das mesmas.

Teorema 2.5 [2/ Um grafo G é um cografo se e somente se G pode ser gerado de um
unico vértice por uma sequéncia de extensoes consistindo de operacoes para adicionar um

gémeo falso ou um gémeo verdadeiro.
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Através do Teorema 2.5, verificamos que os cografos podem ser construidos da mesma
forma que os grafos de distancia hereditaria (Veja Teorema 2.2). A unica diferenca ¢ que,
no caso dos cografos, nao se utiliza a operagao de adicao de vértices pendentes. Portanto,
todo cografo é um grafo de distancia hereditaria. Este fato também pode ser verificado

pelo teorema abaixo.

Teorema 2.6 [2/ Um grafo G é um cografo se e somente se G é a unido disjunta de

grafos de distdncia hereditdria com didmetro no mdzimo 2.

Nas proximas secoes abordaremos com mais detalhes a decomposicao modular e a co-

arvore.

2.3.1.2 Decomposicao Modular

Através da decomposi¢ao modular de um grafo G ¢ possivel construir uma arvore corres-
pondente a G cuja estrutura ¢ de grande importancia para algumas aplicacoes. Dentre
estas aplicacoes, citamos a construgao de algoritmos eficientes para reconhecer diversas

classes de grafos.

A decomposicdo modular é um processo para decompor um grafo. Em cada etapa o
subgrafo que estd sendo decomposto ¢ um moédulo do grafo original. Cada um destes
subgrafos é decomposto recursivamente. O processo continua até que todos os subgrafos

que estao sendo decompostos contenham um tinico vértice.

Através da definicao abaixo, podemos entender o conceito de modulo.

Definicao 2.7 [1] Um mddulo de um grafo G é um subconjunto M de vértices de V(G)
tal que cada vértice de V(G)\ M ou € adjacente a todo vértice de M ou a nenhum vértice

de M.

A decomposi¢ao modular de um grafo nao trivial G particiona V(G) em modulos, os quais
podem ser classificados em paralelo, serial e vizinhanga. Tal classificagao é feita de acordo
com a conectividade de G e G. O médulo M é paralelo se G[M] é desconexo, M ¢ serial

se G[M] é desconexo e M é vizinhan¢a se G[M] e G[M]| sdo ambos conexos.

A decomposicao modular de um grafo nao trivial G é usado recursivamente para definir

a arvore de decomposicao modular tnica.
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2.3.1.3 Co-arvore

Como mencionado anteriormente, um cografo pode ser representado por uma arvore de

decomposicao, chamada co-arvore, a qual é Ginica a menos de isomorfismo.

O Teorema a seguir caracteriza os cografos através de sua arvore de decomposicao.

Teorema 2.7 [11] Dado um grafo G, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) G € cografo;
(i7) G nao contém um P, como subgrafo;

(1ii) O complemento de todo subgrafo conexo ndo trivial de G € desconezo.

Observamos, portanto, que o complemento de todo subgrafo conexo nao trivial de um
cografo G é desconexo. Sendo assim, a arvore de decomposi¢ao modular de G contém

apenas os moédulos serial e paralelo.

A partir deste ponto em diante representaremos a co-arvore de um grafo G da seguinte
forma: as folhas representarao os vértices do grafo e os nés da arvore serao rotulados por 0
ou 1. A raiz receberd rotulo 1, os filhos de um n6 com rétulo 1 serao rotulados 0 e os filhos
de um no6 0, receberao rétulo 1. Ou seja, os noés internos em cada caminho da raiz até
as folhas na arvore alternarao entre 0 e 1, onde os nés rotulados por 0 corresponderao ao
modulo paralelo, e os n6s rotulados por 1 corresponderao ao modulo serial . Por isso, os
nos internos da co-arvore serao chamados de nds tipo-0 ou nds tipo-1. Outra caracteristica

importante é que cada né interno tem pelo menos dois filhos (exceto o cografo trivial).

Para exemplificar, veja na Figura 2.5 um cografo e sua co-arvore.

a b

\VANSS
G

a ¢ e f

Figura 2.5: Exemplo de um cografo e sua co-arvore.

Dado um cografo GG e sua respectiva co-arvore 7', a seguinte propriedade é facilmente

verificada a partir da definicao de co-arvore.
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Propriedade 2.1 Dois vértices x ey de G sao adjacentes (nao-adjacentes) se e somente

se o menor ancestral comum a x e a y for serial (paralelo).

Em outras palavras, dois vértices x e y de G sao adjacentes se e somente se 0 menor

ancestral comum a x e a y for um nd tipo-1.

Além disso, dois vértices que tem o mesmo né pai em uma co-arvore sao gémeos ver-
dadeiros (gémeos falsos) se e somente se 0 n6 pai é um nd tipo-1 (respectivamente nd

tipo-0).

2.4 Reconhecimento de grafos de distancia hereditaria

Como mencionado anteriormente, um algoritmo com complexidade linear para reconhe-
cimento de grafos de distancia hereditaria através da sequéncia de poda foi proposto por
Hammer e Maffray em [30]. O resultado deste algoritmo é apresentar uma sequéncia de
poda se e somente se o grafo de entrada é de distancia hereditaria. No entanto, Damiand
[16] encontrou um contra-exemplo para o mesmo, mostrando que o algoritmo responderia

que existe uma sequéncia de poda embora o grafo dado nao fosse de distancia hereditéria.

Em 2001, Damiand, Habib e Paul [17] apresentaram a corre¢ao do algoritmo proposto
por Hammer e Maffray. O algoritmo corrigido, além de calcular a sequéncia de poda do
grafo de entrada (Algoritmo 1), verifica sua corretude através do Algoritmo 3 mantendo

a complexidade linear do algoritmo inicial.

Este algoritmo de reconhecimento de grafos de distancia hereditéaria ¢ baseado no Teorema
2.8 demonstrado por Bandelt e Mulder em |2]. Antes de enunciarmos o Teorema, vamos

precisar da definicao de layout de distdncia, apresentada abaixo.

O layout de disténcia de um grafo conexo G = (V| E) em um vértice u € V' é a colegao
de conjuntos Lg, Ly, ..., Ly onde t = mazx,ey dg(u,v) e L; = v €V :dg(u,v) =1 para
0 < i < t. Para qualquer vértice z e para 1 < i < t, denotamos por N;(z) = N(z)N L;.

Agora, seja x um vértice de L;, chamamos de grau interno de z a cardinalidade de N;_;(x).

Teorema 2.8 [2/ Seja G um grafo conexo e Ly, ..., Ly seja o layout de distancia de um
vértice arbitririo v de G. Entao G € um grafo de distdncia hereditdria se e somente se

as condigcoes sequintes sao satisfeitas para qualquer 1 < i < k:

(1) Sex ey pertencem a mesma componente coneza de G[L;], entao N;—1(z) = N;_1(y);

(2) G[L;] € um cografo;
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(3) Sex € Ni_1(u) ey € N;_1(u) estao em diferentes componentes coneras X e Y de
G[Li-1], entao X UY C N(u) e N;—o(x) = N;—2(y);

(4) Sex ey estao em diferentes componentes conexas de G[L;], entdo N;_1(x) e N;_1(y)

sao ou disjuntos ou um dos dois conjuntos estd contido no outro;

(5) Sex € Ni_1(u) ey € N;_1(u) estao na mesma componente conexa C de G[L;_1],
entao os vértices de C' nao adjacentes a u sao ou adjacentes a ambos x e y ou a

nenhum deles;

Algoritmo 1 Reconhecimento-dhg (G)
Entrada: Grafo G = (V, E);
Saida: Sequéncia de poda (S, 0) sss G é um grafo de distancia hereditéria;
J< L
Computar a distancia Ly, ..., Ly de um vértice arbitrario v;
para i < k até 1 faga
para cada componente conexa cc de G[L;] faga
z < Reconhecimento-cografo(Glcc], 7);
reduza cc em z;
J g+l —1
fim para
ordene os vértices de G[L;] em ordem crescente de grau interno
para cada vértice x de L; com grau = 1 faga
Seja y o dnico vizinho de z;
0(j) <« x e s; < (zPy);
J=J+L
fim para
se 1 # 1 e grau interno # 1 entao
para cada z € L; em ordem crescente de grau interno faga
y < Reconhecimento-cografo(G[N;_1 ()], j);
reduza N;_1(z) em y;
JJ+Niea(z)] = 1
o(j) < x e s; < (xPy);
JJ+ 1
fim para
fim se
fim para

Conforme Teorema 2.8 (2), se G é um grafo de distancia hereditaria e Ly, ..., Lg é o
layout de distancia de um vértice arbitrario v, entao G[L;] é um cografo. Desta maneira,
como verificamos no Algoritmo 1, o algoritmo de reconhecimento de grafos de distancia
hereditaria utiliza, como subrotina, um algoritmo de reconhecimento de cografos. Este
algoritmo, descrito no Algoritmo 2, usa uma co-arvore para computar a sequéncia de poda

de um cografo.
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Como exemplo, a Figura 2.6 apresenta o layout de distancia (conjuntos L; e Lo) do vértice

1 do grafo de distancia hereditaria da Figura 2.3. Observe que G[L;] e G|Ls] sdo cografos.

L1 LZ
2 3
.1< 4 6
5

Figura 2.6: Layout de distancia.

Além disso, utilizando este mesmo grafo como entrada para o Algoritmo 1, temos como re-
sultado, a seguinte sequéncia de poda: (S=[6P4,5F2,3P2,4T2,2P1], 0=[6,5,3,4,2, 1]).

Agora, através dos Teoremas 2.9, 2.10 e 2.11 vamos analisar a complexidade total dos

algoritmos apresentados.

Teorema 2.9 [30] O Algoritmo 2 computa a sequéncia de poda de um cografo G em
O(n+m).

Com o objetivo de obter complexidade linear para o Algoritmo 2, temos que construir a
co-arvore em tempo linear. Para isso, podemos utilizar o classico algoritmo de Corneil,
Perl e Stewart [12] ou um algoritmo mais recente de Bretscher, Corneil, Habib e Paul [9].
O restante do algoritmo pode ser comparado a um percurso pés-ordem em uma arvore.

Como o tamanho da co-arvore é O(n + m), a complexidade total & O(n + m).

A complexidade total do Algoritmo 1 ¢ demonstrada também em [17] através do Teorema
2.10.

Teorema 2.10 [17] O Algoritmo 1 calcula a sequéncia de poda de G se e somente se G
¢ um grafo de distdncia hereditdria. Além disso, o Algoritmo 1 pode ser executado em

O(n+m).

Finalmente, apresentamos o Algoritmo 3, utilizado na etapa de verificacao, com algumas
mudancas de notacao a fim de facilitar o entendimento. Neste algoritmo, cada vértice e

sua vizinhanca sao visitados no méaximo duas vezes, mantendo a complexidade linear.
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Algoritmo 2 Reconhecimento-cografo (G, j)
Entrada: Cografo G;
Saida: Sequéncia de poda (S, 0) e o ltimo vértice da sequéncia sss G é um cografo;
Compute a co-arvore 7' de G (usando um algoritmo de reconhecimento de cografo);
Seja A o conjunto dos nés de T que possuem apenas folhas como descendentes;
enquanto A # 0 facga
Escolha um né arbitrario N € A;
Escolha um filho arbitrario = de N;
para cada filho y # x de N faca
se N é um nd tipo-1 entao
o(j) =yes; (yT'z)
senao
o(j)=yes;+ (yFr)
fim se
J=i+L
fim para
Substitua N por x em T
se x ¢ a raiz de T entao
Retorne: x é o ultimo vértice da sequéncia
fim se
se O n6 pai N tem apenas folhas como descendentes entao
Adicione N a A
fim se
fim enquanto

Algoritmo 3 Verificagdo(G, o)

Entrada: Grafo G = (V, F) e uma sequéncia (S,0) onde S = [sq, ..., $,_1];
Saida: Verdadeiro se e somente se S é uma sequéncia de poda de G}
para j =n — 1 até 1 facga
rQY < s,
se () = P entao
se |[N(z)\ {z1,...,x;_1}| # 1 ou (z,y) ¢ E entdo
return false;
fim se
senao
se N(z)\{z1,...,z;21} # N(y) \ {z1,..., 2,1} entdo
se N[z]\ {z1,...,xj_1} # N[y] \ {z1,...,zj_1} entdo
return false;
fim se
fim se
fim se
return true;
fim para
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Vale ressaltar que para reconhecer grafos de distancia hereditaria utilizamos os Algoritmos

1 e 3 combinados. Assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.11 [17] Usando o Algoritmo 1 e o Algoritmo 3, grafos de distancia hereditd-

ria podem ser reconhecidos em tempo linear.

Além dos algoritmos apresentados anteriormente, Gioan e Paul, em 2007, apresentaram
um algoritmo dinamico para insercao e remocao de vértices para grafos de distancia he-
reditaria com complexidade O(d) (com d sendo o grau do vértice envolvido) [27]. O
algoritmo para insercao de vértices pode ser usado para obter um algoritmo de reconhe-
cimento (estatico) de grafos de distancia hereditaria. A técnica utilizada baseou-se na

decomposicao split [27].

Em 2009, Nakano, Uehara e Uno, também apresentaram em [39]|, um algoritmo para
reconhecimento de grafos de distancia hereditaria com complexidade linear. Neste caso,
arvores de prefixos foram utilizadas para manter a vizinhanca dos vértices com a finalidade
de encontrar mais eficientemente os nos que representam os gémeos falsos e verdadeiros
do grafo. Embora, sua complexidade para reconhecer grafos de distancia hereditaria seja

a mesma do algoritmo apresentado anteriormente nesta dissertacao, O(n + m).



Capitulo 3

Transversais de Ciclos

3.1 Introducao

Neste capitulo, temos como objetivo apresentar o conceito de transversais de ciclos.

Inicialmente, abordaremos o problema de encontrar transversais de ciclos minimos abran-

gendo, adicionalmente, o problema de encontrar transversais de ciclos impares.

Além disso, definiremos a classe de grafos denominada grafos-(k,[) e, uma de suas sub-

classes, a classe dos grafos-(2,1).

Por fim, estudaremos os grafos-(F,C) e introduziremos o conceito de transversais-cliques
de ciclos. Este conceito serd fundamental para o entendimento dos demais capitulos desta

dissertacao.

3.2 Transversal de Ciclos

Um transversal de ciclos de um grafo G' é um subconjunto T' C V(G) tal que TNV (C') # 0
para todo ciclo C' de G, ou equivalentemente, todo ciclo em G contém pelo menos um

vértice em 7. Sendo assim, temos que V(G)\7T é uma floresta (ou seja, nao contém ciclo).

Na literatura, o problema de decisao nomeado transversal de ciclos ¢ formulado como
segue: dado um grafo G' e um inteiro positivo k, existe um transversal de ciclos T" de G
satisfazendo |T'| < k? Desta maneira, encontrar o transversal minimo de ciclos é encontrar
o menor valor de k que torna o grafo aciclico apés a remocao de T'. Além disso, encontrar

o transversal minimo de ciclos é equivalente a encontrar a floresta induzida maxima.

Encontrar um transversal minimo de ciclos em um grafo é NP-dificil devido ao resultado

geral em [43|, que diz que o problema de encontrar o ntimero minimo de vértices de um
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grafo GG cuja delecao resulta em um subgrafo satisfazendo uma propriedade hereditaria 7
em subgrafos induzidos é NP-dificil. Este resultado implica que outros problemas envol-
vendo transversais minimos de ciclos também sao NP-dificeis, por exemplo, o problema
de encontrar transversal minimo de ciclos impares (que é equivalente a encontrar um sub-
grafo bipartido induzido méximo), ou o problema de encontrar um transversal minimo de

triangulo (que é equivalente a encontrar um subgrafo induzido méximo livre de triangulo.

No entanto, este torna-se polinomial quando restrito a familias especificas de grafos, tais
como grafos de intervalo (O(n + m)) [38], grafos de permutacao (O(nm)) |36], grafos de
cocomparabilidade (O(n*m)) [18], grafos bipartidos convezos' (O(n*m)) [18], entre outros.
Além destes, existem também algoritmos exatos para encontrar um transversal minimo
de ciclos em grafos gerais com n vértices com complexidade O((1.8899)") e O((1.7548)")

em [40] e [25], respectivamente.

Além disso, recentemente, pesquisadores apresentaram outros estudos sobre transversais
de ciclos em varias familias de grafos. Por exemplo, em [29], os autores estudaram o pro-
blema de encontrar transversais de Cy, (isto ¢, um subconjunto de vértices que interceptam
todos os ciclos induzidos sem corda com k vértices), para um inteiro fixo k, em grafos com
grau limitado; entre outros resultados, eles descreveram um algoritmo polinomial para

encontrar transversais minimos de Cy em grafos com grau maximo trés.

Em [5], Brandstadt, Brito, Klein, Nogueira e Protti provaram que encontrar um trans-
versal minimo de ciclos em grafos perfeitos é NP-completo, mesmo para grafos bipartidos
com grau maximo 4. Eles também mostraram que este problema ¢é solucionado em tempo

linear para cografos.

3.2.1 Transversais de ciclos impares

Outro problema que se insere neste contexto e de grande interesse devido a sua conexao
com a teoria dos grafos perfeitos é encontrar transversais de ciclos impares de tamanho

no maximo k.

Um transversal de ciclos impares para um grafo G' ¢ um subconjunto S C V(G) tal que
G\ S é bipartido. Ou seja, todo ciclo de comprimento impar contém pelo menos um
vértice em S. Desta maneira, o objetivo é determinar se existe um subconjunto S de

tamanho no méaximo k tal que G \ S é bipartido.

!Seja G um grafo bipartido com biparticio (X,Y). A ordenagao < de X possui a propriedade de
adjacéncia se para todo y € Y, N(y) consiste dos vértices que sdo consecutivos na ordenagdo < de X.
Um grafo bipartido G é convexo se existe uma ordenacdo de X ou Y que satisfaz a propriedade de
adjacéncia.
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Observe que o problema de encontrar transversais minimos de ciclos impares é equivalente
a encontrar o maior subgrafo bipartido induzido. O nome transversal de ciclos impares

vem do fato de que um grafo é bipartido se e somente se nao possui ciclo impar.

Em 2004, Reed, Smith e Vetta [41] provaram que encontrar um conjunto minimo de vérti-
ces tal que ao removeé-los torna o grafo bipartido pode ser resolvido em O(4*kmn) em um
grafo com n vértices e m arestas, onde k é o nimero de vértices a remover. Posteriormente,
foi observado por Hiiffner em [33] que o tempo de execugdo do algoritmo apresentado por
Reed et al. em 2004 era na verdade O(3¥kmn). Recentemente, Lokshtanov propos um
algoritmo com tempo de execucdo 0(2.32¥n°(M)) usando técnicas de programacio linear
[37].

Antes de iniciarmos o conceito de transversal-clique de ciclos, vamos introduzir uma classe

de grafos definida por Brandstédt em [3]|, denominada grafos-(k, ).

3.3 Grafos-(k,1)

Um grafo G é um grafo-(k,[) se seu conjunto de vértices pode ser particionado em k
conjuntos independentes e [ cliques. Mais formalmente, denotamos por (k,l) o conjunto
de todos os grafos G = (V, E) para os quais existe uma particao-(k,[) do conjunto de

vértices V.

Uma particao-(k, ) de G é uma partigao Sy, ..., Sk, C1, ..., C; de V' com os conjuntos inde-
pendentes S;, para j € {1,...,k} e cliques C}, para i € {1,...,1}. E importante ressaltar
que alguns dos k£ conjuntos independentes ou das [ cliques podem ser vazios e, além disso,

as cliques nao sao necessariamente maximais.

Observe que grafos-(k, () sdo uma generalizagdo natural de grafos split uma vez que estes
sao precisamente grafos-(1,1) (obtidos quando k£ = [ = 1). Por outro lado, a classe
de grafos bipartidos corresponde aos grafos-(2,0). Além disso, quando [ = 0, temos os

grafos-(k,0), que correspondem aos grafos que admitem uma k-coloracao.

Brandstid em [3, 4, 7] apresentou um algoritmo polinomial de reconhecimento O((n +
m)?) para grafos-(2,1) e um algoritmo de reconhecimento O((n +m)?) para grafos-(1,2),
onde m denota o ntimero de arestas no complemento. Feder, Hell, Klein e Motwani em
[23] também apresentaram algoritmos polinomiais para o reconhecimentos desta classe.
No entanto, Brandstid provou que o problema de reconhecimento de grafos-(k,l) é NP-

Completo para k > 3 ou [l > 3. A prova de NP-completude utiliza uma reducao do
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problema da 3-coloracao ao problema de reconhecer grafos-(k,1).

Por este motivo, muitos trabalhos tém considerado familias especiais de grafos-(k,[) que
podem ser reconhecidos eficientemente; por exemplo, grafos cordais-(k,!) |31], cografos-
(k,1) [19, 20, 22|, e grafos perfeitos-(k,1) [21].

Outros estudos também foram realizados para esta classe de grafos. Por exemplo, em
[31] os autores deram uma caracterizagao por subgrafos proibidos de grafos cordais-(k,[).
Além disso, como informado anteriormente, também apresentaram um algoritmo de reco-
nhecimento para tais grafos com complexidade O(n(m + n)). Mais especificamente, este
algoritmo de reconhecimento encontra o valor minimo de [ tal que G é um grafo-(k, ).
Quando k£ = 1, isto é, quando ha uma particao com um conjunto independente e uma

clique, o algoritmo é mais eficiente. Neste caso, possui complexidade O(m + n).

Além disso, Feder et al. [23] generalizaram o problema da (k,!)-particdo como o pro-
blema da M-particao, isto é, particionar o conjunto de vértices de um grafo em m partes
Aq, Ay, ..., A, tal que cada A; é um conjunto independente ou completo e, ainda, cada

par A;, A; sao completamente nao adjacentes ou completamente adjacentes entre si.

3.3.1 Grafos-(2,1)

Um grafo é (2,1) se pode ter seu conjunto de vértices particionado em dois conjuntos
independentes e uma clique, ou equivalentemente, particionado em um grafo bipartido
e uma clique. Através desta definicao, como um grafo G é bipartido se e somente se
nao possui ciclo impar, podemos dizer que um grafo é (2,1) se contém uma clique que
intercepta todo ciclo impar, pois, caso contrario, nao seria possivel obter a biparticao

induzida pelos vértices de G que nao pertencem a clique.

Observe que um grafo-(2,1) tem uma particdo-(2,1): Sy, 52, C, em que S; e Sy sdo o0s
conjuntos independentes e C' é a clique. Desta maneira, para todo vértice v € C, a nao
vizinhanca de v, denotada por N(v), pertence a particio-(2,0). E, para todo vértice

v € I} U I, a vizinhanca de v pertence a parti¢ao-(1,1).

Assim sendo, os vértices de um grafo-(2, 1) podem ser classificados de acordo com as suas
condicoes de vizinhancas. Uma consequéncia imediata é que se GG possui um vértice v € V
com N(v) ¢ (1,1) e N(v) ¢ (2,0), entdo G nao é um grafo-(2,1). Este foi o principio para

o reconhecimento para grafos-(2,1) e grafos-(1,2) utilizado por Brandstéd em [3].

Desta forma, para os vértices que preenchem exatamente uma destas condicoes, podemos

determinar em que parte da particio-(2,1) eles pertencem (e se existe tal parti¢do). Isso
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significa que a decisao se G é um grafo-(2,1) pode ser iniciada da seguinte maneira:

(1) Seja CF :={v: N(v) ¢ (1,1) e N(v) € (2,0)}. Checar se CF ¢ uma clique, ou seja,
checar se os vértices cuja vizinhanga nao pertence a (1,1) e pertencem a (2,0) formam

uma clique.

(2) Sejam SF U S :={v: N(v) € (1,1) e N(v) ¢ (2,0)}. Checar se Sf' U SI" ¢é bipartido,
ou seja, checar se os vértices cuja vizinhanga pertence a (1,1) e ndo pertencem a (2,0)

formam um conjunto bipartido.

Se (1) ou (2) falhar, G ndo é um grafo-(2,1). Caso contrario, verificam-se os vértices que

preenchem ambas as condicoes, 1 e 2. Seja R o conjunto de tais vértices.

R:={v:N(w) e (1,1)e N(v) € (2,0)}.

Se R ¢ 0, entdao CF SE SEF ¢ uma partigdo-(2,1) de G. Sendo, realiza-se uma extensio
da clique e dos conjuntos bipartidos e uma nova verificacao é realizada para checar se
CT permanece uma clique e S{ U S¥" permanece bipartido. Para mais detalhes sobre o

procedimento para a realizacdo da extensdao da partigao veja em [3].

3.4 Grafos-(F,C)

Quando um transversal de ciclos T' C V(G) tem a propriedade adicional de induzir uma
clique, dizemos que T' é um transversal-clique de ciclos ou simplesmente cct. Desta ma-
neira, um grafo G admite um cct se e somente se puder ser particionado em uma floresta
e um subgrafo completo; por esta razao, como tais grafos admitem uma particao floresta-
clique, sdo chamados de grafos-(F,C). Em alguns trabalhos, estes grafos também sao
chamados de grafos-(C, F) [5].

Observe que os grafos-(F, C) formam uma subclasse dos grafos-(2, 1) (grafos cujo conjunto
de vértices pode ser particionado em um grafo bipartido e uma clique). Isto se deve pelo
seguinte fato: como uma floresta é um grafo aciclico entao toda floresta é um grafo

bipartido.

3.4.1 Reconhecimento de grafos-(F,C)

Iniciamos esta se¢do observando que os grafos-(F,C) podem ser facilmente reconhecidos
em tempo polinomial. Como vimos anteriormente, os grafos-(F, C) formam uma subclasse
dos grafos-(2,1). Sendo assim, podemos utilizar um algoritmo de reconhecimento de

grafos-(2,1) como parte do algoritmo para reconhecer grafos-(F,C). Note que se G nao
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for um grafo-(2,1), G também nao é um grafo-(F,C). A estratégia para reconhecer um
grafo-(F,C) inicialmente verifica se G é um grafo-(2,1), o que pode ser feito em tempo
polinomial. Em caso afirmativo, testa para cada clique candidata () de uma particao-
(2,1) de G, se G — @ é aciclico (o que pode ser feito em tempo linear). Se este teste
falhar para todas as cliques @, entdo G nao é um grafo-(F,C), caso contrario, G é um
grafo-(F,C). Para concluir o argumento, afirmamos que o nimero de cliques candidatas
() é polinomial uma vez que G é um grafo-(2,1). Seja (B, () uma parti¢do-(2,1) de V(G)
onde B induz um subgrafo bipartido e @) é uma clique. Agora, seja (B’, Q') uma outra
particao-(2,1) de V(G). Entao |Q'\ Q] <2e |Q\ Q| < 2, caso contrario G[B] ou G[B’]
conteria um triangulo, que é impossivel. Portanto, podemos gerar em tempo polinomial

todas as outras cliques candidatas @’ de Q.

O Algoritmo 4 a seguir descreve os passos para o reconhecimento dos grafos-(F,C).

Algoritmo 4 Reconhecimento grafos-(F,C)
Entrada: Grafo G = (V, E);
se G é (2,1) entao
para cada Clique C' de uma parti¢ao-(2,1) faga
se G — (' é aciclico entao
Retorne "G é um grafo(F,C)";
senao
Retorne "G nao é um grafo(F,C)";
fim se
fim para
fim se

A corretude do algoritmo baseia-se no seguinte fato: se nao é possivel encontrar uma
clique que seja transversal de ciclos impares, isto é, uma clique C' que ao ser removida
de uma grafo G, torna o grafo G bipartido, entao também nao é possivel encontrar uma

clique C tal que G — C é uma floresta, ou seja, nao possui ciclos.



Capitulo 4

Transversais-clique de Ciclos em Grafos
de Distancia Hereditaria

4.1 Introducao

Como j& vimos no Capitulo 2, um grafo é de distancia hereditaria se as distancias em
qualquer subgrafo conexo sao as mesmas que as no grafo original. Vimos também que um
transversal de ciclo é um subconjunto de vértices que intercepta todos os ciclos do grafo.
Se este subconjunto de vértices tem a propriedade adicional de ser clique, dizemos que é

um transversal-clique de ciclos.

Este capitulo tem como objetivo realizar um estudo sobre transversais-clique de ciclos
em grafos de distancia hereditaria, ou seja, verificar se um grafo de distancia hereditaria
G admite uma clique que intercepte todos os ciclos do grafo. Como resultado principal,

apresentamos a caracterizacao de tais grafos através de subgrafos proibidos.

Para isso, inicialmente, apresentaremos uma caracterizagao e algumas notacoes e proprie-
dades dos grafos de distancia hereditaria, também chamados de grafos livres de H H DG,

que serao fundamentais para o desenvolvimento deste capitulo.

Conforme Teoremas 2.1 e 2.2, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1 [2] Sao equivalentes as sequintes afirmagoes para qualquer grafo G:

(1) G é um grafo de distdncia hereditdria.

(1) G pode ser construido a partir de um unico vértice adicionando-se repeditamente

um vértice pendente, um gémeo falso, ou um gémeo verdadeiro, respectivamente.

(i1i) G € livre de (casa, buraco, domind, leque). (Veja Figura 2.2.)
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Seja G = (V, E) um grafo e z € V, utilizaremos, deste ponto em diante, a notagao N?(x) =
{y € V| distg(z,y) = 2}, para representar o conjunto dos vértices de G que distam
exatamente 2 em relagdo a z em G. Além disso, denotamos por R =V \ (N[z] U N?(x)),

os vértices de G que possuem uma distancia maior do que 2 de .

As seguintes propriedades em relacao aos grafos de distancia hereditaria também serao

liteis para o nosso resultado.

Proposigdo 4.1 Seja G um grafo de distancia hereditdria e u,v € N?(x).

(i) Se wv € E(G) ou uwv € E(G) mas sio conectados por um caminho em N*(z) U R
entdo N(u) N N(z) = N(v)N N(zx).

(it) Se N(x) é um conjunto independente entio para u,v € N?(x) com uv & E, N(u) N
N(x) e N(v) N N(z) nao se sobrepoem.

Prova.

(1): Se uv € E(G) entdo u,v ndo podem ter vizinhangas incomparaveis em N(x) uma
vez que G é livre de (casa, buraco) (Figura 4.1(a)). Além disso, como G ¢ livre de (casa,
leque) (Figura 4.1(b)), as vizinhangas de u e v em N(x) ndo podem conter propriamente
uma a outra. Para finalizar, temos que considerar o caso que uv ¢ E(G) mas existe um
caminho em N?(z) U R. Para isso, vamos considerar o menor caminho entre u e v: se o
primeiro vértice do caminho for v/ € N?(z) entdo u e v/ tém a mesma vizinhanga ja que
u,u’ € F(G) e a prova deve iniciar para v’ e v. Desta maneira, vamos assumir sem perda
de generalidade que o primeiro vértice do caminho seja r € R. Neste caso, temos trés
possibilidades. Na primeira, rv € E(G), sendo assim, como G é livre de buraco (Figura
4.1(¢)), u,v ndo podem ter vizinhangas incomparaveis em N(z) e, além disso, uma vez
que G é livre de (casa, domino) (Figura 4.1(d)), as vizinhangas de u e v em N(z) nao
podem conter propriamente uma a outra. Na segunda possibilidade, r é adjacente a um
vértice v/ € N?(z) que nao pode ser adjacente a u pois ndao seria um caminho minimo e,
agora, u e u' devem ter a mesma vizinhanca caso contrario temos uma contradicao pois
ur e ru’ € E(G) e a prova deve iniciar para v’ e v. Por tltimo, se no caminho entre u e
v, r for adjacente a um outro vértice ' € R teremos um buraco em todos os casos, o que

¢ uma contradigdo. Isto prova a Proposicao 4.1 (i).

(73): Suponha, por contradi¢do, que as vizinhangas de u e v em N(z) se sobrepoem.

Neste caso, sejam a, b, ¢ vértices em N (x) tais que au € E(G), av ¢ E(G), bu,bv € E(G),
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cu ¢ E(G) e cv € E(G). Entao z,a,b,c,u,v induzem um dominé em G (Figura 4.1(e)),

que é uma contradi¢do. Isto prova a Proposicao 4.1 (i7). m

N(x) | N3(x) N(x) | N(x)
a u a u
b Y, b v

Buraco —ab [ E(G) Casa —ab O E(G)

(a) Vizinhancas de u e v em N(x) sdo incomparaveis

e uv € E(G).
N(x) | N3(x) N(x) | N3(x)
a u a u
e |
b % b Y
Casa—ab O E(G) Leque —ab [ E(G)

(b) Vizinhancas de u e v em N(z) contém propria-
mente uma a outra e uv € E(Q).

N(x) | N?(x) R N(x) | N?(x) R
a u a u

X ( 4\) r X ( 4\) r
b v b v
Buraco —ab [0 E(G) Buraco —ab [ E(G)

(c) Vizinhancas de u e v em N(z) sdo incomparaveis e uv ¢ E(G).

N(x) | N?(x)
N(x) | N?(x) R N(x) | N?(x) R a
a u a u
N RN B 4 —e
X .< o X ( e « <4.<
o o e b e
b v b % \./ v
Domind —ab [ E(G) Casa—ab O E(G) :

Domind

(d) Vizinhangas de u e v em N(z) contém propriamente uma a (e) Vizinhancas de u e vem
outra e uv ¢ E(G). N(z) se sobrepdem.

Figura 4.1: Casos da Proposicao 4.1
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4.2 Caracterizacao dos grafos de distancia hereditaria
que admitem cct

O proximo teorema caracteriza os grafos de distancia hereditaria que admitem transversal-

clique de ciclos através de subgrafos proibidos. Sejam Gy, ..., G os grafos da Figura 4.2.
Gl GZ G3 G4
G Gg G, Gg
G9 GlO Gll GlZ

Figura 4.2: Subgrafos proibidos para grafos de distancia hereditaria com cct.

Teorema 4.2 [6] Seja G um grafo de disténcia hereditdria. Entao G admite um transversal-

clique de ciclos se e somente se G € livre de (Gy,...,G12).

Prova. E facil verificar, através da analise da Figura 4.2, que os grafos G, ..., G2 nio
admitem cct. Além disso, também ¢é facil ver que tais subgrafos sao minimais, uma vez
que a retirada de qualquer vértice faz que estes admitam cct. Para a reciproca do teorema,
seja G’ um grafo de distancia hereditaria livre de (Gy,...,G12). Pelo Teorema 4.1, G
pode ser construido a partir de um grafo de distancia hereditaria G, por aplicar uma das
trés operacoes do Teorema 4.1 (44). Como adicionar um vértice pendente y a um vértice
em G nao cria ciclos com y, pode-se restringir a prova aos dois casos seguintes: G’ resulta
de G por ou adicionar um gémeo verdadeiro ou um gémeo falso y ao vértice x em G, e

em ambos 0s casos, nos temos que mostrar que G’ tem um cct.
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Para isso, assumimos, por inducao, que G tem um cct (). Além disso, como o conjunto de
vértices V(G) pode ser particionado em {z} U N(x) U N?(x) U R, definimos os conjuntos
Q1 =QNN(z), Qs = QN N?(x) e Ni(z) = N(x) \ Q1, necessarios para a realizagao das
provas dos casos 1 e 2 (Veja Figura 4.3).

N(x)  N*(x) R

y Q Q Q

1 2

X | N®&

Figura 4.3: Conjuntos Q2, Q1 e Ny(x).

4.2.1 Caso 1: y é um gémeo verdadeiro de x.

Seja G’ o grafo resultante de G ao adicionar um gémeo verdadeiro y a = em G.

Neste caso, os ciclos possiveis com y em G’ sdo tridngulos xya para a € N(x), tridngulos
yab para a,b € N(z), ab € E(GQ), e Cy’s yabc para a,b € N(z), ab ¢ E(G), ¢ € N*(x)
(Veja Figura 4.4). Se z € @ ou, de forma mais geral, Q C N|z], entdo Q U {y} é um cct
de G'. Logo, temos que considerar o caso em que x ¢ ). Uma vez que o tridngulo zab
é coberto por @), o triangulo yab também é coberto por ), e de forma similar para o C}
yabc, onde xabc também é um Cy; em G coberto por (). Logo, temos que lidar apenas

com triangulos zya.

1) NG ) Ve Vol

: ([, D
.

Figura 4.4: Caso 1 - Possiveis ciclos com y em G'.

Para verificar que é possivel encontrar um cct em G’ quando z ¢ @, iniciamos provando
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que, neste caso, G[N(x)] é¢ um grafo split através da Afirmacao 4.1.

Afirmacgao 4.1 Se x & Q) entao G[N(z)| € um grafo split com particao (N1(z), Q7).

Prova da Afirmacao 4.1. Para cada aresta ab € G[N(x)], zab é um tridngulo. Portanto,
a ou b estd em @ e Ni(x) é um conjunto independente. Como @)y é uma clique, conclui-se

a prova da afirmacao. m

Além disso, para provar que existe um cct em G’ que cobre os tridngulos zya que foram
criados ao adicionar um gémeo verdadeiro a x, precisamos analisar os ciclos existentes em

G a fim de construir o cct de G’ a partir de Q.

Como G é livre de (G1, G5, G3), R induz um subgrafo livre de ciclos em G. Desta forma,
a analise deste caso deve ser dividida em dois subcasos: o caso em que G[N?(z) U R] é

livre de ciclos e o caso em que G[N?(x) U R] contém ciclo.

Caso 1.1: G[N?(z) U R] é livre de ciclos.

Afirmacgéao 4.2 Sey é um gémeo verdadeiro de x, * & Q e GIN?(x)UR] € livre de ciclos

entao G' admite um cct.

Prova da Afirmagao 4.2. Como Q é uma clique e G[N?(z)UR)] é livre de ciclos, Qo contém
no méximo dois vértices, caso contrario, teriamos um ciclo em N?(z). Se Q, = ) entao
Q U {y} é um cct de G'. Por outro lado, se um vértice u € Q3 ndo possui vizinhos em
Ni(z) entdo todo ciclo contendo v também contém um vértice de @y, i.e., @\ {u} ainda é
um cct de G. Logo, assumimos, sem perda de generalidade, que todo vértice em ()5 tem

um vizinho em Np(z).

Se Q2 = {u, v}, a vizinhanga de Q3 em Ny () nao pode conter dois vértices a e b, caso con-
trario, pela Afirmacao 4.1 e Proposicao 4.1, os vértices x,y, a, b, u, v induzem novamente
um G5, mostrado na Figura 4.5. Portanto, u e v tem precisamente um vizinho a € N;(x)
que deve ser adjacente a todos os vértice de ()1, caso contrario, se a nao for adjacente a
um vértice b € ()1 entao os vértices x,y, a, b, u, v induzem Gs. Logo, (Q \ {u,v} U{a,y})

¢ um cct de G'.
Se Q2 = {u}, consideram-se dois subcasos:

(7) O vértice u tem um vizinho a € Ny(x) que nao é adjacente a algum vértice b € Q.

Afirmamos que todo ciclo C em G contendo a e v mas que nao contém vértices de ()



4.2 Caracterizacao dos grafos de distancia hereditdria que admitem cct 39

Figura 4.5: Vizinhanca de Q3 em N;(x) contendo dois vértices a e b.

deve conter também z. Isto porque se C' nao contém x entao, pela Proposicao 4.1, C' é um
triangulo auv com v € N?(z) ou um C; aucv com ¢ € Ny(x),v € N*(x) ou um Cy com
a,u, um vértice v € N?(z) e um vértice w € R. No primeiro caso, pela Proposi¢ao 4.1,
os vértices x,y,a,b,u,v induzem Gs5. O segundo caso nao pode ocorrer uma vez que a
existéncia do ciclo aucv implica na existéncia do ciclo azcv em G, nao coberto por (). No
terceiro caso, pela Proposicao 4.1, bv € E e agora, os vértices x,y, a, b, u, v, w induzem

GG11, conforme figura 4.6, uma contradicao.
Isto implica que (@ \ {u}) U{z,y} é um cct de G'.

(77) Todo vizinho a € Ny(z) de u é adjacente a todos os vértices de (). Entdo Q U {a}
¢ um cct de G para algum a € Ny(z) e, como pela Afirmacao 4.1 Ni(z) é um conjunto
independente, todos os outros vizinhos a’ € Ny(x) de u nao sdo adjacentes a vértices de
(Q1U{a}. Através de um argumento analogo ao aplicado em (7), concluimos que todo ciclo

C' em G contendo o', u mas que ndo contém vértices de 1 U {a} deve também conter z.

Conclui-se que (Q\{u})U{z,y,a} é um cct de G'. Isto completa a prova da Afirmacao 4.2.

v b
G11

Figura 4.6: Vizinhanca de Q)2 em N;(x) contendo um vértice a, existéncia de Cy aucv e
bv € E.

Caso 1.2: G[N?(x) U R] contém ciclo.

No que segue, suponha que G[N?(z) U R] contém um ciclo C. Pode-se verificar que este

ciclo é de um dos tipos abaixo (Veja Figura 4.7):
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(A;) C tem exatamente um vértice u em N?(z), e C' & um Cj.
(Ag) C tem exatamente um vértice u em N?(x), e C' é um Cs.
(B;) C tem exatamente dois vértices u,v em N?(z), uv € E(G), e C é um Cj.
(By) C tem exatamente dois vértices u,v em N?(z), uwv € E(G), e C é um Cj.
(B3) C tem exatamente dois vértices u,v em N?(z), uwv ¢ E(G), e C é um Cj.

(C1) C & um Cy com exatamente trés vértices u,v,w em N?(z) (que formam um P3 em

N ()
(Dy) C éum C3 em N?(x).

(Dy) C é&um Cy em N%(z).

b) R

< c
< c

B
e

£ < ¢©

Figura 4.7: Ciclos em G[N?(x) U R].

Inicialmente, provamos que N(x) é uma clique, através da Afirmacao 4.3 abaixo.

Afirmacgéo 4.3 Se y é um gémeo verdadeiro de x e existe ciclo em G[N?(x) U R] entao

N(z) é uma clique.

Prova da Afirmacgao 4.3. Suponha por contradi¢do que existam os vértices a,b € N(x) e
ab ¢ E(G). Como G’ ¢ livre de (G, G3), a e b devem ver todo ciclo em G[N?(z) U R]. Se
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C & um ciclo do tipo (A1) ou (Ay) em G[N?(x)UR], i.e., com exatamente um vértice u em
N?(z) entao a e b sao adjacentes a u e obtemos G ou Gg (Figura 4.8) - uma contradigao.
Se C' é do tipo (Bj3), uv ¢ E(G), da mesma maneira, a e b tem que ver C, e se a e b ndo
sao adjacentes tanto a v quanto a v entao existe ou um buraco ou um dominé ou Gg, como
verificado detalhadamente através da Figura 4.9. Logo, a e b sao adjacentes a ambos u e

v, i.e., G’ contém como subgrafo induzido G;; (Veja Figura 4.10) - uma contradigao.

a a
b b
G7 - Ciclo do Tipo A2 G8 - Ciclo do Tipo Al

Figura 4.8: Vértices a,b € N(x), ab ¢ E(G) e ciclos do tipo (A;) e (Asg).

X X
a b a b
u \ \ u

Buraco Buraco

a u a v

X b v X b u
Domind Domind

b u b v

X a v X a u
Domind Domind

a a

b b

G8 G8

Figura 4.9: Vértices a,b € N(z), ab ¢ E(G) e ciclo do tipo (Bs).
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v b
G1l1

Figura 4.10: Vértices a,b € N(x), ab ¢ E(G), ciclo do tipo (Bs) e a e b adjacentes a u e

V.

Analisamos os casos restantes considerando a seguinte situacao: Se a é adjacente ao
vértice u e b ¢ adjacente ao vértice v # u em N?(x) tal que existe um caminho entre u e
v em N?(z) entdo, pela Proposigao 4.1, a e b veem uma aresta comum u'v’; mas entao G’

contém G5 com x,y,a,b,u’,v" - uma contradi¢ao. Isto conclui a Afirmacao 4.3. =

Continuando a prova deste caso, se a € N(x) entdo existe um tridngulo xya e a deve ver
todo ciclo em G[N?(x)U R] uma vez que G ¢é livre de (G4, G5, G3). Ainda mais, provamos

na Afirmacao 4.4 que a é adjacente a todo vértice em ()».

Afirmacgido 4.4 Se y é um gémeo verdadeiro de x e existe ciclo em G[N?(x) U R] entdo

todo vértice em N(x) € adjacente a todo vértice em Q.

Prova da Afirmagao 4.4. Como G’ é livre de (G1, Ge, G3), qualquer vértice a € N(x) é
adjacente a pelo menos um vértice u em cada ciclo de G[N?(x) U R]. Sabe-se, também,
pela Proposigao 4.1, que todos os vértices de 2 tem a mesma vizinhanca em N(z), e o
vértice u é adjacente a a. Logo, todos os vértices em () sao adjacentes a todos os vértices

em N(z), que conclui a Afirmacdo 4.4. =

Desta maneira, como pela Afirmacao 4.3 que N(x) é uma clique, conclui-se que se ha um
cicloem G[N?*(z)UR] e x & Q entdao N(x)UQ, ¢ um cct de G/, o que finaliza a prova do

Casol. =m

4.2.2 Caso 2: y é um gémeo falso de x.

A partir de agora, seja G’ o grafo resultante de G ao adicionar um gémeo falso y a x em

G. Novamente, por indugao, supomos que G tem um cct ). Os ciclos possiveis com y em
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G’ sao triangulos yab para a,b € N(x),ab € E(G), Cy’s yabe para a,b € N(x), ab ¢ E(G),
c € N*(x), e Cy’s xyab para a,b € N(z) (Veja Figura 4.11).

N(x) 2) X ) 3) N(x)

1) ( )
() O A
N

y

Figura 4.11: Caso 2 - Possiveis ciclos com y em G'.

Se |N(z)| =1 entdo @ é também um cct de G’ pois a inclusao de y em G nao cria novos

ciclos em G’. Por isso, assumimos que |N(x)| > 2.

Em primeiro lugar, provamos através da Afirmacao 4.5 que G'[N(z)] é um grafo threshold.

Este fato é essencial para a prova deste caso, além de fortalecer a Afirmacao 4.1.
Afirmagao 4.5 G'[N(z)| € um grafo threshold.

Prova da Afirmagao 4.5. Como G’ é um grafo de distancia hereditaria, N(z) é livre de
Py, e uma vez que G’ ¢ livre de G5 e Gg, N(z) € livre de 2K, e Cy, i.e.,, G'[N(x)] ¢ um

grafo threshold, o que conclui a Afirmacao 4.5. =

Recorde que V(G) pode ser particionado em {z} U N(z) U N?(z) U R e, como G’ ¢é livre
de (G1,G9,G3), R induz um subgrafo livre de ciclos em G’. Sendo assim, igualmente
ao caso anterior, dividimos a andlise em dois subcasos: G[N?(x) U R] ¢ livre de ciclos e
G[N?(x) U R] contém ciclo.

Caso 2.1: G[N?(x) U R] é livre de ciclos.
Vamos mostrar que também para este caso, G’ tem um cct.

Sabe-se que G tem um cct @ e, como antes, definimos Q; = QNN (), Q2 = QN N?(x) e
Ni(x) = N(x) \ Q1. Pela suposicao do caso 2.1, Qs pode conter no maximo dois vértices.
Além disso, como na prova da Afirmacao 4.2, podemos assumir que todo vértice em ()5

tem um vizinho em N (x) e, se Q2 # () entdao = ¢ Q.
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Caso 2.1.1: |Q-2| = 2.

Se Q2 = {u, v}, dividimos a prova em trés subcasos. Relembre que pela Proposi¢ao 4.1,

u e v tem a mesma vizinhanca em Ny ().

(1) Se u,v possuem trés vizinhos a,b,c no conjunto independente Ni(z) entdo, como
mostra a Figura 4.12, os vértices x,y,u,a,b, ¢ (vértices x,y,v,a,b, ¢, respectivamente)

induzem G4 em G’, que é impossivel.

X a X a

y b y b

u C \Y C
G4 G4

Figura 4.12: Vizinhanga de Q3 em N;(x) contendo trés vértices a, b, c.

(77) Se u, v possuem exatamente dois vizinhos a,b em N;(x) entdo nao existe outro vértice
¢, ¢ € Ny(x), caso contrario x,y, a, b, ¢, u,v induzem Gq1; em G’ (Veja Figura 4.13). Além
disso, como G’ ¢ livre de G4 e pela Afirmacao 4.5, G'[N(x)] é um grafo threshold, ou a ou
b & adjacente a todos os vértices de Qq, caso contrario, se a nao é adjacente a @’ e b ndo é
adjacente a ' em (J1, entdo, conforme Figura 4.14, ou G’ contém G4 (se @’ = V') ou existe
um Py ab'a’b em N(z). Suponha que a é adjacente a todos os vértices de )1 entao todo
ciclo em G’ contendo y também contém algum vértice em @ U {a}. Desta forma temos

que QU {a} é um cct de G'.

Figura 4.13: Vizinhanca de @2 em N;(z) contendo dois vértices a, b e outro vértice ¢ €
Nl (.T)
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X a
o—0 0o
y b a b a b
uouv a'=b' P4
G4

Figura 4.14: Vizinhanca de Q3 em N;(z) contendo dois vértices a,b com a nao adjacente

aa ebad em Q.

(7i1) Se u, v tem exatamente um vizinho a em N;(z), vamos analisar a vizinhanga de a:

Se a ndo é adjacente a algum vértice b € @); entdo nao existe outro vértice ¢ € Ny(x)
sendo, como mostra a Figura 4.15, os vértices x,y, a, b, ¢, u, v induzem Gy, se bc ¢ E(G),
ou ¢,b,x,u,a induzem casa, se bc € E(G) e, portanto, todo ciclo em G’ contendo y

também contém algum vértice em @, i.e., @ é ainda um cct em G'.

Se a é adjacente a todos os vértices em (Qq, todo ciclo contendo u ou v também contém
algum vértice em )y U{a} e, portanto, (Q \ {u,v})U{a,y} ¢ um cct de G'. Neste caso, y

também ¢ necessario no cct devido aos Cy’s formados com z, y e dois vértices de Ny(z).

y b a u
G11 Casa

Figura 4.15: Vizinhanca de Q3 em N;(x) contendo um vértice a.

Caso 2.1.2: |Q2| = 1.

Seja Q2 = {u}. Como G’ é livre de G4, u possui no maximo dois vizinhos em Ni(x). Se u
tem dois vizinhos a, b em Ny (z) entao, como G'[N(z)] é um grafo threshold (Afirmagao 4.5)
e G’ é livre de (G4, um deles, que chamaremos de a, deve ser adjacente a todos os vértices
de @1, e isto significa que todo ciclo contendo u também contém algum vértice em QU{a}

(recorde que G[N?(x) U R] livre de ciclos), i.e., (Q \ {u}) U {a,y} é um cct de G'.

Se u tem precisamente um vizinho a em Ny(z) e a é adjacente a todos os vértices em Q1
novamente (Q \ {u}) U {a,y} é um cct de G’; caso contrario, a nao é adjacente a algum

vértice b em ()1, e a anélise segue considerando os dois casos seguintes:
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(i) Se Ny(z) = {a} entdo todo ciclo em G’ contendo y também contém um vértice de @1,

e portanto ) é um cct de G'.

(77") Se Ni(z) contém um vértice ¢ # a, temos que bc ¢ E(G) (caso contrario, verificamos
na Figura 4.16 que os vértices x, a, b, ¢, u induzem casa). Desta maneira, vamos mostrar
que nao ha ciclo C' em G contendo a e u sem vértices de ()1, pois, se existir tal ciclo
C entao pela Proposicao 4.1, ele deve ser um triangulo auv com v € N?(x), e entdo
os vértices x,y,a,b,c,u,v induzem o grafo Gy, ou é um Cy auvw com u,v € N?(x) e

w € R mas entdo existe G2 ou domind em G’ (Veja Figura 4.18). Assim, conclui-se que

(Q\ {u}) U{y} is a cct of G'.

a u
Casa

Figura 4.16: Vizinhanca de Q2 em N;(x) contendo um vértice a e bc € E(G) .

Figura 4.17: Vizinhanca de Q3 em Nj(x) contendo um vértice a e tridngulo auv com

v € N*(z).
X a u
b u w
X a v
y b v

G12 Domind
Figura 4.18: Vizinhanga de @2 em Nj(z) contendo um vértice a e Cy auvw com u,v €
N?(z) e w € R.
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Caso 2.1.3: Q, = 0.

Neste caso, @ C N[z|. Se existir um cct @ of G com =z & @) entdo QQ U {y} é um cct de
G' e este caso esta finalizado. Portanto, temos que mostrar que no Caso 2.1.3, G tem um
cct @ com @ C N(z).

Em G, existem dois tipos de ciclos contendo x: Triangulos xab com a,b € N(z) e Cy’s xabe
com a,b € N(z) e ¢ € N*(z). Sabemos que, pela Afirmac¢ao 4.5, N(z) induz um grafo
threshold em G’, e em particular, este é particionado em uma clique ()7 e um conjunto
independente N,(z). Entao @; (e em geral, toda clique maximal em N(z)) cobre todo

triangulo zab uma vez que ab € E.

O caso em que existe um C; zabc com a,b € N(z) e ¢ € N*(z) em G é mais complexo.
Assume-se que existe tal Cy e este ndo esta coberto por Q;. Se o vértice a (vértice b,
respectivamente) for adjacente a todos os vértices em )1 entdo a clique Q;U{a} (Q1U{b},
respectivamente) cobrird zabc também. Caso contrario, ambos os vértices a e b nao sao
adjacentes a vértices de 1. Uma vez que pela Afirmacao 4.5, N(z) é livre de Py, a e
b tem um nao vizinho comum, d, em Q. Segue que c¢d ¢ E (sendo, conforme Figura
4.19, z,y,¢,a,b,d induz G4). Se a e b ndo sdo adjacentes a outro vértice d' € )y entdo
z,y,d,d  a,b,cinduz G1; (Figura 4.20), uma contradi¢do. Logo, um dos vértices a e b,
nomearemos a, tem no maximo um nao vizinho, que nomearemos d, em 1 e, como N(x)
é um grafo threshold, sem perda de generalidade, a vizinhanca de b em (), est& contida na
vizinhanca de a em ()q; e como vimos anteriormente, b nao é adjacente a d e, da mesma

forma, ¢ nao é adjacente a d.

X a

y b

c d
G4

Figura 4.19: Cy zabe com a,b € N(z) e ¢ € N?(z) e um vértice nao adjacente d em Q.

e

Figura 4.20: Cy xabc com a,b € N(x) e dois vértices nao adjacentes d,d’ em Q.
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Com a finalidade de mostrar que @ \ {d} U {a} ¢ um cct de G, a Afirmagao 4.6 analisa

os vizinhos de d em N?(z).

Afirmacao 4.6 Sejam a,b e c vértices do Cy xabc nao coberto por Q1 com a,b € N(x) e
c € N?(x). Seja d um vértice de Q, nao vizinho de a,b e c. Seja e um vizinho de d em

N?%(z). Entdo e nao € adjacente aos vértices a,b e c.

Prova da Afirmagdo 4.6. Iniciamos por observar que se ce € E| pela Proposicao 4.1 (i),
¢ e e tem a mesma vizinhanga em N(z), o que é impossivel, uma vez que e é adjacente
a d e ¢ nao ¢ adjacente a d. Portanto, ce ¢ E. Neste caso, pela Proposicao 4.1 (i), se
e for adjacente a um dos vértices a e b, ele deve ser adjacente a ambos. Desta maneira,
verificamos na Figura 4.21 que os vértices x,y, e, a,b,d induzem G4 - uma contradicao.

Logo, e também nao deve ser adjacente a ambos os vérticesa e b. =

X a

y b

e d
G4

Figura 4.21: Vértice e em N?(x) adjacente aos vértices a e b em N(z).

Agora, suponha que @} := (Q1\{d})U{a} ndo é um cct de G. Note que N{(z) = N(x)\Q]
é independente. Entao, existe um ciclo em G cujo tnico vértice de ) é d. Obviamente,
se C for um ciclo contendo d e uma aresta em N(z) entdo @ cobre C' uma vez que N7(x)

¢ independente. Logo, temos que considerar ciclos sem arestas em N (z).

Inicialmente, considere um C3 duv com u,v € N?(z). Entao pela Afirmagao 4.6, u e v
nao sao adjacentes a a,b e ¢, e agora, junto com y, G’ contém Gy (Figura 4.22), uma
contradi¢ao. Se d estiver em um C) duvw com u,v € N%*(z) e w € R entdo, muito
similarmente, junto com y, G’ contém Gy (Figura 4.23), uma contradi¢ao. Logo, d nao

esta contido em tais ciclos.

Se C for um Cy com d,z € N(z) e u,v € N?(x) entao, novamente pela Afirmagao 4.6, u
e v nao sao adjacentes a a,b e c. Entao z deve ser adjacente a a e b, caso contrario existe

. . _ . ,
casa ou G1o em (G', junto com y, mas, entao os vértices radzu induzem uma casa, que é

uma contradicao. Veja na Figura 4.24 tais contradigoes.

Da mesma forma, isto também ocorre quando d estiver em um Cy zdqu, com q € N(x)
e u e N%(z).
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a X u
d
C
b y v
G9

Figura 4.22: Vértice d em um Cs duv com u,v € N*(z).

a X u
d
C W
b y v
G10

Figura 4.23: Vértice d em um Cy duvw com u,v € N*(x) e w € R.

Esta contradicao final mostra que, no Caso 2.1.3, existe um cct ) de G sem z, e logo, hé

um cct QU {y}tem G'. =

Caso 2.2: G[N?(z) U R] contém ciclo.

Assim como no caso 1.2, vamos assumir que G[N?(x) U R] contém um ciclo C. Conse-

quentemente, temos que x ¢ Q.

Iniciamos este caso provando, através da Afirmacdo abaixo, que N(z) é livre de I3.

Afirmacéo 4.7 Se y é um gémeo falso de v e G[N?*(x) U R] contém ciclo entao N(z) é

livre de 5.

Prova da Afirmagao 4.7. Assuma que G[N?(x)U R] contém ciclo e N(z) contém um con-
junto independente de trés vértices aq, as, az. Seja S um conjunto independente maximal
em N(x) contendo ay,as,as. Pela Proposi¢ao 4.1, para vértices u,v € N?(x) na mesma
componente conexa de G[N?(z) U R], suas vizinhangas em S sdo iguais. Além disso, ne-
nhum vértice v € N?(z) é adjacente a trés vértices em S, caso contrario, como mostra
a Figura 4.25, G4 esta contido em G’. Logo, para todo par de vértices u,v € N*(z) na

mesma componente conexa, N(u) NS = N(v)NS C{ay,as}.

Se u € N?(x) estiver em um ciclo do tipo (A;) ou (Ay) entdo z,y, ai, as, as, u e os vértices

restantes do ciclo induzem Gy, G, Gg ou Gy (Veja detalhadamente na Figura 4.26). Se o
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z z
X b X a
a c b c
Casa Casa
d X a
u c
z y b
G12
a
X z
d u
Casa

Figura 4.24: Vértice d em um Cy com d,z € N(z) e u,v € N?(z).

X al

y a2

u a3
G4

Figura 4.25: Vértice u adjacente a trés vértices a,, as, a3 em S.

ciclo com u,v € N?(z) for do tipo (By), G’ contém casa (Figura 4.27); se for do tipo (Bs)
ou (D), existe Gy ou Gy em G’ (Figura 4.28); se for do tipo (Bs), G’ contém G3 ou G1o
(Figura 4.29); e finalmente, se for do tipo (Cy) ou (D), G’ contém G3 ou Gy; (Figura
4.30). Isto finaliza a Afirmagdo 4.7. m

X al X al
u u
a3 a3
y a2 y a2
G9 G10
u X al u x al
a2 y a2 y
G2 G3

Figura 4.26: Vértice u € N%(z) e ciclo do tipo (A;) ou (As).
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aloua2

Casa

Figura 4.27: Vértice u € N%(z) e ciclo do tipo (By).

X al
u X a2
vV a3 y
y a2
G11 G2

Figura 4.28: Vértice u € N?(z) e ciclo do tipo (Bs) ou (D).

v
G12 G

X al u
u X a2
v a3 y
y a2
3

Figura 4.29: Vértice u € N?(z) e ciclo do tipo (Bs).

X al
u w X a2
Ol 1]
v a3 y
y a2
611 63
Figura 4.30: Vértice u € N?(z) e ciclo do tipo (C4) ou (Ds).

Concluimos que se y ¢ um gémeo falso de x e G[N?(x) U R] contém ciclo entdo pela
Afirmacao 4.7, Ni(x) contém no maximo dois vértices. Se |Ni(z)| < 1 entdo @) ¢ um cct
de G'. Se Ni(x) = {a,b} entdo, pela Afirmacdo 4.5, um deles, que chamaremos de a, é
adjacente a todos os vértices de (). Além disso, pela Proposicao 4.1, ou Q2 U {a} é uma
clique e entdao, QU {a} é um cct de G’, ou a ndo é adjacente a vértices de ()2 e entao, seja

C um ciclo em G[N?(z) U R] e seja u € V(C') N Qy. Como zyab é um Cy e G é livre de
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(G, G3), existe uma aresta ligando zyab e C. Também pela Proposicao 4.1, concluimos
que b ¢ adjacente a todos os vértices de C'N N?(z) e, portanto, em Q. Agora, se existir
algum vértice a’ € Q1 entao x,a,d’, b, u, conforme Figura 4.31, induz ou uma casa ou um
leque - uma contradigdo. Portanto Q1 =0 e Q2 U{b} é um cct de G'. Isto finaliza a prova

do Caso 2 e logo, também a prova do Teorema 4.2. m

b u X b

Casa Leque

Figura 4.31: Vértice a’ € Q.

Como uma consequéncia direta do Teorema 4.2, obtemos uma outra prova do resultado

em [5]:

Corolario 4.1 Se G é um cografo entao G admite um cct se e somente se G € livre de

(Gl, e ,GG).

Prova. Analisando os grafos G; a Gg, é facil verificar que os mesmos nao admitem cct.
Por outro lado, sabemos que os cografos formam uma subclasse dos grafos de distancia
hereditaria. Logo, os subgrafos proibidos dos cografos estao contidos nos subgrafos proi-
bidos dos grafos de distancia hereditaria. Além disso, G é livre de (G7,...,G12) porque

todos eles contém P,. Desta forma, pelo Teorema 4.2, o corolario segue. =

Como verificamos, o Corolério 4.1 fornece uma caracterizacao dos cografos que admitem
cct por subgrafos proibidos. J& o Corolario 4.2, abaixo, caracteriza os grafos de distancia

hereditaria que sao grafos-(2,1) também através de subgrafos induzidos proibidos.

Corolario 4.2 Seja G um grafo de distincia hereditdria. Entao G é um grafo (2,1) se e
somente se G ¢ livre de (G1, G5, Gg, G7).

Prova. Os grafos G, G5, G e G7 nao sao grafos-(2,1). Por outro lado, assuma que G é

livre de (G1, G5, Gg, G7) e G nao é um grafo-(2,1). Seja G’ um subgrafo induzido minimal
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de G que nao é um grafo-(2,1). Note que ser um grafo-(2,1) ¢ equivalente a admitir
uma clique que intercepta todo ciclo impar. Logo, G’ nao admite um cct. Porém, como
consequéncia do resultado apresentado em [34], para um grafo de distancia hereditaria, ser
um grafo minimal que nao é (2,1) implica em ser um grafo minimal que nao admite cct.
Desta maneira, pelo Teorema 4.2, G’ é isomorfo a um dos grafos Gy, G, ..., G12. Como
Go, G3, Gy, Gs, Gy, G, G11, € G1o sdo grafos-(2, 1), segue que G contém Gy, G5, Gg, ou G~

como subgrafo induzido. =

Por ultimo, vamos mostrar que verificar um cct em um grafo de distancia hereditaria pode
ser feito em tempo linear. Para isso, apresentamos um importante resultado de Courcelle

et al. |14] através do Teorema 4.3.

Teorema 4.3 [1/] Em grafos que possuem clique-width de no mdximo k, onde k € fixo,
todo problema de decisao e otimizacao que pode ser representado em logica de sequnda

ordem monddica possui um algoritmo linear.

Observe que o problema de verificar que um grafo de distancia hereditaria G' admite um

cct pode ser representado pela seguinte formula MSOL:

37(
VaVyVz (A(z,y) N Az, 2) N Ay, z) = T(x) VT (y) vVT(2))
A

VaVyVYw(A(z, y) A Ay, 2) N A(z,w) N A(w,z) = T(x) VT (y) VT (z)VT(w)))

Mais especificamente, a férmula acima verifica se existe um transversal de ciclos T em
G. Como G é um grafo de distancia hereditaria, entao G nao contém C,,, n > 5, como
subgrafo induzido. Sendo assim, pelo menos um dos vértices de cada K3 e Cy deve
pertencer a 1. Além disso, T tem a propriedade adicional de induzir uma clique, o que

também pode ser representado por uma féormula MSOL.

Desta maneira, como vimos no Teorema 2.4 que todo grafo de distancia hereditaria possui

clique-width no maximo 3, segue o Teorema abaixo.

Teorema 4.4 Verificar que um grafo de distincia hereditdria admite cct pode ser feito

em tempo linear.
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Observe também que é possivel escrever em logica de segunda ordem monédica, ou mais
especificamente, em logica de primeira ordem, os subgrafos proibidos da Figura 4.2. Como

exemplo, a férmula abaixo representa o subgrafo Gj.

YuVoVuwVzVyVz
= ( Au,v) A A(u,w) A A(v, w)A
A(z,y) N Az, 2) N Ay, 2)A
—A(u, z) A =A(u, y) A —A(u, 2)A
—A(v,z) AN —A(v,y) A —A(v, 2)A
—A(w,x) AN =A(w, y) AN —A(w, 2))

Sendo assim, a caracterizacao de grafos de distancia hereditaria apresentada nesta disser-

tacao também produz um algoritmo linear. Isto implica no Teorema 4.5.

Teorema 4.5 Verificar que um grafo de distancia hereditdria € livre de (G, ..., G12) pode

ser feito em tempo linear.

Assim como ilustrado na introducao, segue na Figura 4.32, o diagrama com as princi-
pais contribuicoes desta dissertacao atualizado com os respectivos teorema e corolarios

apresentados.

. Grafos de
Grafos-(2,1) —Corldio 4.2 piciancia
Hereditaria
Teorem
O 4.2 a
Y \ 4
Grafos-(F,.C) Corolério 4.1 Cografos

Figura 4.32: Principais classes e contribuicoes da dissertagao



Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertacao apresentamos um estudo detalhado sobre transversais-clique de ciclos
em grafos de distancia hereditaria. Ou seja, consideramos o problema de verificar se um
dado grafo de distancia hereditaria G admite uma clique que intercepte todos os seus

ciclos.

Para isso, apresentamos as principais defini¢oes e caracterizagoes dos grafos de distancia
hereditaria, assim como, descrevemos um algoritmo de reconhecimento e estudamos sua
complexidade. Além disso, introduzimos o conceito de transversais de ciclos e definimos
os grafos-(k,l) e os grafos-(2,1), bem como estudamos os grafos-(F,C) e o conceito de

transversais-clique de ciclos.

Como resultado principal desta dissertacao, apresentamos, uma caracterizacao dos grafos
de distancia hereditaria que admitem transversal-clique de ciclos através de uma familia

de subgrafos proibidos, resultado este publicado em 2013 [6].

Além disso, como consequéncia direta do teorema principal, caracterizamos os grafos
de distancia hereditaria que sao grafos-(2,1) através de subgrafos induzidos proibidos e,
obtivemos uma outra prova para o resultado apresentado em |5], caracterizando os cografos

que admitem cct também por subgrafos proibidos.

Por ultimo, mostramos que grafos de distancia hereditaria que admitem cct podem ser

reconhecidos em tempo linear através da caracterizacao fornecida neste trabalho.
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5.1

Trabalhos Futuros

Como continuagao deste trabalho, propomos estudar os seguintes problemas:

(1)

Caracterizar e reconhecer grafos-(F,C) para outras classes de grafos, por exemplo
subclasses de grafos perfeitos, tais como: grafos fortemente cordais (grafos cordais
em que todos os seus ciclos de tamanho maior do que 5 tém uma corda impar, ou
seja, uma corda entre vértices nao consecutivos em um ciclo e que estao separados
por uma distancia impar); grafos perfeitamente ordenaveis (grafos que podem ser
ordenados de tal maneira que um algoritmo de coloracao guloso é 6timo em todo

subgrafo induzido); e, até mesmo para a propria classe dos grafos perfeitos.

Encontrar a familia de subgrafos proibidos para a classe dos grafos de distancia
hereditaria-(k, ().

Encontrar uma caracterizacao por subgrafos proibidos para os grafos-(2,1) e para
os grafos-(F,C).
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